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ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим систему уравнений 

1 
+- Фхх - uф =О 

2 
2 

- С u + 21 Ф\ ) хх = о . 
/1/ 

в Е 3 /11 " 
выведенную . . ахаровым в применительно к взаимодеиствию 

ионно-звуковой и ленгмюравекой волн в плазме. Как показано в 121 • 
система /1/ также описывает экситон-фононное и магнон-фононное 

взаимодействия в кристаллах. Впервые система /1/ численно была 
изучена в 131

• там же было nоказано, что она неинтегрируема. 
Tet~ не менее в 141 было найдено N-солитонное решение 11 1, позд­
нее в 151 быпо показано, что результаты 141 являются неправильными, 
а систему /1/ нельзя интегрировать с помощью метода обратной 
задачи рассеяния. Поэтому представляется актуальным нахождение 

точных решений /1/ в некоторых частных случаях. 

Ниже найдены точные решения системы /1/ в виде 11бегущих 
волн 11 , выражающиеся через функции Вейерштрасса, Якоби, а также 
тригонометрические, гиперболические и рациональные функции. От­

метим, что некоторые из полученных решений являются сингулярны­

ми, другие - регулярными. Наконец, показано,что среди полученных 

решений содержится периодическое решение, выражающееся череs од­

номерную тэта-функцию Римана . 

1 . ОБЩИЕ РЕШЕНИЯ 

Перейдем от двух (х, t) к одной У= х- vt независимой пере-
д д д д 

менной. Так как дt = -V ду ' ах = ду• вместо 11 1 получим следующую 

систему обыкновенных дифференциальных уравнений /штрих означает 

_!_ /: 
д у 

. ф' 1 ф" ф о -lV +- - U = 
2 

2 
2 

С v - 1) u"- 2 С 1 Ф \ ) "= о . 

/2/ 

/3/ 

Ур~внения /3/ легко интегрируются: 
2 2 

С v - 1) u - 21 Ф \ = с у 
2 

+ cr,(v - 1) . . _ -~'f r 
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Из физических соображений положим с 
имеем 

О, так что вместо /4/ 

u (у) = 
2 

2 - 1 ф(у) 1 + с1. 
v - 1 /51 

Исключая из /2/ u(y) с помощью /5/ и переходя к новым пере­
менным а= IФI, f3 =аrgф,вместо /2/ получаем систему для а(у) 
и f3(y) : 

" {3'2 2 f3' 4 3 2 о а - а + v а - -
2
--- а - с 

1 
а = . 

v - 1 
!6! 

({3 , 2 ) , 1 {3 " о -Va+-a = . 
2 171 

Из /7/ следует 

f3(y) = vy + с f ~ + 8v, 
2 2 !8! 

а 

где с 2 , 8- произвольные константы. 

С помощью /8/ исключим {3' из /6/ и проинтегрируем один раз. 
В результате имеем 

2 
2 2 2 4 с2 

0 + (v - 2с )а - --- а + - + с 
3 

= , 
1 v2-1 а2 

2 
а' 

/9/ 

где с 3 = const. Введем новую функцию Р(у): 

а 2 = а(Р(у)+Ь), /10/ 

где а = (v
2

- 1)/ 2, Ь = (v 2-2c 1)/ 3. Тогда уравнение /9/ перейдет 
в уравнение для функции Вейерштрасса 

2 3 
<Р ' ) = 4 Р - g 2 Р - g 3• 111 1 

2 3 2 2 где g 2 = 36Ь. g 3 = 8Ь + 4с 3 ь/а + 4с 2 /а 

Таким образом, мы нашли, что решения системы уравнений За­
харова /1/ выражаются через функции Вейерштрасса 

ф(х -ut)= JaёP(y)-:ь) eif3. u (x-vt)=c 1 + Ь + P(x-vt ) , /12/ 

где 

с 2 d.r__ . {З(у) = v(y + 8) + -;;_--- f ~(у)+ Ь /12'/ 

2 

Далее мы будем полагать с 2 = О, /12 1 является решением типа 
"бегущая волна" в данном классе решений и содержит регулярные, 

сингулярные и периодические решения системы /1/. 

2. ПЕРИОДИЧЕСКОЕ РЕШЕН~Е 

Прежде чем выписать конкретные частные решения,приведем 

необходимые нам свойства функции Р(у) и уравнений /11/. Функция 
Р(у) является дваякопериодической функцией с периодами 2ш' 2ш 
т.е. Р(у, ш , ш') = Р(у +2шn+2mш') где m,nE-Z. Пусть е 1, е 2 ,.е 3 ~ 
корни многочлена f(P), т.е. f = 4(Р -е 1 ) (Р _ е 2) (Р- е 3 ). 

Тогда уравнение /11/ перепишется следующим образом: 
2 

Р' =4(Р-е 1 )(Р-е 2)(Р -е3 ), /13/ 

откуда легко получаем соотношения 

е 1 + е 2 + е 3 = О, е1 е 2 + е 1 е 3 + е 2е 3 =- g/4. е 1е 2е 3 = -g
3

/ 4, 

т. е. все корни е 1 , е 2, е 
3 
являются функциями констант а, ь , 

с 2 и с 3. 

Существует следующая формула, связывающая первую тэта-функцию 
Рима на 6 1 (у) с функцией Вейерштрасса Р (у) 16 1: 

i 
Р(у) = с 0 - - 2- ln6 1 (y), /14/ 

д у 

где с 0 = const и 

e1(y) = -i ~ 
k E Z 

exp\iтr[r(k+2_) 2 + (~!2)(у + тri)]!, (т=ш 'l ш) 
2 2i 1Т 

nтсюда и из /12/ получим 

т-------------------
1 а 2 if3 Ф (y ) = ya(c 0 +b---2 In61 (y)e , 

д у 

2 
д 

u(y) = с 1 + Ь + с 0 - -- ln 6 1 (у) , 
ду 2 

где 

- с2 d {3 (у ) - v (у + 8) + --- f ________ "j __ _______ _ 

а д2 · 
с 0 + Ь - --- ln 6 1 ду2 

/15/ 

/15/ 

/1 5/ является решением системы уравнений /1/, отвечающим периоди­
ческим граничным условиям. 
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3. РЕГУЛЯРНЫЕ РЕШЕНИЯ 

В этом разделе выпишем регулnрные по у решения системы /1/. 
Длп этого перейдем к функциям Якоби sn( y, k) , cn(y, k) по следующей 
формуле 171 : 

Р(у, ш , ш ' ) = е 
2 

+ (е 
3

- е 
2

) cn 
2

[ (у + ш ' ) у' е 
1 

- е~, k 1 • 

~ 
где k = v...:.1L..:д..Пустье 2 = -Ь,тогда из /12 1 и /16/ получим 

е1- е3 

_1 [ , V iv(y+O ) ф (у) = у а (е 3 - е~ cn (у + ш ) е 1 - е 3 , k] е , 

u (у) = с 1 + (е 3 - е 2) cn 2 [(у + ш ') J е 1 - е 3, k] , 

Пусть k -. 1 , тогда cn ( ) -. sech(), и . из /171 имеем 

Ф (х - vt) = V (е 3 - е 1) а . sech [ J е 1 - е 3 (х - v t + ш ' )] ei v(x- vt+ О) , 

u (х - vt) = с 1 + (е 3 - е 1) sech 
2 

[ v' е 1 - е 3 (х - vt + ш ')] k . 

Если Ь = -е3 то из /1 б/ и 112/ получим 

ф(x-vt) =v(e
2
-e

3
)a sn( y' e 

1
- е 3 (х -vt+ш ' ), k] eiv(x-vt+ 8 >, 

u (х - vt ) = с 1 + ( е 2 - е 3) sn 2 
[ у' е 1 - е 3 (х - vt + ш ' ) , k ] , 

При k _, 1 из /19/ следует 

ф(х- vt) = у (е -е )а th(- 1e -е- (х- vt + ш')]eiv(x-vt+O ) 
2 3 у 1 - 3 • 

u(x- vt) = с 1 + (е 2 - e3)th
2 [ye 1 - е 3(х- vt + ш')]. 

/16/ 

/171 

/18/ 

/19/ 

/20/ 

11так, система уравнений Захарова /1/ имеет решения вида /17/ 
и /19/ - так называемые кноидальные волны. Кроме того, получены 
односолитонные решения, отвечающие нулевым /18/ и ненулевым 
/кинковым/ /20/ граничным условиям. 

4. СИНГУЛЯРНЫЕ РЕ~ЕНИЯ 

Чтобы получить сингулярные решения, снова вернемся к форму­

лам, связывающим функции Вейерштрасса и Якоби 17 1 : 
2 - -

Р(у) = е 3 + (е 1 - e3)/ sn ( у' е 1 - е 3 у, k), /21/ 

4 

:,{ 

( 

Р (у) = е 2 + (е 1 - e
2
)/cn

2
[y'e 1 -- е 3 (у + ш), k]. /22/ 

Если в /21/ Ь=-е3 , а в /22/ Ь=-е2,то из /12/,/21/ и /22/ 
соответственно получим два решения системы Захарова /1/: 

ф(х- vt) = у'а(е 1 - е 
3 

eiv(x-vt+O) /sn[y'e 
1

- е 3 (х- ut)], 

u (х - vt) = (е 
1 

- е :f 1 sn 2 ( у' е 1 - е 3 (х - vt) , k ] , 

ф(х- vt) = y'a(~~expliv(x-vt +о) 1 

cn [ у' е 1 - е 3 (х - vt + ш ) , k 1 
2 

u(x-vt) = с 1 + (е 1 - e2)/cn (у'е 1 - е 3 (х- vt + ш), k]. 

Если в /23/ k -. 1 , то имеем 

ф( ) у' ( (у' -
1 

iv(x-vt+O) x-vt = a· e 1 -e3)cth e 1 -e 3 (x-vt) е 

u(x- vt) =е 
1 
+(е 1 - e3)cth

2
(y'e 1 - е 3 (х - vt)1. 

/23/ 

/24/ 

/25/ 

то есть односолитонное сингулярное решение системы /1/ при нену­
левых граничных условиях. При нулевых граничных условиях полу­

чиt~ из /21/ при - Ь = -е 1 : 

ф(х- vt) = у'а(е 1 - ewcosech[y'e 1 - е 3 (х- vt)1eiv(x-vt+ 8>. 
2 /26/ 

u (х - vt) = с 1 + (е 1 - е 3) cosech (у' е 1 - е 3 (х - vt)] . 

Еще два решения получаются, если в /211 и /22/ полагать k ... О 
1 Ь = - е 3 , Ь = -е 2соответственно/: 

у'а(е _е ) eiv(x-vt+O) 
ф (х - vt) = ---1 _ _2_ , 

sin[y'e 1 -e3(x-vt)] /27/ 

2 -
u(x- vt) = с 1 + (е 1 - e3)/sin ( у' е 1 - е 3 (х- vt)], 

ф(х -vt) = у'а(е 1 - е 3) eiv(k-xv+O)fcos(yfe 1 - е 3 (х- vt + ш)1. 

u (х - vt) = с 1 + (е 1 - е3 )/ cos 2 (у' е 1 - е 3 (х - vt + ш ) 1 • 

/28/ 

Наконец, найдем рациональное решение системы /1/. Пусть оба 
периода функции Р (у, ш, ш 'стремятся к бесконечности. Тогда 
функция Р(у, ш,ш') вырождается в рациональную функцию, имеющую 
двухкратный полюс на линии х = v . t: 
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Р(у. w , w ') 
1 

/29/ -2. 
(U,Ы'-+ OQ у 

llплагая с 1 = v 2/2,из /12/ и /29/ находим 

ф(х- vt) = va_ eiv(x-vt+O) 

х- vt ' 

2 1 __ ~. -~ + - 2 и (х - vt) - 2 (х _ vt) /30/ 

Таким образом, получен ряд решений системы уравнений /1/, 
внражающихся через эллиптические функции Вейерштрасса, Якоби, 

а также через тригонометрические, гиперболические ·и рациональ­

ные функции. Эти решения отвечают различным граничным условиям, 
от нулевых до периодических. Кроме того, найдены сингулярные ре­

шения. 

Один из нас /Р.М./ благодарен Э.И.Уразакову и О.К.Пашаеву 
за обсуждения полученных результатов. · 
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Рукопис ь поступ ила в издательский отдел 

20 ноября 1984 года. 

В Объединенном институте ядерных исследований начал 
выходить сборник 11J<pam1<ue сообщения ОИЯИ". В нем 
будут nомещаться статьи, содержащие оригинальные научные, 
научно-технические, методические и nрикладные результаты, 

требуiОЩие срочной nубликации. Будучи частью "Сообщений 
ОИЯИ", статьи, воwедwие в сборник, имеют, как и другие 
издания ОИЯИ, статус официальных публикаций. 

Сборник "Краткие сообщения ОИЯИ" будет выходить 
регулярно. 

The Joint Institute for Nuc1ear Research begins puЬli­
shing а co11ection of papers entit1ed JINR Rapid Cornmuni­
cations which is а section of the JINR Communications 
and is intended for the acce1erated puЬlication of impor­
tant resu1ts оп the fo11owing subjects: 

Physics of e1ementary partic1es and atomic nuc1ei. 
Theoretica1 physics. ' 
Experimenta1 techniques and methods. 
Acce1erators. 
Cryogenics. 
Computing mathematics and methods. 
So1id state physics. Liquids. 
Theory of condenced matter. 
App1ied researches. 

Being а part of the JINR Communications, the articles 
of new co11ection 1ike а11 other puЬlications of 
the Joint Institute for Nuc1ear Research have the status 
of officia1 puЬlications. 

JINR Rapid Corrrrrrunications wi 11 Ье i ssued regu1 ar1y, 
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Принимается nодnиска на nреnринты и с~ения Об~единенного института 

ядернwх исследований . 

Установлена следующая стоимость nодnиски на 12 месяцев нв издания ОНЯМ, 
включая nересwлку, по отдельнwм тематическим категорн~м: 

ИНДЕКС ТЕ НА ТИКА 

1. Эксnериментал~ная физика высоких энергий 

2. Теоретическая физика высоких энергий 

3. Эксnериментал~ная нейтронная физика 

4 . Теоретическая физика низких энергий 

5. fi'tатематика 

6. Ядерная сnектроскоnия и радиохимия 

7. Физика тямелwх ионов 

8. Криогеника 

9. Ускорители 

10 . Автоматизация обработки эксnериментальных 

даннwх 

11. Вычисnительная математика и техника 

12. хн-я 

13. Техника физического эксnеримента 

14 . Исследования твердых тел и •идкостей 

ядерными методами 

15 . Эксnериментальная физика ядерных реакций 

nри низких энергиях 

16. 

17 . 

18 . 

19 . 

Дозиметрия и Физика защиты 

Теория конденсированного состояния 

Исnользование результатов и методов 

фундаментальных физических исследований 

в смемнwх областях науки и техники 
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Кахан~ков В.Г., Нырзакулов Р. PS-84-741 
Некоторые точные реwения системы уравнений взаимодейств~мх длмнной м 

м короткой волн 

Рассматривается система уравнений взаимодействующих длинной м короткой 
волн, оnисывапщих взаимодействия ионно-звуковой и ленгмnровской волн в nлаз­

ме, а так•е экситон-фононное и магнон-фононное взаимодействия в кристаллах. 

Ранее бwло nоказано, что такая система неинтегрируема, т.е. ее нел~эА 

интегрировать с nомощьQ метода обратной задачи рассеяния. Тем не менее 

в данной работе найдены точные реwения рассматриваемой системы в виде ·~­
гущих волн", выражающиеся через функции Вейерuтрасса, Якоби, а так-е триго­

нометрические, гиnерболические и рационал~ные функции. Част~ nолученных 
решений АВЛАQТСА сингулярными, другие-регулярными. Показано, что среди 

nолученных реwений содер•итсА nериодическое реwение, выра•аа.ееся через 

одномерную тэта-функциQ Римана. Полученные решения отвечаQТ разным гранич­

ным условиям. 

Работа выnолнена в Лаборатории вычислительной техники и автоматизации 

оияи. 

Сообщение Объединенного института идервых исспедоваиий. Дубна 1984 

Перевод О.С.Виноградовой 

Hakhankov V.G., Hyгzakulov R. PS-84-741 
s·ome Exact Solutlons of lnteractlng Long and Shoгt \lave Equation System 

System of equatlons of lnteгactlng long and shoгt waves is consideгed 
which descгlbe lnteractlons of lon-accoustlc and Lanqmuiг waves in plasma 
as well as exclton-phonon and magnon-phonon inteгactlons in cгystals; lt was 
shown еагl ler, that such а system is nonlntegгaЫe Ьу the inveгse scatteгing 
method. Nevertheless, exact solutlons of the system consldeгed аге found 
in the foгm of "travelllng waves" expressed vla the Weierstгass function, 
and via JасоЫ, an ·tгigonometric, hypeгbollc and гational functions. The 
obtained solutlons are .. paгtly srngular, and paгtly regular, lt is shown that 
among the obtalned solutlons а periodic one is found expressed vla one­
dimenslonal Rlemann fJ -functlon, The solutlons meet гequlгements of diffeгen 

. Ьoundary condltlons. 

The investigatlon has been peгfoгmed at the LaЬoratoгy of Computing 
Techniques and Automation, JINR. 

" 

CO..Unication of the Joint Institute for Nuclear Research. Dubna 1984 
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