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I. Во многих задачах обрабооrки эксnеримент8Jiьннх Д8.ННЬIХ воэника
еоr необходкмосоrь апnроксимации 'х с nомощью окружности . В некотоР,~ 
случаях (снимки жунных кратеров I/, nоверхности глазной роговицы72 
и т.д.) вид окружности имеот сами обрабатываемые изображения . Однако 

чаще всего дуга окружности исnольэуеоrся как апnроксимирупщая кривая, 

обJiад8DЦая рядом npeJIIIYЩecтв в сравнении с другими кривыми, более 

npoc'l'ЫМII в nодгонке, оrакими, как nрямая ИJIИ парабола. Рассмотрим в 

качесоrве примера акоrу&Jiьнуо для фкзики высоких энергий задачу авто

ма'I'ИЧеского расnознавания оrраекторий элеменоrарных частиц по данным 

оцифровки изображений взаимодейсоrвий, происходящих в эксnерименталь
ных усоrановках. 

Эти данные nocorynaoт в ЭВМ в виде наборов координаоr точек, сре

ди которых оrребуеоrся выдежиоrь оrочки, относ~еся к трекам ЭJiементар

ных часоrиц, учасоrв~ во взаимодействии. ~я этого необходимо nро

следиоrь оrреки в месоrах их разрывов, пересечений со следами других 

частиц или gумовыми образованиями. 

Поскольку nроекция траекоrории заряаенной частицы в магнитном 

nоле близка к окружносоr•, есоrественно исnользоваоrь уравнение послед

ней в nроцессе проСJiвкивакия для аnnроксимации участка траектории 

по уие наА,цеНЮDI оrочкам. Это не.обходимо для nроверки nрин8ДIIеаности 

точек к одной траекоrории, а оrакае для эксоrраnолицки траекторки и 

оnределения района поиска новых точек, чоrобы присоединить их к уие 

найденным. Помимо этого, окружность наиболее nодходит для оrакой це

ли, так как сохраняет свою кривизну и nоэоrому дает лучший nрогноэ, 

чем парабола. 

Сжедуеоr указаоrь на крайне аесткие требования к экономичности 

алгоритма nодгонки в задачах nрослеаивани~, вызванные необходимосоrью 

исnользовани~ nроцедуры подгонки сотни раз на одно изображение nри 

сотнях тыс~ оrаких иэобрааений в одном эксперименте. 

Удовжеоrворительное ревение задачи подгонки окружности практи

чески ооrсутсоrвовало иэ-sа нелинеlности этой задачи. 

В насоrо~ей работе после внимаоrельного исследования различных 
алгоритмов nодгонки предлоаены два новых алгоритма nодгонки как пол

ной окрукности, так и дуги окруаности . Сравнительные характеристики 
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( точнос'l'ь, ЧИСJIО операций, время счма на ЭВМ) Э'I'IIX &.П'Орl'l'МО8 пока

зывают кх высокую зффек'I'Ивность и пригоднос'l'ь дия иссж~ованив не 

только на больших ЭВМ, но и для бЫС'I'рОЙ on-line обрабо'I'КИ на малых 

машинах. 

2. Дадим '!'очную формулировку задачи. ЦуС'I'ь Э&Д&ЮI n 'l'очек на 

плоскости своими координатами ( xi, у i ) , 1 ~ i ~ n • Требумея 

провести окрукнос'l'ь 

(х-а) 2 + (у-Ь) 2=н2 , ( 1) 

МИНИМИЗIIрупцуl) сумму КвадраТОВ раССТОЯНIIЙ 0'1' 'I'ОЧеК ( xi, У i ) ДО 

проводимой окрукнос'l'и. 

ДJrя определения параметров этой окрукнос'I'И IIIIИJDIII8!1pYe'fcя функ-

ЦИОНаJI 

n -j 2 2' 2 
L(a,b,R)= L ( (х.-а) +(у.-Ь) - R) 

i=1 ]. ]. 
(2) 

где справа выписана сумма квадратов pacc'I'OJIНIII 

с . =V<x.-a)2+(y.-b)2' - R 
J ]. ]. ]. (3) 

от точп (xi,yi! до окрукности (!). 

В си.nу нелинейной зависимости BeJIИЧJIН .f>i О!' пареммров охруа

ности применекие метода наименыnх Квадра!'ОВ (м.н.к.) сопраено с 

большим объемом вычислений. Обычно м.н.к. реажиэу8'fся 8 вв.це И!'ера
ционной процедуры с линеаризацией на ка.дом mare и ~Ор6М нача.nьно
го приблиаения ( а ,ь , R ) - см;, например/3•4• 5 • Соответствую-

о о о 

щая программа ia ЭВМ 'l'ребует слишком много М8ШИННого времени и поэто-
му ря.ц авторов 2 • 5/ отказывается O'l' нее цмиком uи час'l'ично ( исполь
зуя ее 'fолько ia с~ последних этапах обрабо'l'ки). 

В работах 2 • 5, 7 предлагается ря.ц ~еНЮIХ быс'l'рОдеlствупqих 
алгоритмов подгонки окруаности, уступающих м.н.к. 8 !'ОЧНОС!'И оценок 
параме'l'р08. Опишем кратко два из них, '!'.к. э!'о нeoбXOAJDIO нам дли 

да.пьнеАIIего. 

3. Первый метод основан на аппроксКМ8Ц88 точек ложикомом второй 
с'l'епени. Вначале произво,ци'l'ся поворот коор,цина'l'НЫХ ocel !'ак, Ч!'обы 

ось ох бЫJJа партежь на прямой, проведеиной череа !'ОЧКII ( х i , У i ) 

по м.н.к. - см. 2 или прямой, прохо,ццеА через краАние справа и 
с.nева точки - см./~/. В новой сис'fеме коор.цина'f по м.н .к. С'fроИтся 
парабола 

2 
у=рх +q x+r (4) 

. В качестве аппроксимирующей окружнос'fи бер8'1'СЯ окруzноq'fь радкуса 
~Р , касащаяся параболы (4) в ее веJ1111Не. В paбo'fef 5/ nараммр.~ 

этой окрукнос'fи, 'fакае пpиниuaD'fcJI в качее'fве начааьного приб.пхае

ния дли итерационной проце.цуры м.н.к. Данн1d1 м8'1'од по,цrоНJtИ окруа-

2 

ности мы будем .цпя кра'fКОС'fИ называть "параболическим" и обозначать 

м.п. 

Описанный метод экономичнее, чем м.н.к., но сущес'l'венно yc'fy
пae'l' ему в точности оценок. ~е в том случае, когда точки ( xi,yi ) 

ле.ат на одной окр~ости, парабожический метод не дает точных ре

зультатов. В работе 1 пре,цпага8'fся после получения оценок параболи
ческим методом У'fОЧНЯТЬ их с помощью различных проце,цур, что увеличи

вает время счета. Серьезным недос'l'атком параболического метода явля

ется и то, что он применим лиаъ в случае, когда точки ( x i,y. ) рас

полагаются вдоль небольмой .цуги окрукности (не более ЗО0-40б). В тех 
прикла,цных задачах, где точки ( х i, у i ) располагаются вдол_ь всей 

окруаности, данный метод неприменим принципиально. 

4. Второй метод основан на введении новой переменной в уравнение 
окруаности (!), Ч'fО позволя8'f свести его к уравнению линейной регрес

сии • Запишем уравнение (I) в виде 

х 2 +у 2 =2ах+2Ьу+R2 -а 2 -ь 2 

и обозначим z=x
2

+y
2 (новая переменная), о1. = 2а , В= 2Ь 

о =R2-а2-ь2 • ПоJiучим 
z =otx+By+ /[ 

Зто уравнение линейной регрессии переменных z , х, у с неиз-

вестными параметрами о1. , в , r . Оценивая по м. н. к. параметры о(. , в 

и 0 , вычисляем искомые парам8'1'ры а, ь , / 8/ . 
Приведем соответствующие формулы, т.к. они пона,цобятся нам да

лее. Будем использовать обозначения, известные под названием "гаус

совых скобок": 
n 

Lxpyq = [ xpyq] 
i=1 i ]. 

и вообще ДJIЯ любой функцкк f(x , y) 
n 

L f(x . ,у.) = (t(x, y!] . 
i=1 ]. ]. 

Чтобы упрос~и'l'ь вычисления, удобно перенес'l'и начало координат в 

центр тяаести системы ~очек ( xi,yi ). В такой системе координат 

lx] = (у]=О (здесь и дажее [ J -"гауссовы скобки"). Мы будем 
предпо.11агать, что соо~в8'fС'fВующий перенос уже сделан. Тогда система 

нормiurьных-уравнений ,цп.и парам8'1'ров о.:.,в и ( будет иметь вид 

{ 

oi... [ x 2] +В [ху] = lx<x
2

+y
2

)] 

oi...lxyJ +B[y2J = [у(х2+у2)] 
n~= [х2+у2 ] 
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Вычисление параметров oL , в , t" и а , ь, R не представп.яет затруд
нений. Будем для краткости называть данный алгори~ методом сведе

ния к линеАной регрессии и обозначать м.л. р. 

Данный метод, кроме быстродействия, приuекателен . еще и тем, что 

дает совершенно точные результаты в случае, когда точки ( х. , у. ) ле
~ ~ 

жат на одной окружности. Однако такой способ подгонки имеет весьма 

существенные недостатки, на которых необходимо остановиться . 

Легко видеть , что м.л . р. заключается в минимизации функцианала 

M(a,b,R)= f:. ((x.-a) 2+(y.-b) 2-R2)2 • ( б ) 
i=1 ~ ~ 

Заметим, что с учетом (3) 

(x .-a )2+( y. -b) 2=(R+J. )2 
~ ~ ~ 

nоэтому 
n 

M(a ,b,R)= f=.<2R_!'.+_I'2 J2=4R2L,y2
(1+ ~) 2 

i=1 ~ ~ i=1 ~ 

В прикладных задачах обычно .f<. << R , иначе вообще невозмоzно 
ожидать какой-либо точности оценок. Поэтому мы моаем наnисать (см. 

( 2)): 
11. 

M(a,b,R)~4R2 LJ2 
= 4R2L(a,b,R) (7) 

i=1 ~ 
Таким образом, м.л.р. минимизирует не квадратическую ошибку 

L(a ,Ь,R ) , а ее произведение на квадра'l' радиуса. Поэ'l'ому алго-

ритму для минимизаuии функцианала М(а ,Ь,RJ"бывает выгоднее" допус

тить увеличение квадратической ошибки ради уменьшения радиуса R • 
Типичный результат подгонки по м.л.р. представлен на рис.I. 
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Расчеты на ЭВМ показали, что даае при весьма небольшок случайном 

разбросе точек ( х. , у. >*)точность оценок по м.J[.р. ниае, чем по 
~ ~ 

оnисанному в п. З параболическому методу. Такая неустойчивость,излкш-

няя чувствительность даае к небольшкм nжучаАннм ошибкам - характерный 

*' Д.Я тестового расчета бЫJJи взяты значения а=Ь=о , R=1ooo , 
а среднеквадра'l'ическое отклонение точек ( х 1 ,у1 ) было равно I 
- см, такае п.?. 

4 

недостаток данного алгори~. Однако следует заметить , что при увuи

чении длины дуги, .вдояь которой располоаены точки ( х1 , у 1 
) , точность 

м.л.р. - оценок возрастает и они практически совпадают с м.н.к. -
оценками в случае, когда точки ( х 1 ,у1 ) располоаены вдоль всей ок

ружности. 

Данный метод обоб~ается на ежучай подгонки жnбой алгебраической 

кривой вида 

Р(х, у)=О , (8) 
где Р - ПОJ[ИНОМ Jll)бoй за,цанной степени. Например , уравнение кривой 

второго порядка моано заnисать в виде 

2 2 
у =а 1 х +а 2ху+а 3х+а4 у+а 5 

2 2 
и введением новых переменных у =z , х =и , xy=t получить 

уравнение ЛIIНеАной регрессии. После этого оценки nараметров а 1 -а 5 
находятся реаrением соответств~ей системw линейных уравнений . Ва

риант такого метода для подгонки охружиости мw предлагаем в п.б. 

Воnрос о точности оценок дожаен ре8аться в каадом отдельном СJ[учае, 

отметим J[М.ь , что для замкну7КХ хри.wх высокая точность достигается 

при располоаении точек ( х1 ,у1 ) вдоль всей кривой (8). 

5. Переходим к оnисанию предлагаемых нами 8ЛГоритмов подгонки 
ОкрукнОСТИ. Первый ИЗ НИХ универс8Л8Н , Т .К . ПОДХОДИТ ДЛЯ ПОДГОНКИ 

как полной оируаности, таи и дуги ЖDбого размера. ~орой нескоJ[ЬКО 

превосходит его в быстроде11ств101, но примеНIОI лишь дли подгонки ду

ги мuой величины. Он будет оnисан в п.б. 

Первый из предлагаемых uгоритмов основан на идее оnисанного 

В1181е метода сведения к .uнellнolt регрессИJI, но он СУJiес'l'венно ужучаrа

ет точность оценок. 

Формужу (7) переПИIIем • вце 

M ( a , ~,R) ~ 4L(a, b,R) 
R 

На осно8&НIПI э'l'ого мw дл11 МJIНJIIIИsaции фунхционuа 

будем IJOIНJDOIЗIIpoвaть фуккционu 

K( a,b , R)= 

YЧIIтwau (б) , aaПIIIIeм 

M(a,b, R) 
R2 

К ( Ь ) .J!-. х~ +yf а Ь 2+Ь2 2 2 а, , R = L... ( -2 -х _ 2_у + а -R ) 
1=1 R R i R i ~ 

L( a,b, R) 

Д.11 И&ХО8Д8НU IIIIJDIII1III& А&НИОГО ф,JJпщконuа пpllpa8НJI811 Х иуu 
его Ч&C'rlllle проиаво.-е по а, ь • R • Оо..учам СИС!'ем.J ".... .... 

5 



[:
а [зх 2+/] +Lb(xyJ +na (а 2 +ь2-R2 ) = [х (х 2 +у 2 )J 

( ] [ 2 2 ] 2 2 2 [ 2 2 J 2 а ху +Ь х + Зу +nb(a +Ь -R )= у(х +у ) 

22 22 2222 222 2а[х ( х +у J] +2Ь (у (х +у J] +n (а +Ь -R ) =f( x +у ) ] 

1 [ 2 2] 1 [ 2 2J 2 [ ] Обозначим F= - з х +у , G= - х +Зу , Н=- ху n n n 
1 г 2 2 J , P=-LX(X +у ) , 
n 

1 [ 2 2 J 1 [ 2 2 2J O=r; у ( х +у ) , T=r; ( х +у ) 

Вводя, как и ранее, новый nараметр ~=R2 -а 2 -ь 2 

му уравнений для nараметров а, ь, 0 

, nолучаем систе-

{ 

Fa+Hb-a (\' = Р 

на+GЬ-ь о =Q 

2Ра+2QЬ+r2 =т 

(9) 

Это система трех уравнений второй стеnени. Она доnускает исклю

чение любой nары неизвестннх , nосле чего сводится к уравнению 4-й 

степени для одного неизвестного. Наиболее удобным является исключе

ние неизвестннх а,ь и решение уравнения 4-й стеnени относительно ( : 

t4 +д 7)3 +в~2+Ц+D=О , (IO) 
2 2 2 

КОэффицИеНТЫ КОТОроГО A=-F - G, B=FG-T-H , C=T(F+G) -2(P +Q ) , 

D=T( H2-FG)+2.(P 2G+Q 2F) -4PQH о 

Несмотря на кажущуюся сложность такQго nути no сравнению с м.п. 
и м.л.р., удалось найти быстродействующую реализацию его на ЭВМ. 

Оnишем сnособ чисжеиного решения уравнения (10). Оно имеет четыре 
корня, nоэтому как для выбора искомого корня среди всех корней, так 

и для начального шага любой итерационной nроцедуры требуется знать 

nриблм.енное значение искомого корня. Восnожьзуемся системой нормаль

ных уравнений ( 5) , даоцей следуDЦуl! оценку nараметра ( : 
У = l (lx2J+{y2JJ 
о n 

Ее вычисление в данном случае не требует никаких затрат, так как 
( 2] 2 • 

вмичинw х , [У 1 внчислялись nри нахоцении коэ4Фициентов уравне-
ния (10). Значение ~о является хоромкм начальным nриблм.ением иско

мого корня '( • 
~я минимизации ошибок округления nриве~ем коэффициенты уравне

ния (IO) к одному nорядку, разд8J[ИВ его на t 0 • Похучим уравнение 

относительно пе~меиной х= r;; ~-о с коэф~Jициентами А0 = A/fo 
2 3 .А 

В0=В/~0 , C0 =C/r;0 и D
0

=D/ 80 : 

х 4 +А х 3 +в х 2 +с k+o =О 
о о о о 

( II) 

6 

i{ 

lj 

Нетрудно заметить, что всегда 

циентов имеют место оценки 

А =-4 
о 

• ~я остальных коэффи-

3 - n ~ в0 ";_ 3 ; 4-2n:f с0 ~ 4n ; - 4n.::: o g 2 ,5n- 3 

вывод которых в силу громоздкости мы опускаем. 

Для решении уравнения (1 1) nригодна любая итерационная nроцеду
ра с начальным nриближением х0=1 • Мы восnользовались методом Нью

тона, дающим за 2+5 итераций значение корня х с максимально допусти

мой на ЭВМ точностью ( "'ro-IЗ). Вычислив nараметр ~ = t" 0х , мы на
ходим а и ь из системы ( 9) и 

~-

R = V а2+Ь2+ 1{ (12) 

Таким образом, nостроенный алгоритм подгонки окружности состоит 

из nяти этаnов: 

I. Перенос начала координат в центр тяжести системы точек 
xi, y i ), 

П. Вычисление значений "гауссовых скобок" 

[х 2] ' [ / ]' [ ху ]' Lx(x 2+y 2 ) ] ' ( y (x2 +y2 )J' l ( x 2+/ J 2J 

Ш. Вычисление коэффициентов уравнения (I ~ ) . 

IY. Решение уравнения (11) итерационннм методом Ньютон~ с на

чальным nриближением х0=1 
У. Вычисление nараметров j, a , b , R о 

Ни один из этих этапов не требует трудоемких вычислений. Програм

ма на языке ФОРТРАН (см. прилоаение) содержит около 90 операторов и 
имеет одно обращение к nодпрограмме извлечения квадратного корня 

SQRT - при вычислении радиуса R no фор&уле ( 12). Следует иметь в 
виду, что в nороговнх процедурах nринятия решений, применяемых при 

nрослеживании треков,достаточно использования R
2 

, поэтому операция 
SQRT моает быть оnущена. 

б. Второй nредлагаемый нами алгоритм подгонки окружности nред

nолагает, что точки расnолоиены вдоль дугинебольшого размерао(не 
более 40° ). 

Перенесем начало координат в центр тяжести системы точек (x.,y .J 
1. 1. 

и повернем~оординатные оси так, чтобы ось ох совпала с прямой, про-

ведеиной по м.н.к. или стала параллежька nрямой, nроведеиной через 

две крайние точки. В такой системе координат дуга становится почти 

горизонтальной (рис.2) и IЬI ~ R , поэтому формулу (?) моано перепи-
сать в виде 

M(a,b,R) ~ 4L(a,b,R) 
2 ~ 

ь 
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У1 o(a:,l) 

• • 
• 1 • 

х 

Рис.2. 

На основании э7ого соотношения мы будем 
IIIИНИUИзирова'l'ь фующионм 

K(a,b,R) M(a,b,R) 
ь2 

'l'.e. 2 2 
- ~ xi+yi а 
K(a,b,R)= L- (---ь--- 2-ьх.- 2у . + 

i=1 1 1 

+ а2+ь2-н2 )2 
ь 

Приравнивая к нулю частные производныв по а,ь,н, по~учиu cиc'l'e
uy ~инейных уравнений 

t 
2aP+2bQ+ l< (x 2J+[y2]) 

2а[х 2]+2Ь{ху] = Р 
nt = [х2] + (y2J 

т 

ГДе ИСПО~ЬЗОВ&НЫ ВВеденные ранее ОбОЗН&Чекаи r,P,Q,T • Даиее 

вычис~ение параметров а, ь , н не npeдc'l'aulle'l' эа7руднениl. 

В силу анмогии с системой (5) ~и м.JI.p. будем дмее наэнвuь 
этот ме'l'од модифицированннu ме'!'одом сведеНИII к ~хнейноl регрессии 
(м.м.л.р.). 

7. Харак7еристики описанных в п.5 и п.6 методов подгонки окруж
ности бьши исследованы на ЭВЫ сос-б5оо • В качес'l'ве исхо.цнш данных 
( х 1 , у 1 ) бiШи смодежированw сжучаltнwе '!'очки, раопо~оаеннwе вдояь 
дуги окруанооти о центром а=Ь=О и радкусом R=1ooo • Д.ина дуги 

бьша ОКОЛО 400 (0'1' '!'ОЧКИ (0,1000) ДО 70ЧКИ (400,1~, а КОЛИЧ80'1'
ВО 7очек M8HIIJIOCЬ 07 n=4 до n=50 • Среднеквадра'1'ИЧ80КОе O'l'ltiiOH8-
ниe точек O'l' окруанос'l'и бцо равно 1. 

Оценки парамров а, ь, н и ~сперсии G" 2 по npe~aгaeii&DI 
Н&11И ммодам оравни~иоь с оценками по м.н.к., м.п. и м.л.р. 

Реау.JIЬ'I'атн сравнения точнос'I'И оценок приведвин в 'l'&бжкце 1. 
Оценки по м.н.к. OЧR78JIIIcь наибо.11ее 'I'OЧIODIJ(, .ц.я oc'l'uьнwx приведе
на JIX 07НOCИ'I'8JIЬH&JI ПОГре8НОС'I'Ь ПО Ор&ВН8Н8D О М.н.к. - ОЦ8НК&М8 

(оnисаинwl в п.5 ме'l'од обозначен и.м.л.р. - И'l'ерацконнwй М8'1'од ове
денИI! к JIИнelнol регрессии). 

8 

Таблица I. 

ОЦеНКИ a,b,R оценка б2 
1 

м.п. 1% 2% 
м.л.р. 2% 3% 
м.м.~.р. 0,05% 0,005% 
и.м.~.р • 0,01-0,02% ~ O,OOI% 

Здесь оценка дисперсии вычислJIJiась по форму.11е 
{;z 1 А V 2 2 ' 2 v =- L. ( (х . -а) +(у.-Ь) -R) • 

n-3 i= 1 1 1. 

З&llе'l'им, Ч'I'О в быстрых алгоритмах nодгонки окр,у.кности, 'l'ребую

щих оценки дисnерсии, используе'l'си приб.J~Иаенная форму~а, вытекающая 

из (3) и (7) (см. такае/6/) 
n 

""2 
() L: 

i=1 
(!3) ( ( х . -а) 2+ (у. -Ь) 2_R2)2 

1. 1. 4R2 (n-3) 

позво~~ая избеаа'l'ь операции SQRT 

Точность мropи'l'll& м.м.~.р. оущес'l'венно зависит от величины 

дуги. При малых дугах его точность б~изка к и.м.~.р.,при боль•их 

реако na,цae'l'. 

Продолаительность рабо7ы каждого алгоритма бьша оценена с по

мощью счетчика времени SECOND на ЭВМ сос-б5оо • Результа'I'Ы при
ведены в табжице 2, где указано время в МИJL11ИСекундах (I0-3 сек). 

Таблица 2. 

n=4 n=10 n=50 i 

м.н.к. 8 17 75 
м.п. 1,1 2,0 8,1 
м.л.р. 0,7 1,5 5,9 
м.м.JJ.р. 0,8 1,6 6,0 
и.м .... р. 1,2 2,0 6,6 

Из 7аб.J111ЦЫ вJJДНо, что и.м.JI.р. не yc'l'ynaeт в бwc'l'poAellc'l'вии 

парабоJJИЧескому М8'1'оду, Ч'I'О оаначае'l' бесперспек'I'ИВНОС'I'Ь раз.1ичюа: 

уто~ npoцeAfP ,ц.и м.п. - оценок, ко'l'орые уnомхн&Jiись . в п.З. 

В таб.:в:ице 3 ПJ*ведено чие.11о onepaциlt, 'l'ребу81111Х yn01U111)"1'1811 

8J1Гори'!'М8101. Здесь об~ее чи0.1о операциll BIIЧIICJIII&'I'CJI по o~enp8НJI'I'O

wy npaJSuy: 0.1oae1D1e и ВWЧИ'1'8НИе - одна операции, умноа811Ие и А8.18-

ние - 'l'p8 операц101, иаuечеюrе KN.QI&'I'НOГO корн~~ - 25 оnерациt . 
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Таблица З. 

+ , - х , / у общее 
1 

J 
м. н. к. 97n+1 6 9 149n+245 7 n +1 7 19n+5 37 
м.n. 13n + 29 9n+ 49 1 40n+20 1 
м.л.р. 1 1n+ 8 бn+ 20 1 29n+ 93 
M.N.JI.p. 1 1 n+ 14 бn+ 39 1 29n+156 

и.м.л.р. 11n+1 6i+21 6n+7i+42 1 2:n~~7i+~______j 
--- --

Здесь i - число итераций метода Ньютона nри ре.ении уравнения (11) . 
Ддя оnределения этой величины, а такае для проверки сходимости итера

ционной процедуры бнп проделан чисJiенный эксnеримент, в ходе которого 

в единичкый квадрат 10000 раз бросались наборы из 10 СJiуЧайный точек. 
Случаев расходимости итерационной процедуры зарегистрировано не бнпо, 
среднее число итераций равно 5. Необходимо заметить, что если исход
ные данные ( x i , yi ) расnолагаются вдоль дуги окрукности (как в 

оnисанной выше тестовой модеJIИ), то среднее число итераций сокращает

ся и становится равным 3. 
В ряде задач отелвживания треков заряаенных частиц в физике 

высоких энергий nриходится работать только с треками, имеющими вид 

горизонтально расnоложенных дуг большого радиуса . В этом случае можно 

nрименять м.м.л.р. , оnуская nоворот координатных осей. Время работы 

такой процедуры совnадает с м.л.р. (табл.2), а точность оценок близка 

к и.м.JI.р. (табл . 1) . Если в соответствующих nороговых процедурах 

nривятия решения исnользовать величину н2 , а оценку дисперсии вы
числять по формуле (13), то мы nолучим экономичный вариант алгоритма 
подгонки для испоJiьэования в быстрой o n-line обработке на малых ЭВМ. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ. 

SUВROUТINE CIRCLE(IPtX,Y,XC,YC,R} 
DIКENSION X(NP},Y(NPJ 

с 
С******* PROGRAК ОР CIRCLE FITTING ******* 
С INPUТ DATA: NР-ВUМВЕR OF POINTS, X,Y-TНEIR COORDINATES 
С ОUТРUТ DATA: XC,YC,R-ESTIМATIONS OF PARAКETERS 
с 

с 

N•ВР 
RN•1./N 

С CENTRE OF МASSES 
с 

с 
с 
с 

с 

с 
с 
с 

2 

XII•YК·-· 
DO 1 !•1 ,N 

П..П+Х(I) 
YМ•YJI+Y(I} 

Xloi..П*RN 
УМ•УМ*RN 

GAUSSIAN ВRANCНES 

X2•Y2•XY•XD-YD•D2c~. 
DO 2 I•1,N 

XI•X(I)-П 
YI•Y(I)-'YJI 
П.XI*XI 
YY•YI*YI 
DD•П+YY 
Х2•Х2+ХХ 
У2•У2+УУ 
XY•XY+XI*YI 
XD•XD+ll*DD 
YD•YD+YI*DD 
D2•D2+DD*DD 

X2al2*RN 
Y2•Y2*RN 
XY•XY*RN 
XD•XD*RN 
YD•YD•RN 
D2•D2*RN 

F•3· *Х2+У2 
G•3· •У2+Х2 
Н-ХУ+ХУ 
Н2•Н*Н 
P2-XD*XD 
Q2•YD*YD 
PG-F*G 

COEPPICIENТS ОР EQUATIONS 

GAI4-•X2+Y2 
FACT•GAII-*GAII~ 
A2•(PG-Н2-D2}/FACT 
PACT-FACT•GAII(6 
A1•(D2*(F+G)-2.•(P2+Q2))/YACT 
PACТ•FACT*GAJ~f 
Af•(D2*(Н2-FG)+2.•(P2*G+Q2*F)-4.*XD*YD*H}/PACT 
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с 

С ITERATIONAL PROCEDURE ВУ NEWТONS МЕТНОD 
с 

с 

А22•А2+А2 
IТJIU-2{6 
EPS•1. Е-1 {6 
УВа1.Е51!! 
ITER•!6 

· ХА•1. 
З УА.ЛI!!+ХЛ*(А1+ХА*(А2+ХА*(ХА-4.))) 

IF (AВS(YA).GT.ABS(YB)) GO ТО 4 
IF (ITER.GE.ITМAX) GO ТО 4 
DY•A1+XA*(A22+XA*(4.•XA-12.)) 
ХВ=ХА-УА/DУ 
IF (AВS(XA-XВ).LT.EPS) GO ТО 5 
ХА.ХВ 
У В• УА 
ITER•ITER+1 
GO ТО J 

4 PRINT 99,ITER 
ХВ=1. 

С PARAМETERS OF CIRCLE 
с 

5 GAМ•GAМI!S*XВ 
F1•F-GAМ 
G1aG-GAМ 
DETc:F1*G1-Н2 
XCc:(XD*G1-YD*H)/DET 
YC=(YD•F1-XD*H)/DET 
R•SQRT{XC*XC+YC*YC+GAМ) 
ХС•ХС+ХМ 
УС•УС+УМ 

RETURN 
99 FORМAT (/1~*+++++ NO CONVERGENCE AFTER*I4*ITERATIONS*/) 

END 

Примечание. В случае использования программы на ЭВМ с мень

шей разрядностью сетки для вещественных чисел (например, на 

ЭВМ серии ЕС) следует описывать переменные 

X2,Y2,XY,XD,YD,D2,F,G,H,F1,G1,Н2,P2,Q2,FG,GAМI!S,GAМ,FACT,DET, 

AI!S,A1,A2,A22,XA,XВ,YA,YВ,DY 

С ДВОЙНОЙ ТОЧНОСТЬЮ. 

Рукопись nоступила в издательский отдел 
5 января I984 года. 
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