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1 . ВВЕДЕ НИЕ 

В настоящей работе получ е н полный , с точ ност ь ю до преоб ра­

зований u = au, а <:;; с , список инт е грируемых уравне н ий 7 -г о и 

9-го порядков типа ура в нени й Корт е в е га -де Вриза (KdV) . Ура в нением 

типа KdV n- го порядка будем называть уравнение в ида 

u t = P(u, u 1, ... , un ) , 
i 

u i "' D (u) , D ", .JL 
dx 

• n + 2 2 
где Р - полином , такои, ч tо Р ... Л Р при u -• Л н , х _, Лх . 

/ 1/ 

П ри n = 3 сущее т в уе т тол ь ко од но н ел и н ейнее ин т е гри руемое 

ура в нение в ида / 1/ - собств е нно урав не нИ е KdV 

u t = u 3 + Зu u 1• /2/ 

В случае n = 5 к роме ура в не ния 

о 15 2 u t = u 5 + 5uu 3 + 1 u1 u 2 + 2 u u1 , 131 

п ра в а я ча с ть которого явля е т ся симме три ей у ра вне ния / 2/, из­

ве стны еще два нелинейных и нт е гри руемых ура вне н и я т ипа KdV /1 -1/ 

2 
u t = u 5 + 5u u 3 + 5u 1 u 2 + 5u u 1 , /4/ 

25 2 
u t = u 5 + 5u u3 + - u 1 u 2 + 5u u 1 • 2 

/5/ 

Ура вне ния /3/ , /4/, /5/ обладают бес ко не чн ой се рие й нет р и в и ­
аль ных законов сохране н и я и бес коне чным набором с имме трий . Из­

ве стно та кже , что они н е сводя т с я дру г к д ругу преобра зова ниями 

Б э клунда 

v = ф(u,u 1, ... ,u m) ' m > 1 ! 61 

и каждое из них в результа т е преобразо в аний / 6/ по рожда е т 
свое семейство инт егрируемых урав нений 5 - го порядка обще го в ида . 
Поэтому класс ификацию эволюционных ура в нений высших по рядко в 

естест венно начать с исследования ура в нений т ипа KdV . B на с тоя­
щей работ е мы рассматриваем только неч е т ные порядки уравне ний 
1 n = 7,9/ как наиболее интересный случа й , п ос кольку не с ущест­
вует уравнений четного порядка, обладающих бесконечной се рией 
нетривиальных законов сохранения / 4/ . 
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2. МЕТОД КЛАССИФИКАЦИИ 

Следуя / 5 / ,мы исходим из определения интегрируемости эволю­
ционных уравнений. Назовем уравнение 

u 1 = .F(u, u 1, ... ,un) 171 

формально интегрируемым, если для него существует формальный 

ряд 

1 i 
L= ~ a.D, 

i =-оо 1 
а. = a.(u,u 1, ••. ,uk), 

1 1 i /8/ 

удовлетворяющий операторному соотношению 

[.J!.. - F , L] =О, 
dt * 191 

n дF i d 00 i д 
г де .F * =. ~ - D , - = . ~ (D F) -- . 

1 = о дu i dt 1 =о дu i 

в / 4 • 5/ показано, ~то класс формально интегрируемых уравнений 
включает все уравнения, обладающие бесконечной серией нетриви­

альных законов сохранения и бесконечным набором симметрий 

/напомним, что законом сохранения для уравнения /7/ называется 
d . -

соотношение - p(u, u , ..• , u ) = Dq(u, u , ... , u ) , а симметриеи 
dt 1 k 1 k+ n- 1 

называется функция Н(u, ul' ... ,u ) , такая, что H*(.F) - . F*(Н) =0/. 
Для формально интегрируемых уравнений оператор L порождает бес­
конечную серию законов сохранения вида / 51: 

.J!..R = DQ , R = Res(L m), rn =, 1,2,3, ••• , 
dt m m m /10/ 

i 
где Res(~a . D) =а 1 . 

Услов~я )10/ накЛадывают сильные ограничения на вид функции 
F. Выражая несколько первых плотностей Rm в терминах .F и 
удовлетворяя условиям /10/, можно получить переопределенную 
систему уравнений на F и, решив ее, найти список эволюционных 

уравнений заданного порядка, включающий все формально интегри­

руемые уравнения. 

Описанный метод классификацИи приводит к громоздким вычисле­
ниям, поэтому для их выпо~нения целесообразно использовать си­
стемы аналитических вычислений на эвм /б/. В / 71 были развиты 
соответствующие алгоритмы и реализованы в системе REDUCE-2/B/ 
В настоящей работе мы использовали программу FО~пут 191 на язы­
ке системы аналитических • вычислений PL/1-FOIШAC 10 , представляю­
щей собой значительно более совершенную реализацию с точки зре­

ния требуемой памяти и быстродейст в ия. Програ1~ма FORМINT поз­
воляет для заданного уравнения /7/ проверять условия формальной 
интегрируемости / 10/, получать экви валентные этим услов иям урав­
нения на функцию F, находить симметрии и плотности законов 

сохранения. 
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3. КЛАССИФИКАЦИЯ УРАВНЕНИй ТИПА KdV 7-ГО ПОРЯДКА 

Уравнения типа KdV 7-го порядка имеют следующий общий вид : 

2 
U 1 = u 7 +Л 1uu 5 +Л2 u 1 u 4 +Л 3u 2 u 3 +Л4 u u3 + Л 5 uu 1 u 2 + 

+ л б u i + л 7 u 3 ul ' л..~ с. 
1 

С помощью программы FORМINT мы вычислили для . уравнения /11/ 
плотности Rmпри m = 1 ,3,5,7: 

R1 = Л.1u, 

R = (_g_Л. 2 -Л ) u 2 
3 7 1 4 ' 

R5 = а 1 u i + а2 u з, 

2 2 
а 1 = - 2Л 1 + Л 1 Л2 + 2Л 1 Л 3 - Л 2- 7Л 5 + 2 1Л6 , 

3 3 
а2 = 7Л7-2ЛIЛ4+7ЛI, 

R7 = ь1 u ~ + ь2 uu [+ ь 3 u 4 , 

ь 1 = л 1 (fi.\ 1 - 3Л 2 + л 3) • 

Ь 2 = Лl (2Лб- 4\4) • 

Ь 3 = Л 1 Л7 /2, 

/11/ 

а также получили систему из 13 нелиней ных алгебраических урав­
нений на константы Лi, эквивалентную условиям /10/ с номерами 

rn =1 ,3,5,7 /условия с четными номерами для уравнени й /1/ выпол­
няются автоматически/ : 

Л 1 (Л 4 -Л5 /2 +Лб) = 0, 

2 2 
(7Л 1- Л4 )(-lOЛl + fi.\2- Л3) = О ' 

( ; л~ - л 4 )( 3Л 4- л 5 + л 6) = о • 

а 1 (-ЗЛ 1 + 2Л 2 ) + 21а2 =О, /12/ 

а 1 (2Л 4 - 2Л 5) + а 2C-4fi.\1 + lfi.\2 - 3Л 3) =О , 

2al л 7+ а2 (12Л. 4- 3Л5 + 2Лб) = О ' 

ь1 (2Л 2 - л 1 ) + 7ь2 = о , 

3 
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Ь 1 Л 3 + 7Ь 2 = 0 , 

Ь 1 (-2Л 4 -2Л 5 ) +Ь2 (2Л 2 -ВЛ 1 ) + 84Ь 3 = 0 , 

8 17 5 Ь 1 (-Л5 + 6Л6 ) + Ь 2 (11Л 1- -Л 2+ -Л 3 ) - 168Ь 3 = О, 
3 3 3 

15Ь1 Л7 + Ь 2(5Л 4 -2Л 5 ) + h 3 (-12ОЛ 1 + 30Лz-6Л 3 ) =О , 

Л4 Лs Лб 
-3Ь1 Л7 + Ь 2 (-- +- --) + Ь3 (24Л 1 -6Л 2 ) =0 , 

2 4 2 

3Ь2 Л 7 + Ь 3 (4ОЛ 4 -ВЛ 5 + 4Л 6 ) = О 

Непосредст венное реше ние системы / 12/ чре зв~чаАно затрудни ­
тель но. Мы , од нако, воспол ь зуемся следующим методом , бла ­
года ря которому она легко решае т ся . Б удем фиксировать в с е 

возможные случаи, ко гда не которые из плотнос т ей R , m = 1 , 3, 5, 7 
ра в ны нулю с точност ь ю. до прибавле н ия полной произmводной по х 
/соот в етс т вующие за кЬны сохра нен ия т ри в иальны/, а остал ь ные 

отли ч ны от нуля, и искат ь решения системы /12/ в каждом 
фиксированном случ ае. О ка зывается , что при таком подходе п роб­

лема сводится, ка к пра вило, к последователь ному решению прос тых 

линейных с ис тем и в · редких случаях - к решению квадратного 

уравне ния . В т аблице п риведены все, с точност ь ю до замен u .. au, 
эволюционные уравнения в ида /1 1/ , коэффициен ты\ которых удов­
лет воряют системе / 12/ , а также соот ветствующие им ха ракт ери сти ки 

за коно в сохранения /10 / для m=1 , 3 ,5 , 7, / 1 оз на чает, ч то Rm;of О, 

О - ЧТО Rm = 0/ . 
П ра вые ч асти уравнений / V! 1/,/VI 11/, /IX/ являются симметрия­

ми 7- г о п орядка известных ура в нений /2/, /4/, /5/ соответст вен ­
но . С помощью программы FORМINT для уравнений /1/ -/V I/ мы п ро ­
верили усло вия 110/ с номе рами m = 9, 11. Оказалос ь , что уравне­

ния /I I / - /VI / не удовле т воряют эт им услов иям, а ура в нени е / 1/ 
удовле творя е т им только п ри а = f3 = у =0, т. е. сводится к линейно­
му ура в нению u

1 
= u 7 , у которого вс е законы сохранения /10 / 

три виальны . 

4. КЛАСС ИФИКАЦИЯ УРАВНЕ НИЯ ТИПА KdV 9 -ГО ПОРЯДКА 

Уравнения т ипа KdV 9- го порядка инеют следующий общий вид : 

u
1
= u9 + л 1 uu 7 + л 2 u 1 u 6 + Л 3 u 2 u 5 + Л 4 u 3 u 4 + л 5 u 2 u5 + 

+ л 6 uu 1 u 4 + Л7 uu 2u 3 + Л8 uru 3 + л9 u 1 u~ + Л 10 u3u 3 + 

+ Лll u2u1 u2 + Л12 u u1 + Л1 з u4u1, л с; с • 

4 

/13 / 

~ qJ 

::f 0:: 
:s: :s: 
1::; :t 
\0 <!) 
qJ :t 

[,-< qJ 
Р. 
х 
о 
u 
p:j 
о 
:t 
о 
:<: 
qJ 
(r) 

х 
:s: 
:s: 
:<: 
:s: 
f-o 
u 
:s: 
Р. 
<!) 

f-o 
:<: 
qJ 
Р. 
qJ 

х 

:S: ' 

qJ 
:<: 
1:1: 
0:: 
Р. 
о 
~ 

о 
~ 
1 

r--. 

::> 
~ 
qJ 

~ 
:s: 
f-o 

0:: 
:s: 
:r: 

. <1! 
:r: 
p:j 
qJ 
Р. 
>. 

r- ' 
~ 

czf' 

"" ~ 

~ 

0:: 
:s: 
:r: 
<!) 

:r: 
p:j 
(1) 

Р. 
>. 

о 

о 

о 

о 

.,., _ 
:::> 
>-
+ 

C'l 
::> 

::> 
::> 

""с:! 1 ('о 

~ 
+ 
"" ::> 
C'l 

::> 
cn. 
+ .... 
::> 

::Г 
с:! 

+ 
..... 

::> 

::> 

,...._ .... 
'-" 

о 

о 

..... 

о 

о 

"\!. 

cn. 

.,., _ 
::> 

i!~ 
+ 

. C'I 1'"' с:! ..... 
~ 

+ 
C'l 

::> 

::> 
::> 

~~~ 
+ 

""1 '"' с:! ..... 
~ 

+ 
"' ::> 

"" ::> 
cn. 
+ 
"" ::> 
C'l 

::> 

J5 
+ 
::> .... 

::> 
ts 

+ 
r-

::> 

::> 

,...._ 
8 

.... 
::> 

"' :::> 

6i 
1 

~'- 1 ~ 
м ..... .__. 
('о 

+ 
""""" :::> 

,...._ ..... 
ф ..... 

1 100 

~ 
+ 
"" ::> 

::Г 
::> 
G' 
м 

1 

3 
+ 
"' ::> 

"" ::> 
cn. 
+ .... 
::> .... 
::> 
('о 

+ ..... 
::> 

::> 

,...._ 
:::::: 
t:-

о 

..... 

о 

о 

...,_ 
::> 

+ 
"' ::> 

"" ::> 
ts 

+ 
r­

::> 

:::> 

ь 

.... 
::> 

"" :::> 

о 

..... 

..... 

о 

oja> ..... .,.. 

"" -:::> 

'"' 1 ~'­
+ 
"" :::> 

:::> 
::> 

~1 ~'-

"' ::> 

"' ::> 

~1('. ~-
~ 

"" 1 
::> "" 

C'l :::> 
::> 
tn ..... 
+ .... 
::> 

::> 
м 

+ 

::> 
::> 

+ 
"' :::> 

"" ::> 

+ 
r- ..... 

::> ::> 

~ 

:::> ::> 

~ Q 

с 

..... 

..... 

о 

..... 

:::> 

"" ::> ::> 
~ gs l м 

~~~ + 
"'-+ ::> ...,_ LQI~ 

;::> м 
('о 

+ 
C'l 

::> 

::> 
::> 
~ .,.. 
+ 
"' ::> 

"' · ~ ..... 
+ 
"' ::> 

"" ::> ..... 
С\1 

+ .... 
::> 
;. 

:::> .,.. 
..... 
+ .,., 
:::> 
::> 
('о 

+ 
..... 

;::> 

::> 

Q 

~ 

+ 
C'l 

::> 

:::> 
::> 
С? 
<О 

+ 
"' ::> 

"' .; 
..... 
+ 
d" 

C'l 

::> 
~ 
+ .... 
:::>,.... 
::> 

*1 ~ 
+ .,., 
::> 
:::> 
('о 

+ ..... 
::> 

::> 

Q .... 
~ 

..... 

..... 

..... 

..... 

..... 
::> 

"' :::> 

~~~ 
+ ..., ..... 
::> 

~~~ 

+C'I 

::> 
..... 

::> 
::> 
о 
('о 

+ 
:="' 

"" :::> 

~~~ 
+ 
"' :::> 

:::>"" 
tn ..., 
+ .... 
;::> 

:=""" ..... 
~ 

+ 
:="' 
;::> 
('о 

+ 
..... 

::> 

::> 

~ 

5 



С помощью программы FOI01INT мы вычислили для уравнения /1.3/ 
плотности Rm при m = 1 ,3,5,7,9 и получили систему из 32 нели­
нейных алгебраических уравнений на параметры Лi, эквивалентную 
соответствующим условиям /10/. Решение этой системы и дальней­
шая проверка высших условий /10/ производится точно так же, 
как и в случае уравнений седьмого порядка. Опуская детали вы­
числений, приведем классификационный результат. Среди уравнений 
вида /13/ есть только два формально интегрируемых уравнения -
линейное u 

1 
= u9 и уравнение 

u 1 = u9 + 9uu7 + 36u 1% + 84u 2u5 + 126Uз u
4 

+ .§1u2u
5 

+ 
. 2 

483 2 615 2 + 189uu 1u 4 + 315uu 2u 3 + --u
1
u

3 
+--u

1
u

2 
+ 

2 2 

105 3 2 315 3 +-
2
-uu 3+315u u

1
u

2
+-

2
-uu

1
, 

nравая часть которого является симметрией 9-го порядка уравне­
ния /2/. Таким образом; мы получили, что интегрируемые нелиней­
ные уравнения 7-го и 9-го порядков типа KdV исчерпываются сим­
метриями известных уравнений /2/, /4/, /5/. Полученный результат 
подтверждает гипотезу о том, что это справедливо и в произ­
вольном порядке. 

Авторы выражают благода рность профессору А.Б.Шабату за 
предложенную тематику исследования и С.11.Свинолупову за полез­
ные обсуждения. 
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новых интегрируемых уравнений. Вычисления проводились с по­
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