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ВВЕДЕНИЕ 

О последние 20 лет после пионерской работы А.А.Логунова 
и А.Н.Тавхелидзе / 1 / в литературе широко обсуждаются трехмерные 
релятивистские уравнения квазипотенциального типа / 2-10 /: Нас · 
будут интересовать здесь одномерные радиальные уравнения, к ко­

торым в релятИвистском конфигурационном пространстве / 4/ сводят­
ся квазипотенциальные уравнения для двух частиц одинаковых масс, 

полученные в 11-5/ . 

Hrad 

[ о 2 2 
-(--) +Е -V(r;E )]ф~(q,r) = 0 

2 q q ~ ' 

н~·d ~ad 1 
[---(---Е )- - V(r· E )]ф~(q r) =0 

2 • 2 q 2 'q L 
0 

' 

rad · 
[-Н 0 + 2Eq- V(r; Eq)]фf (q, r) =о· . 

Фигурирующий здесь оператор 

rad 
Но 2. 2h(11t d) h2

t(f+l) (ib d) mc с - - + ехр - -
mc dr ( tfl ) mc dr mr r +-

mc 

/1/ 

/2/ 

/3/ 

/4/ 

представляет собой радиальную часть релятивистского гамильто­

ниана, 

Е = c}m 2c 2 + q 2 
q /5/ 

- энерги.я одной частицы в~ системе центра масс, а V(r; Е q)­
квазипотенциал. 

При определенном выборе квазипотенц~ала для рассматриваемых 
уравнений были на йдены как точные / 2-14/ ,так и приближенные реше­
ния /1 5,16/ . 

Квазипотенциаль ные уравнения /1/ - /2/ и /3/ можно трактовать 
либо как ли нейные уравнения в конеч ных разностя~ четвертого 
и второго порядка соответс твен но , либо к аi< дифференциаль ные 

уравне ния бесконечного порядка / 17/ , При в тором подходе, которого 
мы' здес ь будем придерживаться, приходится иметь дело с бесконеч­
ным ч ислом ли нейно-неза в ис имых решений. Е сли рассматривать 
в качестве приближения к / 1/-/ 3/ дифФеренциаль ные урав нения 
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конечного порядка , то число их линейно- независимых решений вс е 
равно будет доста точ но велико . Заметим, ч то в обоих этих слу­
чаях естественно опирать с я на множество фундаменталь ных реше-
ний. 

.;:" 

В предлагаемой работе для изучения квазипотенциальных ра­
диальных уравнений применен извест ный подход/1 8/ , ра звитый при 
исследовании систем дифференциальных уравнений конечного поряд­

ка. Чтобы лучше ра зъясни ть его суть , мы огра ничимся рас смотре ­
нием урав не ния /3/ при f == О 1 S -волна/ в с ис теме единиц m == Ь ==1 

L(ф, q) = [ 2c /q 2 + с 2 :_ 2c 2oh(~ ~ )]ф(q, r) == V(r; Eq)tfr(q, r) • !6i 

При этом будем считать, что к вазипотен циал V(r; Eq) удовлет­
воряе т условиям 

r 

J t 1 V (t; Е q ) 1 dt < оо 
о .. 
J ехр (кt) 1 V(t; Е ) 1 dt < оо 
r q 

для любого r > О И к > О. 

1. ПРИБЛИПЕННЫЕ ДИффЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
КО.fЕЧIЮГО ПОРЯДКА 
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При V(r; Eq ) =О уравнение /6/ становится свободным . Его ха­
рактеристический многочлен имеет вид 

f (/l , q) == 2c/q 2 + с 2 - 2o 2cos(~). 
с 

Вводя замену 

/l =cg, 

получим 

н~. q) == 2c jq 2+ с 2 -2c2cos~ . 

Если а я'еляется к ратным корнем многочлена f (~, q), то 

2cjq 2 + с 2 - 2о 2oosa == О, df($",q) 1 ~ ~=а == 2с 2sina ==о. 

/9/ 

/10 / 

/11/ 

Отсюда вытекает, что для q ~О f(~, q) не имеет кра тных корней, 
а при q ==О все корни f(/l , O) имеют кратность, рав ную двум . 
2 

... 

. 

Из /11/ следует, что при q~ O основной корень многочлена 

н~. q) является мнимым числом, которое мы обозначим через ia (q): 

.Ja(q) = arccosJ(.!l..) 2 + 1 • 112/ 
с 

Далее, учитывая /10/ и четность многочлена f(/l,q) , получим 
лемму. 

Лемма 1 • Для любого q t/< О корни характеристического многочле-
на f(/l, q) являются невырожденными .и образуют последовательность 

±Ja(q)c, ± (ia(q) ±217)С, '"! ± (ia(q) ± 2k17)C, ... , /13/ 

при q=O все корни f(/l,O ) имеют кратность, равную двум, и об­

разуют последовательность 

0, ± 217С, .,,, ± 2ki7C, "' /14/ 

Следовательно, множество фундаментальных решений свободного 

уравнения L(t/1, q) = О при q~ О составляет последовательность 

ехр( ± Ja(q) cr), ехр( ± (ia(q) ± 2~r)cr), ... , exp(±(ia(q) ±2k~r) cr), ... /15/ 

а при q =О 

l,r ; exp(±2~rcr), r ехр(± 2~rcr) .... , exp(±2k~rcr), r exp(±2k17C:r), .... . . /16/ 

в 1 15 ' 16 1для получения приближенного дифференциального урав­
нения конечного порядка отбрасываются члены высших порядков 

уравнения /6/. Однако при этом требуется определить корн·и ха­
рактеристического многочлена приближенного уравнения, что весь­

ма нелегко. Ниже будет разработан новый метод постро·ения при­

ближенного дифференциального ·уравнения с помощью многочлена, 

корни которого совпадают с первыми членами ряда 113/ для q f, О. 
· Определим искомый многочhен fN(/l , q) выражением 

f N( /l, q) = Л(q)N (/l2 + а 2 с 2) 

a2c2+4N П (4k217 2+а2)2 
k = 1 

х 

/17/ 
N 

х П (/l 4 - 2с 2 ( 4k 2" 2- а 2 )/l 2 + с 4( 4k 2" 2 + а 2) 2) ' 
k = l ' 

где N .- целое поло)'(и тельное ч исло , а= a (q) , 
-.,_ 

Л (q) = 2cJ q 2 + с 2 - 2о 2 /18/ 
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/свободный член в многочлене /9/ !; при N =О 

6 ( Л(q) 2 ( r.o р., q) "' -- Р. + л q) • 
а2с2 /19/ 

Теорема 1 • При N .... оо коэффициенты многочлена f N(p., q) стремят­
ся к коэффициентам многочлена f(p., q) , а коэффициенты дифферен­
циального уравнения LN(p., q) "' V(r; Е q)ф(q,r) с характеристическим 
многочЛеном f N (р., q) стремятел к коэффициентам уравнения Цф, q)"' 
"'V(r; Eq)ф(q, r}. 

Доказательство. Многочлен /17/ можно представить в виде 

fN(p., q) "' Л(q) N (р. + iac)(p.- iac\~ 
1
uk (р., а), /20/ 

а2с 2+4N П (4k21t 2+ а2) 
k "'1 

где uk (q, N) "'(/L +(ia + 2k1Т) с) (р. - ·(ia + 2k1Т) с)(р. + (ia- 2klr)c){p.-(ia -2k1Т)с). 
Соответственно вместо /19/ будем иметь 

е 0(р., q) "' ~ (Р. + ia(j.L- ia). 
а 2с2 

Таким образом, корни многочлена fN(p.,q) совпадают с первыми 
(2+ 4N) членами ряда /13/ длЯ всех N = 0,1,2, ••• 

Выражая многочлен fN+1 (р., q) через fN(p., q) 

/21/ 

1 IL 4 _ 
fN+1(p.,q) "'fN(/L, q) [ c4(4(N +1)2"2 + а2) 2 

( 2 2 2) 
2 'I<N+ 1) 1t -а IL 2+ 1] 
с 2(.и11.'+1'2 1Т 2 +а 2) 2 
~· ' /22/ 

и 96означая посредством · ak (N) · коэффициент при степени IL 2k 
в многочлене fN(P., q), получим а0 (q, N) "'Л(q) для всех N =0, 1, 2, ••• 

ak(N + 1) ", 1 а (N) 2(4(N +1)2"2_а 2) 
c 4(4~+1)21t2+a2)2 k- 2 - 0 2(4(N+ 1)21t2+a2)2ak-1(N)+ak(N). 

/23/ 

Далее, совершая индукцию по N, находим 

a1(N) о:-Л(q) ~ 2(4j 2" 2_а2) + Л(q) ' 
j ",1 c2(4j 2 " 2 + а 2) 2 а 2 с2 

N 2 2 2 N 
la1 (N)I < ~+ Л(q) .l 2l 4j " -а 1 < Л {q) +Л(q) .l ' 

а 2с 2 j"' 1 с 2(4j 2 "2 + а 2)2 а 2с 2 j ", 1 2с 2" 2 j 2 
1 

lim ia 1(N)I < Л(q) + Л(q)-1- ", ~(-1- + _ 1_ ·) . 
N-ooo а2с2 12с2 с2 а 2· 12 

4 \ 

Отсnда вытекает, что последовательность a 1(N) имеет предел 
при N-> оо. 

Для k > 1 из рекуррентной формулы /23/ с учетом ak (О) "'О 
\ получим 

. N 1 N 2( 4j 21t 2 _ а2) . 
· ak(N) "' . ~ 1 . ak_2(j-1) - . ~ 1 ak_1 (j-1)./24/ 

J- с '4r2" 2 + а 2) 2 J- с 2( 4j 217 2 +а 2) 2 

Ряды 

00 00 
. .l 2(4j 2"2- а 2) 
J -1 2 - а (4j2" 2+а2)2 8

k-1 (j -1) 

1 .l 
j"' 1. 04( 41 ~ 2 + а 2) 2 

и 

являются сходящимися. Отсюда с помощью индукции по k находим, 

что последовательности ak(N) сходятся при ,.N-+"" для всех k = 
";. 0,1,2, •••• С другой стороны, f (/L, q) "' lim eN(p., q). Следова-

. N ... оо 
тельно, при N-+ оо коэффициенты многочлена fN(p, q) стремятся 

к коэффициентам многочлена е (/L, q). 
Теоремц доказана. 

Теорема 1 позволяет аппроксимировать иGходное дифференциаль­
ное уравнение бесконечного порядка L(ф, q) = V(r; Е )ф (q, r) 
дифференциальнын уравнением конечного порядка LN(ф, q) = 
= V(r; Е q)!/1 (q, r). При этом фундаментальные решения свободного 
уравнения LN(ф, q) "'О совпадают t (2 + 4N) первыми фундаменталь­

ными решениями свободного уравнения L (ф, q) · "' О , т. е. с функ­

циями exp(±'iacr), ехр(± (ia ·± 2rт)cr) , ... , exp(±(ia ±2Ntт) cr). • 
Аналогичное приближенное уравнение можно построить и для слу­

чал Q=O. 

2. СИСТЕt1НОЕ ПРЕДСТАВ.(lЕНИЕ РЕЛЯТИВИСТСКОГО 
КВАЗИПОТЕНЦIIАЛЬНОГО РАД11АЛЬНО.ГО УРАВНЕНИЯ 

В этом параграфе уравнения LN(ф,q) = V(r; Eq)ф(q,r) . будут 
представлены в виде специальных систем, которые в литературе 

называются билинейными динамическими системами / 19~1 /.При пере­
ходе к пределу N -+ оо мы получим представление уравнения L(ф, q) 
= V(r; Eq)ф(q, r). . 

Предварительно рассмотрим линейное дифференциальное урав­

нение вида 

r.>( ) (n) (n-1) ( 
.1.. ф = ф + Ь1 ф + ... + bn ф = v r) ф, /25/ 

где Ь1, Ь2 , ... , bn - постоянные коэффициенты . 

Ны условим~ я , что во всех матрицах Вандермонда степени эле­

ментов возрастают вдоль столбцов; зна чок r соответствует опе­
рации транспонирования. 

5 
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Лемма 2. Пусть /.1 1, 1.12 , ••• , 1.1 n - корни характеристического 

многочлена свободного уравнения f(ф) =О, имеющие единичную· 
кратность. Тогда уравнение /25/ может быть представлено в виде 
системы уравнений 

dx... = Ах + v(r) вх ... , 
dr 

n 
ф(r) = ~ xk(r). 

k=1 

/26а/ 

/26б/ 

Здесь х есть n-мерный вектор, х 1r. - его k-я компонента, 
А -диагональная матрица с элементами /.1 1,/.1 2 , ••. , I.Ln; В есть 
(n х n)-матрица с одинаковыми столбцами, элемент · каждой s- строки 

Р n-1 
w р /.Ls 

котарои равен = -----, 
8 detP 

где Р n-1 - алгебраическое дополне­
/.Lе 

ние элемента 1.1 n-1 матрицы Вандермонда р. 
s ... 

корней 1.1 1 ,/.1 2 ···r ,/L n. При . i11ом, есл~n д~r) -
/26а/, то [ Pi'J = [ф (r), ф (r), ••• , ф (r) ], 
уравнения /25/. 

Доказательство. Известно, что уравнение 

представлено в виде системы 

dy... ... 
-=Лу, 
dr 

где 
... r 
у =[ф, ф(lJ, ... ,ф(n-1)]. 

последовательности 

решение уравнения 

где ф (r) - решение 

f(ф) =О может быть 

Уравнение /25/, учи1ывая вид его правой части, можно запи­
сать как 

dy... -+ ... 
- = Л у + v(r) Dy , 
dr 

. /27/ 

где D - матрица раз11ерности n х n, в которой Dn 1 = l, а осталь­
ные элементы равны нулю. 

Непосредственной проверкой ~етрудно убедиться, что 

-1 -1 
Р ЛР = А и Р DP = В. 

Подставляя в /271 у= Рх, находим 

dx... ... ... 
Р- = ЛРх + v(r) DPx • 

dr 

/28/ 

/29/ 

Далее, умножая обе части /29/ слева на Р- 1 и учитывая /28/, 
получим /26а/. Справедливость /26б/ следует из того, что все 
элементы первой строки матрицы Р равны единице. 

Лемма доказана. 

Обозначим fЗ1r. = 1а + 2k~r и fЗ1r. = -ia + 2k~r для всех k = 0,1,2, .... 
Тогда корни характеристического многочлена /9/ составляют по-

6 · 

; 

.. 

.. 
•t 

С_:Jедов~тельность {30 c,-f3~c, {3 1 с,-{3 1 с, ff1c,-ff1 c, ... , f3~r.c,-f31r.c, 
fЗ1r.c, ·"'"f3i·c·, ... :; справедлива следующая теорема. 

Теорема 2. Для каждого q~O приближенные · релятивистские 

квазипотенциальные радиальные уравнения LN(ф, q) = V(r; Е Jф (q, r) , 
где N = О, 1 , 2, ••• , могут быть представлены в виде сисtемы урав­
нений 

dx(r) = A(q, N) x(r) + V(r; Eq) В(q, N) x(r) ' 
dr 

n 

ф(q,r) = ~ xlr.(r), 
k=1 

/30а/ 

/30!3/ 

где n = 2 + 4N; x(r) есть n -мерный вектор; A(q, N) - диагональ-
ная (n х n) -матрица с эл!:мента~и f3 0 с , -{30 с , f3 1 с , -{31 с, ii 1 с , 

-JJ1c, ••• , fЗN с , -f3Nc , fЗN с •. -f3N с , B(q,N) есть (n ?<n)-матрица 
с одинаковыми столбцами, элементы которых В 8 (q, N) (s = 1,2, ... , n) 
определяются из соотношений 

N 2 2 2 2 
а П (4k " +а ) = - В2 (q, N) , 

i4(Jq2+ с2 _с) k=1 l8k2 11 2(k211 2 + а2) 2 
В1 (q, N) 31/ 

N(-ia + N~r) В 1 (q, N) , 

(N + l)(ia + (N + l )~r) 
В3 (q, N) /32/ 

B4m(q, N) = -B4111-1(q,N), B4m+1 '(q,N) = B4m-1(q,N), B4m+1 (q,N) =-B4m-j(q,N), 

/33/ 
(N- rn)(-ia + (N -rn)~r) 

B4m+3 .(q,N) =- . B 4m-1 (q, N), rn=1,2, ... ,N-1./34/ 
(N + rn + l)(ia + (N + m + 1) ~r) 

При этом( если x(r) есть решение уравнения /36а/, то [ P(q,N)X'(r)]r= 
= [ф(r),ф 1)(r), ... ,ц,<n-1)(r)], где P(q,N)- матрица Вандермонда по­
сл!довательности {30 с, -{3 0 с, {3 1 с, -{31 с, {3~ с, -ff1 с, ... , fЗN с,-~ с, ffNc, 

~~- . 
Доказательство. Для преобразования уравнения LN(ф, q) = 

= V(r; Е q) ф (q, r) , к уравнению вида /25/ достаточно раздетнь обе 
его части на а 2N +2 (N) - коэффициент при самой высокой степе­
ни/.1 в многочлене fN(/L,q). Из /17/ · и /19/ находим 

_ Л(q) . Л.(q) 
a

2
N+j.N)- :-1'r (N= 1,2, ... ), а 2(0) =--. 

a2c2+4N П (.4k2 11 2+a2)2 а2с2 
lr.=1 

/35/ 

Следовательно, уравнение 

fN (ф, q) = 1 LN(ф, q) 
a2N + 2 (N) 

1 
a2N+2(N) V(r; Eq)ф(q, r) /36/ 

имеет единичный коэффициент при члене самого высокого порядка. 

7 
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С помощью леммы 2 остается лишь определить элементы матри­
цы B(q, N). 

Обозначим через ,W(q, N) матрицу Вандермонда последовательно­
сти - -
ll1= f3o • ll2 = -f3o.llз = f31 • ll4 =-f3l' lls=f3l'llб=-f31' ... ,/l4k-1 =f3~c• 

ll4k=-f3~c,/l4k+1=iЗk•ll4k+2 =-ffk •"·•ll4N-1 = -f3N, ll4N =-f3N, 

ll 4N + 1 = iЗN • ll4N +2 = - fjN = /l n • 

В силу леммы 1, формул /35/ и /36/ элемент каждой 
матрицы В(q,N)дается выражением 

2 N P/ln-1(q,N) 
·B

8
(q, N) = ~( П (4k2

17
2 + а2)2)х--

8---
Л(q) k=1 detP(q,N) 

2 N W/ln-1 (q,N) 
= ~( П (4k2!72+ а2)2) х __ в ___ _ 

Л(q) k= 1 detW(q,N) 

s -строки 

1371 

где W n-
1 

(q,N) - алгебраическое дополнение элемента llns-1 матри­
lls 

цы W(q, N) •• 

Из выражения для определителя Вандермонда следует 

W n-1 (q,N) 
/ls 

detW(q, N) 

N+s 
(-1) 

s-·1 n 
n <~L -jL · ) п 

j=l а J j=s+l 

Подставляя llj в /38/, при 
будем иметь 

1 
D 

(" • - jL ) п (jL. - 11 ) 
r-J s j= 1 J r-s 

j~ s 
8=1 и Sa4m-1 (m=1,2, ... ,N) 

wlli-1 (q,N) 1 
---.---= - N - -

detW( q, N) 2{3 п ({3 _ {3 )({3 + {3 
0 

)({3k- f3
0 

)({3 k + f3o ) · 
ok=l k о Jc 

W n-'1 (q, N) 
ll 4m-1 

detW(q, N) 
1 

/38/ 

/39/ 

/40/ 

- - N - -
<f3o -{3m)(f3o +f3m)(2f3,)(f3m- {3m)({3m + f3,) k~1 ({3\с -{3m)(!\ +f3m)(l\ -{3m)(/\ +{3m) 

- kh 
При этом справедливы равенства 

{{3k - (-{3m))({3k + (-{3 rJHf1к - (-{3m)) <J3 k+(-f3m)) = ({3k-{3,J(f3k+ {3m)(i3 k- f3,J(-J3k + f3,J • 
. / 41/ 

({3k -fзm)(~+ jim)( {3~- f3-:J(f3~ + jim) = ({3 k- f3,J(f3 k + {3m )(i3 k- {3m)(J3k + {3m) • / 42/ 

8 

lf 

... 

-

Учитывая /41/, /42/ и замечая, что~ =-{3
0

, получаем из 
/38/-/40/: 

WIL!- 1(q,N) Wllf-1(q,N) W#L~;_1(q,N) WIL~;_1_ 1 (q,N) =- : =-
detW(q, N) detW(q,N) detW(q,N) 

Wlln-1 (q,N) г Wlln-1 (q,N) Wlln-1 (q,N) 
4m+1 = ( 4m-1 ) ; 4m+2 

detW(q,N) detW(q, N) detW(q, N) 

detW(q, N) 

W ll n-1 (q,N) 
4m+l 

detW(q, N) 

Эти соотнш•iения вместе с /371 приводят к равенству ·B2(q,N)= 
=- B1(q, N) и соотношениям /33/. 

Подставляя f3~c = ia + 2kiТ (k = 0,1, ... ,N) 
тем /37/ и /17/, получим /31/. 

Из /37/ и /38/ следуют соотношения 

B3(q,N) 

B1(q,N) 

в /39/ и учитыв~я за-

v 

N 
2f3o k Ц 1 ({3 k- f3 J<f3k + f3o)(~k - f3o><~k + f3o) 14 3/ 

- - N - -
<f3o- fЗ1 )(f:Ь + f3t )(2f3t )({3 г f3t )({31 + fЗ1 > П ({3 k- f31 )({3k + f31 )({3k- f31 )({3k + {31) 

k=2 

--... 

- - N - -
({30-{3_ )({30+{3 )(2{3_ )({3_ -{3 )({3 +f3. )lr.fi l({Зk-{3 )(R +f3 )({ЗL-{3 )({31r. +f3 ) 

m m ш m m m m., m'k m .. rn m 
kj~o т 

' ~ - . 

/44/ 

- · - N - - -,---::,:---~ -

(f3o- ·f3m+l)({30 +f3 m+l)(2{3 m+l )({3m+l-{3m+l)(.8m+l +f3m+l) ~~ (.Вk -{3 m+l)({Зk +f3m+l)(~ -f3m+l)(~ +f3m+~ -
k~m+ 1 

Заметим, что при -k 1-r1 = k
2

- r 2 ~меют место р~венства 
(f3~c1-f3r 1 )=(f3Jc 2 -f3r 2 )и <Р~с 1 -Pr 1 ) = (f3 ~c 2 -j3r2 ). Если_же k1+r1= 
= k 2 + r 2, ТО (f3k 1 + f3 r 1) = ( f3 k 2 + f3 r 2 ) И ({3 k 1 + f3 r 1 ) = (f3Jc 2 + f3r 2 ) · 

Учитывая эти равенства в соотношениях /43/ и /44/, получим 

B3(q,N) 

В1 (q,N) 

({3N - f3o )({3N - {3 О) 

({3 N + f31)(1JN + {31) 

N(-ia + N!7) /45/ . 
(N + 1) (ia + (N + l)") 

84m + З(q,N) ({3N-{3m)(J3N-{3m) (N-m)(-ia + (N-m)!7) 
--'----- = - = ./46/ 
В4~-1 (q,N) (f3N + f3m +1)(f3N +f3m+ 1) (N+ m+l)(ia + (N+m + l)!7) 

Отсюда вытекают равенства /32/ и /34/. 
Тео~ема доказана. 

.9 
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Заметим, что в случае разрывного квазипотенциала V(r; Е q) · ~ 
любое непрерывное решение системы /ЗОа/ обеспечивает 'условие 

сшивания решений уравн~ия L(ф, q) = V(r; Eq) ф (q, r), так как ком­
поненты вектора P(q, N) x(r) являются (n-1) первыми производными 

ф(q, r). 

Следствие. Для любого q~O релятивистское квазипотенциаль-
ное радиальное уравнение L(ф, q) = V(r; Eq) ф(q, r) может быть пред-

ставленq в виде системы уравнений бесконечного порядка: 
-+ 

dx (r) -+ -+ 
-- = A(q) x(r) + y(q) V(r; Eq) Bx(r) , /47а/ 

dr 

00 

ф(q, r) = I x~c(r). 
k=l 

/47б/ 

Здесь ~(r) - бесконечн~мерный вектор; A(q) - диагональная матрица 
бесконечного_поряд~а с э.лементами /13/, т.е. {3 0 с ,-f3 0 c, .•• , 
{3 1с с, -{3 1с с , {3 k с , -{3 k с , ••• ; В - бесконечномерная матрица, со­
стоящая из одинак?вых столбцов, элементы которых удовлетворяют 

равенствам 

1 = В 1 =- В2 = В 4m-l=- В 4m =- 8 4m+l = В 4m +2 ' (m « 00 ) 

lim Bm =О 
ffi -+ 00 

~· наконец, 

а оо ( 4k 217 2 + а2 )2 
y(q) = п 

i4(Jq2+ с2 -с) k=l16k 217 2(k 2172+ а2) 

/48/ 

/49/ 

/50/ 

При этом, если i(~- решение уравнения /47а/, то ' компоненты 
вектора P(q) x(r) состоят из· производных всех порядков функции 
ф (q, r), где P(q)- матрица Вандермонда последовательности 113/. 

Доказательство. Заметим, что для фиксированного числа m 

lim ( 4k 2 17 2 + а 2 ) 2 

k-.oo 16k2172(k 217 2 + а 2 ) 
1. __ ....:.N.:..;(._-i==ac...:+__;N:..:.;17'-'-) = 1m 

N-.oo (N + l)(ia + (N + 1)17) 

= lim (N - m) (-ia + (N- m) 17 ) = 
1 

; 

N -+ос (N + m + l)(ia + (N + m + 1) tт) 

Отсюда, в силу /31/, 

y(q) = }\ (q) = lim B1(q, N) < "" . 
N-+ oo 

10 

/51/ 

/52/ 

~1з /32/-/34/ с учетом мнимости числа ·B1(q) получаем равенст­
во /48/. 

С другой стороны, для любой постоянной разности (N- m) =З=const, 
nринимая . во внимание /34/, имеем 

. В 4m+ з(q, N) a(...,ia + м) 
11m = =О. 
m-.oo B4m-l (q,N) (2m+ а+ l)(ia +(2m+&+ l) 17) 

Следствие доказано. 

). РЕШЕНИЯ С НУЛЕВЫМ ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ В ТОЧКЕ r =0 
И РЕШЕНИЯ йОСТА 

/53/ 

В этом параграфе мы воспользуемся результатами nредыдущего 

параграфа для нахождения решений ф(q,r) с граничным условием 

ф(q,r) J r=O =0 !511/ 

и решений nоста 
+ F- (q, r) ,имеющих асимптотику 

lim F ± (q, r) exp(±ia(q) cr) = 1. /55/ 
f-+ 00 

При этом предполагается, что квазиnотенциал удовлетворяет усло­

виям /7/ и /8/. 
Предварительно заметим, что при V(r; Eq) =0 матрица exp(A(q,N)r) 

является матрицей фундаментальных решений уравнения /ЗОа/. Обоз-

начим через g[ ia cr], g[ -iacr] , g[ (ia + 2k17) cr] , g[ -(ia + 2k7Т) cr] , 
g[ (-ia + 2k17) cr] и g[ (ia - 2kl7) cr] векторы, совпадающие со столбцами 
матрицы exp(A(q, N)) и содержащие 

~хр (iacr), ехр (-iacr), ехр( (ia + 2kl7) cr) , ехр (- (ia + 2k17) cr) , 

ехр ((-ia + 2ktт) cr) , ехр ((ia - 2k17) cr) , (k = 1,2, .... N). 

Теорема 3. Для любого q 1 О и в= O,±l, ••. ,±N решение интеграль­
ного уравнения 

ф (q, r) 
вinacr r 
--- exp(2BI7Cr) + { G(q, N, r, t) V(t; Е )ф (q, t) dt, 

ас о q 
/56/ 

где 

N 
G(q, N,r,t) = y(q ,N)[ вinao(r- t) + вinac(r -t) I a~c(q,N) (exp(2k7Тc(r- t) + 

k = l 

N 
+ ехр (-2kl7c{r - t))) + cosac(r- t) I bk (q, N) (ехр (2k17c(r- t) - ехр (- 2kl7c{r- t)))], 

k = l 

ll 

..." 

" 

~· 



y(q,N) = ;B
1

(q,N) 21, ыk (q, N) = B4k-l (q, N) 
В I(q,N) 

ak(q, N) = RE!й.l (q, N), \ (q,N) = III'IйJk (q, N) , 

.. 

/57/ 

с квазипотенциалон, удовлетворяющим услqвию /7/, является реше­
нием уравнения LN(ф, q) = V(r •;Eq)ф(q, r) с граничным условием 
/54/. При этом уравнение /56/ может быть решено методом после­
довательных приближений. 

Доказательство. Введем обозначения 

h(O, r) = g[ !acr] - g[ -1acr] , h(k, r) = g{ (!а + 2k77) cr] - g [ (-ja + 2м)сr] , 
' 

h(-k,r) = g[(!a -2k")cr]- g[(-ia- 2k77)cr]. 

Легко ~роверить, что ре~ение уравнения 

x(q, r) = h(s,r) + ·; exp(A(g, N)(r- t))-В(q, N)V(t; Eq)x(q, t) dt . /58/ 
2iac 0 (в'"' 0,±1 , ••. ,±N) 

является реwением системы /30а/. Подставляя /58/ в /306/ и учи­
тывая '!31 1-134/, получим /56/. Следовательно, по теорЕ;!Ме 2 ре­
шение интегрального уравнения !56!, если оно существует, одно­
временно является решением уравнения L -JФ ; q) = V (r; Е q) ф (q, r) • 
При этом ф (q, О) =0. 

Теперь докажем~ что уравнение /56/ имеет решение, которое 
мО>:<ет быть найдено методом последовательных приближений. 

Поло~;~<им 

ф(q, r) = r exp(2N11cr). 

Тогда из /56/ следует, что 

/59/ 

z (q, r) sinacr exp(-2(N- s)"cr) + J 'G1:q,N,r,t) tV(t; Eq)Z(q, t)dt , /60/ 
а~ О · 

где 

G'(q, N, r; t) = a(q, N) [ sinao(r- t) + sinao(r- t) 
4N'"cr 2N'110r 

N ak(q,N) (exp(2k77o(r-t))+ ~ 
k a l N 

N \(q,N) 
+ exp(-2k77c(r- t))) + cosac(r- t) ~ . ·. (exp(2kl'l'c(r- t)) -

. k= 1 4N'77Cr 

- ехр (-2k77C (r - t)) ] ехр (- 2N11c (r - t)) , 
/61/ 
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a(q, N) = y(q, N) 4N'77c, N' = max{N; min\M: 211Мс > acl. 

В качестве предварительных оценок используем соотношения 

lak(q, N) 1 5 l , \bk(q, N) 1 ~ 1. /Это вытекает из /32/ и /34/1 ~ 

\ sinac(r- t) l < l вinac(r-t)l < l sinac(r- t) l < l sinac(r- t) l < 1 
4N'77cr - 2N'110r - acr - ac(r- t) - ' 

так как t::; r 1 

{exp(2k77c(r- t)) + exp(-2k77c(r- t))] exp(-2N11c(r- t)) ::; 2, 

1 - [ ехр (2мо(r - t) - ехр (-2k11o(r - t))] ехр (-2N"c (r - t)) < l , 
~~ -
поскольку 1 ехр_у- ехр(-у) 1 < 1 . 

2у -

При решении уравнения /60/. полагаем 

вinacr 
Z 0 (q,r) = exp(-2(N-s)77Ш), 

· acr 

Z +l(q,r) =f'G'(q,N,r,t)tV(t;E )Z (q,t)dt. 
m 

0 
q m 

Заметим, что 

r 
\Z

0
(q,r)1 ~l, IZ

1
(q,r)l ~(l+2N)и(q,N) J tiV(t;Eq)ldt. 

о 

Предположим далее, что при некотором m справедлива оценка 

\Zm(q, r)l ~ . (1 + 2N)mlи{q, N)[ f tiV(t; Eq) \dt] m 
- m о 

Тогда 

/62/ 

• 

/63/ 

/64/ 

/65/ 

m+l m+l r t m 
1 ( )\ (1 + 2N) и (q,N) { t\V(t ;Е )1 [ J riV(r; Е )1 dr] dt::; zm +1 q, r 5: m 1 о q о q 

m+l m+l ) r m+l 
< (1 + 2N) и (q,N [ J tiV(t; Eq) l dt] 

(m + 1)! о 

Отсюда с помощью индукции по m получаем, что оценка /65/ 
имеет место для любого натурального числа m и что ряд 

"" Z(q, r) = ~ Zm(q, r) 
m= O 

!66! 

13 
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равномерно сходится в каждом конечном промежутке О:;;; r :;;; а, а ~го 
сумма Z(q,r)явnяется решением уравнен~я /60/. Очевидно, что ве­
личина Z(q,r) удовлетворяет неравенству 

\ ' r 
IZ(q, r) 1 < exp((l + 2N)u(q,N) f tiV(t; Eq)l dtl. 

- о 

!671 

Теорема доказана. 

Из приведенного доказательства следует, что для решения ф (q, r) 
уравнения /56/ выполняется оценt<а 

r 

1 exp(-2N~rcr)ф(q, r)l ~ r ехр((1 + 2N)u(q, N) f t iV(t; Eq)ldtl. 
о 

!68! 

Перед нахождением решений йоста заметим, что уеловил /7/ и /8/ 
эквивалентны уtловию 

Г t ехр(к t) 1 V(t; Е ) 1 dt < оо 
о q 

длн любого к > О. 

Теорема 4. Для любого q 1< О и r > О; решения йоста уравнения 

/69/ 

L N(ф, q) ~ V (r; Eq) ф (q, r) с потенциалом, удовлетворяющим условиям 
171 и /8/, могут быть представлены решениями интегрального урав­
нения 

+ ~ + 
.F- (q, r) = ехр(± iacr) - Г G(q, N, r, t) V(t; Е ) F- (q, t) dt, 

q /70/ 

где G(q, N, r, t) дается формуло~1 /57/. При этом интегральное 
уравнение /70/ решается методом последовательных приближений. 

Доказательство. Нетрудно проnерить, что решение ур~внения . 
... + [ 00 ... + 
х - (q, r) = g ± iacr]- f exp(A(q, N) (r- t))B(q, N) V(t; Eq )х -(q, t)dt /711 

r 

является решением для /30а/. Подставляя /71/ в /30бl, с учетом 
/31/-/34/ получим /70/. Далее, по теореме 2 решения интеграль­
ного уравнения /70/ явля~тся также решениями уравнения LN(ф , ~ = 
= V(r; Еq)ф(q,r),имеющими асимптотику /55/. 

Представим /70/ в виде 

+ 00- + 
F - (q, r) = ехр(± iacr) - Г G(q, N, r, t) tV(t; Е ) .F - (q, t) dt, 

j. q -
/72/ 

где 

'G(q,N, r,t) =u(q,N) [ sinao(r -t) + sinac(r-t) ~ 
2N '~rct 2N '~rct k = 1 

ak (q,N) 
..;...-..( exp(2k~rc (r -t)) + 

N Ь (q N) . /73/ 
+ ехр (-2k1Тс (r- t) )) + cos ac(r - t) l lti ' (ехр (2k~rc (r- t)- ехр (-2k~rc(r- t)) J. 

k= 1 4N '~rot 

14 
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Заметим далее, что 

l sinac(r- t) l 5: l sinac{r- t) l 5: l sinao(r- t) l5: l sinac{r - t) l ~ 1 , 

4N'rrct 2N'rrct act ac(r- t) 

так как r < t. Положим теперь 

+ 
.F 0 ( q, r) = ехр(± ia cr) , /74/ 

+ 00- + 
.F-

1 
(q,r) =- J 'G{q,N,r,t)tV(t;Eq) .F- (q,t)dt. 

m+ r m 
/75/ 

Нетрудно убедиться в справедливости оценок 

+ + ' 
I Fo- (q,r)l sl' I.F1-(q,N)I:;;; (1 +2N)u(q,N) ftexp(2N~rct)IV(t;Eq)l dt. 

r 

Предположим, что для некоторого m 

IF± (q,N)I < (1 + 2N)mum(q,N)[ jtexp(2N~rct)IV(t;E )ldt]m 
m - m! r q 

1761 

Тогда 
m+1 m+l 

00 

IF ± 
1 

(q, N)l < (1 + 2N) и (q, N) f t exp(2N~rct) lv(t;Eq) l х 
m+ - m r 

00 
m 

х [ Гrexp(2N~rcr)IV(r;Eq)ldr] dt < 
t 

(1 + 2N) m+1 О' m+l (q,N) 00 m + 1 
< 1 

[ f t exp(2N~rct) 1 V(t; Е ) 1 dt] 
(m + 1)1 r q 

Отсюда по индуктивному предположению оценка /76/ имеет место 
для любого натурального числа m и ряды 

+ 00 + 
li'- (q,r) ~ l F- (q,r) 

m~o m 1771 

+ 
равномерно сходятся на полуоси [О ,оо), а их суммы F -(q,r) являются 

ре~ениями уравнения /70/. 
Теорема доказана. + 
Из доказательства вытекает, что для решений F- (q,r) справед­

лива оценка 

+ 00 

IF-(q,r)l ~ e:r.p((l+2N)u(q,N) Jtexp(2N~rct) I V(t;Eq) l dtl. /78/ 
r 

С помощью решений Аоста физическая волновал функция Ф(q,r) 
релятивистского квазипотенциального радиального уравнения опре­

деляется выражением, подобным нерелятивистскому /22/ : 

15 
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Ф(q, r) = F -(q, r) - S(q) .F + (q, r), 1791 

где матрица рассеяния S(q) задается выражением . 

S(q) = .F- (q,O) 
+ .F (q,O) 

/80/ 

Очевидно, что Ф(q, r)\ r• 0 =О. 
Ниже для примера мы рассмотрим простейший случай, когда по-

тенциал имеет вид ямы конечной глубины / 9/ : 

V (r; Е q) = - v0 

V(r; Eq) =О 

при r ::; а , 

при r > а. 

Из теоремы 4 имеем 
+ а + 

.F- (q, r) = exp(±iacr) + V0. f 'G(q, N, r, t) .F- (q, t) dt, 
о 

где а = a(q) • 

/81/ 

/82/ 

/83/ 

С другой стороны, из уравнения '/6/ и леммы 1 следует, что 
решения .F ±(q,r) . на промежутке [О, а] являются линейными комбина-

циями: 

.F ±(q, r) = (d ± (V0 , q){ нт (V0 , q, r) ; /84/ 

+ здесь d- (V 0 ,q)-n-мерные векторы коэффициентов (n = 4N + 2). 

Н(V0 ,q; r) = [exp(ia
0
cr), exp(-ia 0 cr, ... , exp((ia 0 + 2N11)cr), exp(-(ia 0+2Nrт)cr) , 

ехр ((-ia0 + 2Nrт)cr), exp((ia0 - 2Nrт )cr)] , 

ia 
0 

= arc:\cos ( j(i.~i_-~-i. + ~) . 
с 2с2 

+ . 
По теорене 2 векторы d- (V

0
, q) могут быть получены из ура вне-

ни я 

+ + 
D(V 

0 
, q) d - (V 

0 
, q) = G- ( q, а) , /85/ 

где 

+ 1 . 
се- (q, а))т = [1, ±iac, (±iac) 2 , ••• , (±iac)D.-] ехр(± iaca) 

d а-1 
D(V

0 
,q)- (nxn)- матри ца с элементами Dsj ('Vo ,q) = ·Hj (V0 , q, r) . 

dra-1 

16 

Уравнение /85/ также может быть получено из /83/ и /84/. 
Из /80/ и /84/ матрица рассеяния S(q)определяется соотноше­

нием 

S(q) 

D. -
k~l dk (Vo, q) 

D. + 
I. dk (Vo,q) 

k "' 1 

!86! 

Подчеркнем,что в отличие от/9 / в нашем подходе не существует 
проблемы сшивания решений, полученных в областях при r::; а и r > а 
соответственно. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Мы изложили новую схему решения релятивистского квазипотен­

циального радиального уравнен~я при f=O, основанную на его пред­
ставлении в виде системы дифференциальных уравнений. В этой схе­

ме условие сшивания обеспечивается автоматически, и краевые ус­

ловия могут быть легко заданы. Хотя мы требовали от квазипотен­

циала быстрого убывания при r~~,данный метод может быть развит 

и при более общих предположениях. 
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