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Известно, что комплексная алгебра Ли группы Лоренца, кото

рую мы в дальнейшем будем обозначать через L, разлагается в 

прямую сумму двух идеалов 

L = L 1 е L 2 , 

где алгебры L1 и L2 изоморфны комплексной алгебре Ли группы 
SO~). В каждой из указанных компонент можно выбрать такие ба

зисы х k, Yk , z k / k = 1 , 2/, что 

[xk,yk]=zk, [yk,zk]=xk, [zk,xk]=yk (k = 1,2) • . 
В силу этого выбора произведение в каждой из компонент ведет 

себя как обычное векторное произведение в действительном евкли
довом пространстве Е 3 • Точнее, если х, у, z - такой базис в 

некоторой алгебре А, изоморфной комплексной алгебре Ли группы 

SО(З), что 

[ х, у] = z, [ у. z] = х • [ z, х] = у • 

• 
то для любых ее элементов а и Ь 

а = k х + fy + mz , Ь= k'X+ f'Y+ m'z, 

х у z 

[а, Ь] = 1 lf m 1' m k f 
k f m = f' m' х- k' 

у + 1 z 
m' k, f' 

k' f' m' 

В дальнейшем мы увидим, что, как и в случае действительного 

векторного произведения, умножение в таких алгебрах тесно связа

но с билинейной комплексной формой , которую здесь и в дальней

шем, допуская вольность изложения, будем называть скалярным 

произведением. Итак, для произвольных двух элементов алгебры 

А, а и Ь, а = kx + fy + m z , Ь = k'x + f'y + m'z , скалярным 
произведением (а, Ь) будем называть выражение 

kk'+ff'+mm'. • ... -~-.. -- .. . 4 ·.~~ ....... - , . 

: ~?-! ·L·:_;- > :;' ! J' Ш!~'rni)1 r 

''--··-· --- .. , , __ ,,_ .. .. -... -~ r,•· -"' : ~~ -"'~. >> · ~ ·::. .. \ 1.,.f~' ".1 ~~Vl'Jt.-•. · •. t.:~ 

~ .:: • , ,_ ) '' 1 ---r ·-·~ .& ~ \,:.• '" i!' 11!' . ::..; 1 C::i '"' 
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1 



Пару а, Ь назовем ортанормированной, если (а, Ь) =О, (а, а)= 1 = (Ь,Ь) . 

Вернемся к алгебре L. Для произвольнаго элемента а <;. L, 
компоненты а в L 1 и L 2 обозначим через а 1 и а 2 соответственно, 
т.е . 

а=а1+а2, а 1 ~ L 1' а 2 <;. L 2' 

Известно, что алгебра L, как и все полупростые алгебры Ли, 

над комплексным полем обладает двумя образующими элементами 
1 см. f.,I / 1 .' Простым примерам этому является сИстема, состоящая 
из элементов з и · Ь вида 

а = 2 х 1 + х2 ~ Ь = У1 + У2 

1 
/здесь З([[а, Ь], а]- Ь) = У 1 , Ь- У 1 = У2 , . 

~ [ а, у 1 Т= z 1' ' [ а, у 2] '= z 2 , [у 1 , z 1] = х 1 • 

[y2 ,z2]=x2)' , 

Этот пример МОЖНО обобщить, рассмотрев элементы 

а ' = ах 1 +f3x 2 ; 

Ь' = уу 1 + Ву2 • . 

где a,f3, y ,o ~ С ; af3 14 8(a 2 -f32 ) f, О. 
Описание всех систем образующих алгебры L, состоящих из 

двух элементов, дает следующее • 

Предложение: 

А/ Элементы 

1 k = 1 , 2/, а 1 , 

=[а2,Ь2]) 
тогда и только 

а и ь, а = а 1 +а 2 , Ь = Ь 1 + ь 2 , где ak,ьk~;Lk 

Ь1 - ОрТОНОРМИрОВанная пара, а2, Ь 2 , Ci ( C2 = 
линейно независимая тройка, порождают алгебру L 
тогда, когда пара az, bz - не ортонормиров·ана. 

В/ Всякая система образующих алгебру L, состоящая из двух 
элементов , либо имеет вид, указанный в части А/, либо может 
быть получена из элементов системы такого вида путем невырож

денного линейного преобразования . 
Доказательство этого · утверждения мы приводим ниже в разделе З. 

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РАССМОТРЕНИЯ 

Лемма 1 • Пусть а, Ь, с f, О - элементы алгебры Ли, изоморфной 
комплексной алгебре группы 80 (3) и 

2 

.J' 

/" 

[а,Ь]=С. 

Тройка а, Ь, с удовлетворяет соотношениям [Ь, с]= а , [с, а]= Ь 
тогда и только тогда, когда пара ~Ь - ортанормирована /см. 

п.1/. 
Доказательство. Пусть в комплексной алгебре Ли группы 80(3) 

дан базис х, у, z, [х,у] = z,[y,z] = х ,[z,x] =у. Тогда 
тройки а, Ь, с с [а,Ь]=с (~Ь.с "О), а= la+ly + mz, 
b=k'x+f'Y + m'z, k,f,m,k',f',m'<;C 
и с соотношениями 

[ Ь, с] = а, [с, а]= Ь 

исчерпываются такими тройками, у которых 

k2 + t2+ m2 = 1 = k'2+t'2+ m'2 • 

kk ' + Н'+ m·m' ·= О • 

Здесь доказательство можно провести так же, как и для век

торного nроизведения в действительном евклидавам nространстве 

Е 3.Наметим только некоторые его детали. Пусть k 2 + f2 + m2 = 1 = 
= k' 2 + f' 2 + m' 2• k k' + ft' + m m' = О • 
Т о г да [ ь. с ] = а • 

Действительно,,. t' m 

1

. . k m 

1

, 

1

; k t' 

1 
с = [а, Ь] = х - у + z 

f' m" k' m' k' f' 

а 
1 

х у z 

1 
k' f' m' 

[ Ь, с]= 

1 m 1 k m 
k 1 1 

f'm' k' m' k' f' 
Рассмотрим, например, nервую комnоненту. Она равна 

f' k f 1 
k' f' + 

k 
m' m 1= f'(kf'- fk') + m'(km'- k'm) 

k' m' 

= k(f' 2 + m'2)- k'(H' + mm') = k(1- k' 2) - k'( -kk') = k. 

Аналогично можно рассмотреть и остальные комnоненты и nоказать, 
что [с, .а]= Ь. 
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Пару а, Ь назовем ортанормированной, если (а, Ь) = О, (а, а)= 1 = (Ь,"Ь). 

Вернемся к алгебре L. Для произвольнаго элемента а G-L, 
компоненты а в L 1 и L 2 обозначим через а 1 и а 2 соответственно, 
т.е. 

а=а1+а2, а 1 r;..Ll' а 2 с;. L 2• 

Известно, что алгебра L, как и все полупростые алгебры Ли, 
над комплексным полем обладает двумя образующими элементами 
/см. /J / ! .' Простым примерам этому является система, состоящая 
из элементов 'а и · Ь вида ' · ;_ 

а = 2 х 1 + х2 ~ Ь = У 1 + У 2 

/здесь ;([[а,Ь],а]-Ь)=У 1 , Ь-У 1 =У2_ . 

~[а, у 1 Т= zl' - [а, y2J'= z 2 , [у1 , z 1] = х 1 , 

[y2 , z2]=x2). 

Этот пример можно обобщить, рассмотрев элементы 

а '=ах 1 +f3x 2 ; 

Ь' = уу 1 +Ву2 , · 

где a,f3,y,8 r;;C; а{3 У, В(а 2 -{3 2 )~0. 
Описание всех систем образующих · алгебры L, состоящих из 

двух элементов, дает следующее • 

Предложение: 

А/ Элементы а и Ь, а = а1+а2, Ь = Ь1+ Ь2, где ak,bkJ;.Lk 
/k =1,2/, а 1 , ь 1 - ортанормированная пара, а 2 , ь 2 , с 2 (с 2 = 
= [а 2 • Ь 2 ] ) - линейно независимая тройка, по рождают алгебру L 
тогда и только тогда, когда пара а 2, Ь2 - не ортонормиро&ёiна. 

В/ Всякая система образующих алгебру L, состоящая из двух 
элементов, либо имеет вид, указанный в части А/, либо может 

быть получена из элементов системы такого вида путем невырож
денного линейного преобразования. 

Доказательство этого утверждения мы приводим ниже в разделе 3. 

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РАССМОТРЕНИЯ 

'! 

/ 

Лемма 1 • Пусть а, Ь, с ~ О - элементы алгебры Ли, изоморфной 
к

2
омплексной алгебре группы SO (3) и 1 

1 

[а, Ь] = с • 

Тройка а, Ь, с удовлетворяет соотношениям [Ь, с]= а , [с, а]= ь 
тогда и только тогда, когда пара ~Ь - ортанормирована /см. 

n.t/. 
Доказательство. Пусть в комплексной алгебре Ли группы 80(3) 

дан базис х, у, z, [х,у] = z,(y,z] = х ,[z,x] =у. Тогда 
тройки а, Ь, с с [а,Ь]= с (~Ь.с '"'О), а= П+fу + mz, 
b=k'x+f"Y + m'z, k,f,m,k',f',m'~C 
и с соотношениями 

[ Ь, с] = а, [с, а]= Ь 

исчерnываются такими тройками, у которых 

k2 + t 2 + m2 = 1 = k' 2+f' 2+ m' 2 , 

kk' + ft' + mm' ·= О • 

Здесь доказательство можно nровести так же, как и для век
торного nроизведения в действительном евклидовом nространстве 

Е3.Наметим только некоторые его детали. Пусть t2 + f2 + m2 = 1 = 
= k' 2 + f' 2 + m' 2, k k' + ft' + m m' = О • 
Тогда [Ь,с]=а. 
Действительно, 

f m 
с = (а, Ь] = 1 IX 

f' m" 

а 

1 
х у 

[ Ь, с]= 
1 

k' f' 

f m 1 lk m 

k m 1 
k' m' У 

z 

m' 

k t 

k' f' 

k f 
+ z • 

k' f' 

f.'m' 1 lk' m' 
Рассмотрим, наnример, nервую комnоненту. Она равна 

f' k t 1 
k' f' + 

k m 
m' 1 1= f'(kf'- fk') + m'(km'- k'm) 

k' m' 

= k(f' 2 + m'2)- k'(H' + mm') = k(1- k' 2)- k'( -kk') = k. 

Аналогично можно рассмотреть и остальные комnоненты и nоказать, 
что [с, _а] = Ь. 
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С другой стороны, nусть [а, Ь] =с, [ Ь, с] =а· , [с, ·а] 
и k2 + f 2 + m2 = а , k ' 2 + f' 2 + m ' 2 = f3 , kk' + ff' + mm' = у • 
Так как а, Ь, с.;, О 

и [а, Ь ] = с, [ Ь, с] = а, [ с, а] = Ь, 

ь 

то, в силу nростоты рассматриваемой алгебры, а,Ь,с- ее базис. 

Следовательно, элементы а и Ь линейно независимы. Как и ранее, 

из условия [Ь,с] =а nолучаем, что 

k ( f3 - k ' 2) - k, (у - kk ') = k. 

f({3-f,2) - f'(y-ff') = f, 

m(f3 - m ' 2) - m '(у - mm ') = m , 

т.е. 

( f3 - 1) k - у k, = о, 

(f3-1)f - yf' = O, 

( f3 - 1) m - у m' = О. 

В силу линейной независимости а и Ь: f3 = 1 , у = О. Аналогично 
доказывается, что и а = 1 . 

Лемма 2. Если а, Ь - система образующих алгебры Ли А, 
изоморфной комnлексной алгебре Ли груnnы SO~). то с nомощью 
некоторого невырожденного линейного nреобразоеания ее можно 

ортонормировать. 

Доказательство. Легко заметить, что а, Ь, с (с = [а, Ь ] ) 
базис алгебры А. Если (а, Ь) = О , то (а, а) f. О f, (Ь, Ь ) , и утверж
дение для этого случая очевидно. Действительно, nостуnая так 

же, как и nри доказательстве леммы 1, nолучаем, что, наnример, 

nервые компоненты [Ь,с] и [а,с] сооrветственно равны 

(Ь, b)k- (а, b)k' = (Ь, b)k, 

(а, Ь) k - (а, а) k' = - (а, а) k ' 

/остальные компоненты записываются аналогично; здесь а = kx + 
+ fy + mz, Ь = k'x + f'y + m' z 1. Если ( Ь, Ь) = О, то [ Ь, с] = О, 
[а, с] = ЛЬ и [А, А] .;, А как подnространство А, натянутое на 
элементы ЛЬ и с. Мы приходим тут к противоречию. То же самое 

получается и при (а , а) = О. 

Если (а, Ь) .f- О и (а, а) f.O, то элементы а и Ь' =а+ f3b, где 

-(а, а) 
f3 = , тоже nорождают А и (а, Ы = О. Далее из nредыдущего 

(а. Ь) 

4 
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11 вытекает, что (Ь', n) f. О. Эту систему легко нормировать. Анало-

гично можно nоступить, если (ь; ь)f. О. · ' 
Остается рассмотреть случай, когда (а, Ь) f, О, (а ; а) = (Ь, Ь) = 

= О. Здесь пара а+ Ь, а - Ь nорождает А и удовлетворяет услови

ям 

(а + Ь, а - Ь) = (а, а) - (Ь, Ь) = О, 

(а+ Ь, а + Ь) = 2(а, Ь) f. О, 

(а - Ь, а - Ь) = - 2(а, Ь) f. О 

и ее можно нормировать. Лемма доказана. 

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

Пусть а, Ь - система образующих алгебры L , а = а 1 + ~, 
Ь = Ь 1 + Ь2 1 ak• bk' Lk• k = 1 ,2/ . Тогда пара а 1 , ь 1 порождает 
L1 , а пара а2.ь 2 -L2,т.е. тройка а 2 ,ь 2 ,с2 ( с 2 = [а2 ,ь 2 ]) . ли
нейно независима. В силу леммы 2 существует невырожденное 
линейное nреобразование элементов а 1 , ь 1 ,nри котором они nерехо
дят в ортонормированную пару. Пр'одолжая это nреобразование 
естественным образом ' на пару а, ь· • . nолучаем систему образую-
щих типа, указанного в части А/ нашего предложения. Перейдем 

теперь к доказательству этой части nредложения. Пусть а, Ь -
система образующих требуемого здесь типа: 

а=а1 +а 2 , Ь = Ь 1 +Ь 2 ; ak,bk,;; Lk (k = 1,2), 

(a 1,a 1)=(bub 1)=1, (а 1 ,ь1 ) = 0 ([а 2 ,Ь 2] = с2 ), 

а 2 , Ь 2 , с 2 - линейно независимы. Если 

(a 1,b 1)=Cl• Cl+C 2 =C, 

то из леммы 1 вытекает, что при 

(а 2 , а 2 ) = 1 = (Ь 2 , ь 2 ), (а 2 , Ь 2 ) = О 

выnолняются соотношения 

[а,Ь]=с ; [Ь,с] = а, [с , а]=Ь , 

т.е. эти элементы nорождают лишь трехмерную nодалгебру L. 

Предnоложим теnерь, что пара а 2 , ь 2 - не ортонормирована. 

Тогда опять, в силу леммы 1, получаем, что либо' [b 2, c 2] f. а 2 , 
либо [с 2, а 2 ] f, Ь 2 • Предnоложим сначала, что [с 2, а 2] f. ь 2. 
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Тогда элементы а, Ь, с, [а, с] линейно независимы. Поэтому 
подалгебра, порожденная элементами а и Ь, имеет размерность 

не менее четырех. Ли~о эта подалгебра совпадает с L, либо 
имеет один из видов: 

11 А 1 • А 2 , где А lc - двумерные неабелевы подалгебры из L lc• 
2/ L1 t11 В 2 , В 1 е L2 , где В1с- одномерные подалгебры в Lk; 
31 L 1 е А 2 , А 1 • L 2, г де А 1с - двумерные неабелевы прдалгебры 

в L1c. 
Так как компонента элемента 

[ [ а, с] , [ а, Ь] ] 

в L1 равна -а 1 #О, то рассматриваемая подалгебра не 2-разре
wима, т . е. она не есть алгебра вида 1/ . Тройки а 1 ,ь 1 ,с 1 
и а2, Ь2,с2 линейно независимы. Поэтому, если наwа подалгебра 
содержит хоть одну из компонент L 1с 1 k = 1 , 2/, то она содержит 
и другую, т.е. она не является алгеброй видов 2/ и 3/ и, следо
вательно, совпадает с L . 

Аналогично мы можем поступить, если [ Ь 2, с 2 ] # а 2 • Тут чет
верка а, Ь, с, [ Ь, с ] линейно независима и также [ [а, с] ,[а, Ь]] 1:
.J О. Предложение докаЗано*. 

Автор считает своИм приятным долгом поблагодарить 
В.Г.Кадыwевского за инициирование этой работы. 
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Лебеденка В.М. 

Системы образующих комnлексной алгебры Ли группы Лоренца , 
состоящие из двух элементов 

PS·-83-331 

Дается описание всех пар элементов, nорождаощих /в смысле nрименения 
линейных оnераций и оnерации коммутирования/ комnлексную оболочку алгебры 
Ли группы Лоренца. Настоящая работа может быт~ полезной физикам-теоретикам. 

Работа выnолнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 

С~ение Об~единенного института ~ернwх исследований. Дубна 1983 
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Geneгating System of Complex Lee Algebгa of Loгenz Gгoup whlch 
Conslst of Two Elements 

PS-83-331 

AIJ palrs of elements whlch generate (ln the sence of employlng linear 
operations and the commutatlon operation) comp1ex cover of Lee algebra 
of Lorentz group are descrlbed. 

The lnvestlgatlon has been performed at the LaЬoratory of Theoretical 
Physlcs, JINR. 

Commun lcation of the Joint lnstitute fог Nuclear Reseaгch, Dubna 1983 
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