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В настоящее время хорошо изучена 1 1 / и нашла широкое практи­
ческое применение /например, / 2 • 3/ 1 техника сглаженной сплайн­
интерполя~ии. Однако решение многих практических задач /см., 
например, 4 •51;, по-видимому, может быть улучшено, если этот 
аппарат обосновать на случай, когда сама функция и ее аргумент 

являются случайными переменными. Но при этом возникает само­

стоятельная задача по изучению свойств оценок параметров ре­

гресс ионных моделей, учитывающих названный фактор случайности. 

Следует отметить, ЧТО большую практическую ценность при этом 
представляет материал, собранный и обобщенный авторами 161. 

В настоящей работе приводятся лишь результаты исследований 

по линейным регрессионным моделям, которые являются дополнением, 

и, на наш взгляд, некоторым обобщением результатов / 7 /. этот ре­
зультат также восполнит его отсутствие в / 6 / . 

Рассматриваем случайный процесс 

У = у(х) /1/ 

со случайными переменными х и у. Пусть для этого процесса /1/ 
дана выборка, состоящая из n групп выборочных значений перемен­
ных х и у , причем каждая группа содержит Pi значений: 

(х11' х 1 2 ' ... х1р1) ..... ~ (х 1, х 2 , ... , х ) n n npn 
/2/ 

(у11' у12 .... у1р1) ..... , (у1,у2, ... ,у) n n npn 

Для аппроксимации случайного процесса /1/ при заданной вы­
борке /2/ рассматривается следующая линейная модель: 

1/i = {3
0 

+ {3 1 (lli - р:), i = l(l)n. 

Здесь 

1 
р. 

! Р . 
i = 1 1 

n 

~ pi lli 
i = 1 

Задача состоит в определении коэффициентов /параметров/ 

/3/ 

/4/ 

{3 0 , {3 1 , ~'-i (i = l(l)n) модели /3/ ,удовлетворяющих максимуму функции 
правдаподобия испытываемой выборки' /2/. Для нормально распреде-
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ленных случайных величин функция правдеподобия имеет вид: 

n 

~ = (21Та а ..j1-p2 ) 
1.1 JJ 1.!11 

где 

- I. Р · 
i=1 

1 

1 
ехр[-

2 
ф(X,y,'I•Jl)], 

2(1-Р. ) 
I.!V 

/5/ 

ф(х, у, '1• Jl) = 
Р · i I.

1 

[(yij-'li )2_ 2 Р (Yij-'li)(xiГ!li)+(xiГ!li)2]. 
i=1 j=1 а11 IW а11 ац au 

!6! 
Предположим, что коэффициенты а и , а 11 , а uv постоянны и заданы. 

Нетрудно видеть, что параметры {3 1 , {3 0 , !li (i=1(1)n) ,при которых 

достигается максимум функции fu~. удовлетворяют следующей ·су­
щественно нелинейной системе уравнений: 

n - Р u.va v -
I. р. [ (у . - 7j . ) + ( !l . - х . ) ] = о' 

i =1 1 1 1 а~ 1 1 

n _ р а 

I р . [ <У . - 7j . ) _ ...:..JUI___,I1_ сх . - !l . ) н !l . - ii) = о . 
i= 1 1 1 1 au 1 1 1 

av 

(у i - 7j i ) - р uv а v ( х. - 1.1 . ) {31 - а и р ЩL_ = О • 
au 1 1 ~ 

{31 - а Plll' 
1.1 

171 

/8/ 

/9/ 

Будем искать решение системы /7/-/9/ в естественном предположе­
нии, ЧТО 

n 
I р.(х . - ~.~ . )=о, 

i = 1 1 1 1 
/10/ 

n -
I. р. (у . - '1· ) = о. 

i = 1 1 1 1 
/111 

Здесь и в дальнейшем 

1 Pj 1 Р · 
х. =- I. х . . ; У; =- у у .. ; i = 1(1)n, 

1 Р; j=1 1
) Р; j=1 1

) 

- 1 n - · 1 n 

х = { I. р. х . ; у = :и I. р . у . • 
i="1 1 1 

i ~1 pi 
i = 1 1 1 

2 
i = 1 Р; 

Из условий /10/ и /11/ следует, что 

!l 

n 1 
-т-- I. р. jl • : х 

I. р. i = 1 1 1 

i=1 1 

1 n -
f3o = -т-- I. р.у . 

I. р. i=1 1 1 

i= 1 1 

у • 

Несложным преобразованием уравнения /8/-/9/ можно переписать 
в виде: 

где 

{31"' 

!l; 

n 

I. р.[у . -f30 -a1 (x. -".)]'·· . -x) 
n = 1 1 1 1 r1 '1-' 1 

n 2 
I. р. (Jl . - х) 
i=l 1 1 

У; - {3
0

- а1 (ii _ Х) fЗ1- а2 
х + {3 1- al 

{3 
{3l-a2 

1 -а---= 
l f31- а1 

i = 1(1) n, 

р а 

al =-а~. 
au , а2 

а 
JJ 

а u р u.v 

Уравнения /12/-/13/ можно переписать так: 

f3I = al + 

!li х + 

n 

I. PiLY; - {30 - а1 (ii -i)]{s.ti- i) 
i=l 

1[ - 2 
I. P.(Jl. -х) 

i= l 1 1 

({31- aiHY;- f3o- "1 (х i -i)]- "1(xi -i)(иl- "2) 

2 "v 2 2 ({3 1- 0 1) + (-) (1 - Р. • \ 
(1 • .." 

ll 

/12/ 

/13/ 

/14/ 

/15/ 
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Пусть 

а i = у i - f3 о - а1 ( х~ - х) • 

bi = -a1(xi -х)(а1- а2). 

Тогда 

p..-i=p..-ii= 
1 1 

({31 - а1 )ai + bi 

2 av 2 2 
({3 1- al) + <-;-) (l- PuJ 

и. 

Подставляя выражения lli - ·Х в уравнение /14/ и обозначая {3 1 - а1 

через f3 , получим: 

n 
I. Р. а. 

1 1 

f31 - а1 
f3 =i-=_1 __ ,.., 

n ----
. I. Р. (f3ai +bi 2 
1=1 1 2 2) f3 + d 

d2 
а 2 2 2 
(~) (1-puv)=a1a2-a1' 
а и 

Отсюда 

2 2 n n 2 
({3 + d ) I. р. а. ({3 а. + Ь.) = f3 I. р. ({3 а . + Ь . ) 

i=1 1 1 1 1 i=1 1 1 1 

Нетрудно видеть, что 

n n 
I. р . а.= I. р.Ь . =0. 

i= 1 1 1 i= 1 1 1 

Следовательно, 

с{3 2 + (Ь - ad 2){3 - cd
2 о.· 

/16/ 

где 

а 

n 2 n- - _2 
I. р . а . = I. р . (у . - f3 0 - а 1 ( х . - х )) , 

i = 1 1 1 i= 1 1 1 1 

4 

i 

2 2 2 
а = а + а 1 а - 2а1 а , 

у х ху 

2 n - ) 2 
а = I. Р · (у · - f3o • 
у i .=1 1 1 

n 
2 - - 2 а = I. р . (х . - х), 
х i = 1 1 l 

n 

а = I. р.(у. -f3o)(i. -х); 
ху i= 1 1 1 1 

n 2 
Ь=I.р.ь. 

i= 1 1 1 

n _ _ ]2 
I. р . (-а1 (х . -х)(а 1 -а 2 ) = 

i= 1 1 1 

ь 
2 2 2 

а1(а1-а2) ах 

n n 

с = I. р . а.ь . =- I.p.(y . -f3 0 -a 1 (i . -x)(a 1 - u2)) 
i= 1 1 1 1 i= 1 1 1 1 

/16.1/ 

/16.2/ 

n n 2, 
=-a1(al-a2)[ · I.1p.(y. -f3oXx.-X)-al I.p . (i .-i)J, 1 = 1 1 1 i=1 1 1 

с =-а1 (а 1 -а2 )(аху- а1 а;). /16.3/ 

Таким образом, определяя f3 из /16/ и подставляя его в /15/, по-
лучим р. . (i = 1(1)n). Следует заметить, что рассмотренный выше 

1 
метод оценки параметров модели /3/ имеет один недостаток, со-

стоящий в том, что параметры {31 , р. i определяются неединствен­
ным образом, т.к. уравнение /16/ имеет два корня. Это nриводит 
к тому, что нужно nроверить, какой набор доставляет максимум 

функции nравдаподобия /5/. 

Ниже предложен итерационный nроцесс, nозволяющий найти пара­

метры {3 1 , р. i (i = 1(1) n) единственным образом. Приближенные зна­
чения для р.. и {3 1 на каждом шаге итерации вычисляются по фор-1 
мулам: 

р.. (1) = х . • i = 1(1)n ; 
1 1 
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ш 

Yi - f3o - и1 (х i - ji(k)) f31 (k) -и2 
JLi (k + 1) = jl(k) + "f31(k)- и1 

• i = 1(1)n; 1 1 7. 1 1 

n 

{31 (k)- и2 
{31 (k) 

/17/ 

{31 (k) = и1 

~ Р о [?" о - {3 0 - и1 (i о 0 - ji(k)] (JL о (k) - ji(k)) 
i = 1 1 1 1 1 - /.1 7 . 2/ + • k - 1,2, ... 

:f Р о (JL o (k) - р. (k))
2 

i=1 1 1 

где 

ji (k) = 1 ~ р о JL о (k) • 
n о 1 1 1 
~ р о 1= 

i=l 1 

Теорема 1. 

Если итерационный процесс /17/ сходится, то он сходится к ре­

шению системы /14/-/25/, причем для всех k ~ 1: 

j:i (k) = ,l = i. 

т .е. 1.1 i (k '!' 1) и {3 1 (k)могут быть вычислены по формулам: 

l.li(1)=Xi, i=1(1)n; 

где 

JLi (k + 1) = х + yi - f3o- иl(ii -i)R 
f3I(k)-иR ; i=1(1)n; 

1 

n -
~ р о [ у о - {30 - и 1 (i' о - i) ]( JL о (k) - i') 

о 1 1 1 1 1 
{31(k)=иl + 1= n -0 2 

~ р о(/.! о (k) - х) 
i= 1 1 1 

{31 (k) - и2 
R=----

{3 1 (k) - и1 
k = 1,2, .... 

Доказательство 

/18/ 

/19/ 

Пусть JL i и {31 - предел последовательности 1171, тогда, пере­
ходя к пределу в выражениях 1 1 7. 1./ и 1 17. 2/, получим уравнения 

6 

/14/ и /15/, т.е. ILi и {31 - решение этой систеМЫ. Равенство /18/ 
будем доказывать по индукции. Для k = 1 это верно, так как 

1.1 i (1) = ii (i = 1(1)n ), 

Пусть оно верно для k > 1. Докажем, что оно верно и о для k + 1. 
Умножая обе части выражения /17.1/ на pi и суммируя по i от 

1 до n, получим 

n 

n n о ~ ро[у : -{3 0 .-и 1 (х о -,l(k))R] 
~ ( ) - ) ~ 1=1 1 1 1 ~ Ро JL о k + 1 = JL (k ~ р о + ..;__..;;,._ _________ _ 

i = 1 1 1 i = I 1 {3 1 (k) - и 1 R 

n n 
~ Р i <У i - f3 0 ) - и 1R ~ Р о (Х о -ji(k)) 

i = 1 i =1 1 1 n 

= ji(k) ~ р о + 
i = 1 1 

{3 1 (k) '- и1 R 

В силу условий /10/ и /11/ и предположения по индукции j:i(k)=x, 
имеем 

. n 

~ р о (у о - {3
0

) =о, 
i = 1 1 1 

n ~ 

~ Ро (i' о - ,l'(k)) = ~ р о (i о - i') = о. 
i = 1 1 1 i = 1 1 1 

Следовательно, 

n n n 
~ р о IL o(k + 1) = j:i (k) ! р о = jl (k + 1) ~ р о • 

i = 1 1 1 i = 1 1 i =' 1 1 

Теорема доказана. 

Теорема 2 

Итерационны~1 процесс 119/ сходится к одному из двух решений 
системы /8/-/9/. 

Доказательство 

Пусть "'i (k') = lli (k) - i, k = 1,2, ... · Тогда 

"'о (k + 1) = а i f3 (k) + Ь i 
1 f3 \k) +и 

/20/ 

7 



где ai , bi , и .- определенные выше параметры. 

(L) i (1) = х i - х • 

n 

/З(k)= i;lpiaicui (k) 
n 

/21/ 

}; р 2 
i=l i cui(k) 

Отсюда 

n а . f3 (k -1) + Ь. }; р . а. ( 1 1 ) 
1 1 2 

/3(k)= i=l f3 (k-1) + и 

~ p.(ai{З(k-1) + bi/ 
i = 1 1 /32 (k -1) +и 

n 

k = 2,3 .... /22/ 

}; р . а . си . (1) 
f3 (1) = i = 1 1 1 1 

n 2 
}; р . (L) . (1) 

i=l 1 1 

1231 

Нетрудно видеть· , что последовательность {3 (k) можно рассматри­
вать отдельно от последовательности си i .(k), при этом · обе они схо­
дятся или не сходятся одновременно и их пределы удовлетворяют 
соотношению 

а . fЗ + Ь. 
си . = 1 1 

1 /3 2 + и / 24/ 

Здесь си i = fim си i (k), {3 = fim f3 (k). 
k -. .co k-+oo 

Таким образом, достаточно найти предел /3 последовательности 
/22/ и затем по формуле /24/ вычислить предел последовательно­сти Шj(k), 

Будем рассматривать последовательности /3(k) с произвольным 
начальным значением /3 (1). 

Заметим, что если ai , bi - таковы, что существуют хотя бы 
два номера f и m такие, что 

Ье bm 
-;,-. /25/ а е а т 

то при всех z ~;;; ( - оо , + оо) имеет место следующее неравенство: 
n 2 

}; р . (а . z + Ь . ) > О 
i= 1 1 1 1 

8 

или 

az
2 

+ 2cz+b > О, /26/ 

где а, Ь, с определены выше. 

Действительно, если это не так, то существуют два значения 
z 1 и z 2 ,такие, что 

а z 2 + 2 с z + Ь = О ~ · = 1,2, 
а а · 

или 

n 2 
I р . (а . z + Ь . ) = О. 

i= 1 1 1 а 1 

Отсюда 

и 

а . z + ·. ь . 
1 а 1 

bj 
za = -~ 

о, v i 1(1)n 

bf bm -- =--. 
ае am 

что противоречит условию /25/. 

/ 

Последовательность {З(k) из /22/ можно переписать в следующем 
виде: 

2 
/3(k+ l)= (/3 (k)+иXaf3(k)+C), 

а{З 2(k) + 2cf3(k)+ Ь 
k = 1,2, .... /27/ 

где а, Ь, с определены из /16.1/-/16.3/. 
· Из последнего выражения /27/ можно получить 

2 
{З(k +О= {З(k)+ -с/3 (k)+ (аи- Ь){З(k) +Си , k= 1,2, .... 

2 
а{З (k) + 2cf3 (k) + Ь 

/28/ 

Имеет место следующая 

Теорема 3 

Пусть заданная выборка для случайных величин х и у(2) такова, 

что имеет место неравенство /25/. Тогда: 
1 • Если с> О, то последовательность /3 (k) сходится к положи­

тельному корню уравнения /16/ только тогда, когда начальное при­
ближение {3(1) больше отрицательного корня этого уравнения /16/. 

9 



2. Если с < О,то nоследовательность J3(k) сходится к отрица­
тельному корню уравнения 1 Т6/ только тогда, .когда начальное 
nриближение ~(1) меньше, чем положительный корень указанного 
уравнения· /16/. 

где 

Доказательство 

Пусть с > О, iJ1 - отрицательный корень уравнения /16/, 
~2 - nоложительный корень уравнения /16/: 

ф 1 (~а)=О: а=1,2, 

2 
ф 1 (z)=-CZ + (aa-b)Z + Ca, 

Пусть 

<) 

ф2 (z) = а z- + 2cz + Ь, 

тогда 

~(k + 1) = ~(k) + ф 1 (~(k)) 
ф2 ~ (k)) 

Пусть ~(1) > i3 1• Если {3(1) < {32 , то ф 1 ~(1)) > 0 и, следовательно, 

. ф1~(1)) -
~ (2) = ~ (1) + > ~ (1) > ~ 1. 

ф2 ~(2)) 

Если же ~(1) > ~2 .то ф 1 (~(1)) < О, и 

~(2)=~(1)+ фl~(l)) < ~(1). 
ф2 ~ (1)) 

Однако ~(2) >ff1• Действительно, 

~ (2) = ~ (1) + ф] ~(1)) 
ф2(~(1)) = 

Покажем, что 

..;.( ~:....._;2 (;.,.;1)_+~а,:_..;Х,.:.а~~(:...1 ):...+_с > 0 > 
ф2 (~ (1)) . 

~ (k) > ~1 • k = 1,2, ••• 

pl. 

/29/ 

При k = 1 неравенство /29/ верно. Пусть оно верно для k = m;;::, 1. 
Докажем, что оно верно и для k = m + 1 : 

10 

Пусть ~(m)<~2 • тогда 

~(m+ 1)=~ ~m)+ ~12~~~~~ > ~(m) > ~ 1 , 
- : -

так как ф 1 ~(m)) > 0, (~ 1 < ~(m) < ~2 ). 
Если ~(m) > ~~.то ~(m) > О,и, значит, 

2 
а( 1)_(~(m) + a)(a~(m)+C) 0 а 
,..,m+ - > > ,..,! . 

Ф2<mm)) 

Неравенство /29/ доказано. 
Докажем теперь, что nоследовательность ~(k),оnределенная 

по формуле /27/ или /28/, ограничена, т.е. существует такая по­
стоянная М > О, что 

~(k) < M, Vk = 1,2, ... 

Допустим,_что это неверно, т . е. существует такой номер m, что 
~ (k) > М > ~2 для всех k > m или ~ (m) ::;: M, а {3 (k) > М, v k > m. 
Имеем 

M < {3(m + 1)={3(m) + -~{3 (m~ < М_ I Ф2 ( {3 (m))! < М 
ф 2~(m))- ф2({3 (m)) , 

что противоречит предnоложению от противного . Таким образом мы 

доказали~ что nоследовательно {3(k) равномерно ограничена 
и {3 (k) > ~ 1 .По принциnу Больца~о-Вейерwтрасса, эта nоследователь­
ность · имеет в области {3(~ > {3 1 хотя бы один частичный предел {3, 
т.е . существует nодnоследовательность {3(kp) такая, что 

fim {3(kp) = {3 
k _, 00 
р 

и 
{3 = {3 + фl ~) 

ф2 ~) 

Это значит, что {3-реwение уравнения ./16/ : 

ф (z) = О, z = ·R • 

Но так как в области z > {3 1 уравнение 116/ имеет только один 
положительный корень, то он таким образом является пределом 

nоследовательности {3(k). Теперь предположим, что {3(1)< {31 • По-
ка~ем, что nоследовательность {3(k) расходится. Для этого дока-
жем, что последовательность {3(k) бесконечно убывает: 

{3 1 > {3 (1) > {3 (2) > .. .. .. > {3 (k) > {3 (k + 1) > ... 

Действительно, если {3 1 > {3 (1) > •••••• > {3 (k), то 

ll 



f3 (k' + 1) = f3 (k) + ф1 ({3 (k)) 
ф2 ({3(k)) 

f3 (k) - < f3 (k). 

так как Ф1 ({3 (k)) < О. 
Первое утверждение доказано. 

2. Второе утверждение доказывается аналогичным путем, поэто­
му мы доказательства не проводим. 

Следствие . 

Последовательность {3(k) с начальным приближением /22/ схо­
дится к положительному решению, если с > О, и к отрицательному , 
если с < О. 
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