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В работах z 1 * 2 ' исследуются оптимальные численные нетоды реше
ния гвпербожвчесивх уравнении. Оптимальность понимается в следующем 
смысле. Яра счете разрывных решений важно, чтобы ширина зоны "раз-
нывавая" взолироланного разрыва была как можно уже. Для схем поряд
ка точности <\ вирина зоны "размывания" изолированного разрыва -

Qlkr <••«• ) / 3 / - / 5 / 1 B вдвадв хотелось бы имей численные методы, 
"размывающие" изолированный разрыв ва конечное число точек: 
ЬУ(п)*0(4), ti'tn. Кроме того, известно, что функции из С* по 
значениям в узлах сетка с нагом к могут быть восстановлены с точ
ностью Oik"**), Отсюда возникает естественное желание иметь чис
ленные методы с погрешностью 0(к"**) на ревениях из С* . Уда
лось построить методы, обладающие свойствами, близкими к оптималь
ным. Для простейшего гиперболического уравнения Ut + UfO рассмат
ривается класс явных разностных схем максимального нечетного поряд
ка точности, написанных по несимметричному четному набору точек 

UT - £ < Ц С » , »-о,±«, « , 
Ь-к 

Эти схемы устойчивы в С / б * 7 / при естественном ограничении на от
ношение шагов сетки \st/h i 4 . Ширина зоны "размывания" изолирован
ного разрыва 

иГМ»0(к'фк) , лт*£. 

1 



Величина погромов» аа решениях as c £ 

Е(к).0(к"*л-"/гк>) , wet i. 

Доказано ' 1 , г ' , что пра к « 4 At h" 

itrou-flfAtA"^, £(n,)=0(k""tiH.kk->)> пхц. 

Тагам образом, чтобы уменьшить ширину зоны "размывания" изолирован
ного разрыва до О (& к'1) , нужно с уменьшением шага сетки увели
чивать порядок точности схемы по логарифмическому закону. Желатель
но перенести полученные результаты на случай переменных коэффициен
тов. В работах / ° _ 1 ° / , на которые обычно ссыхаются авторы при обсуж
дении устойчивости в случае переменных коэффициентов, речь идет об 
устойчивости в Lz . В предлагаемой работе исследуется устойчивость 
в С . Рассматривается ( I ) , аппроксимирующая гиперболическое уравне
ние М * * 1 , ( * > и х " ' \ > f'^fto/k . Предполагается, что fix) непрерывно 
дифференцируемая и If'MHC, x c « , Интересно было бы рассмотреть 
случай липшиц-нвпрерывных р(х). В дальнейшем предполагается также 
последовать случай к-fcfctA."1. в предлагаемой работе для этого случая 
установлена равномерная по п. оценка разноотной функции Грина 

Ранее Z 1 » 2 / такая оценка была установлена для л »£ * . 
Итак, исследуется устойчивость в С в олучае переменных коэф

фициентов. Введем в рассмотрение оператор перехода от слоя к сдою 6. 
6 преобразует последовательность 

•Ми:,!*;. <*.-! 
в последовательность v по формулам (I), где 

at-a.tGh), у«гр(х>/А. 
Предполагается, что ту * ̂* *^ • Роженме (I) может быть представлено 
в виде аатеграха от резольвенты: 

г 
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Контур Г охватывает все точки спектра оператора В- , особые точ
ка резольвенты (6--ш1)~*. нам потребуется явный жид резольвенты. 
Задача сводится к ранению системы обыкновенных разноотннх уравнении 
о параметром z : *£_ я Ok) (L)tt * 1 Й , +ft . 

t*-K 
Сделав замену переменных 

получаем одноиаговув формулу 

oU(i,i) - резольвентная матрица: 

> Uj-if»«J* , 

Л*,*) . 

•«-«.« * м •«С* Го.-*), 

I 

О 

О 

а а. м 

О о 

«J* Ь ш « Ц ^ * » О , . . . . О)* , и. г 

«//(*/> > - аналитическая функция н, V . Дня каждого фиксированного 
>> при {/2l*ijfl{l«-<'>$ J спектр Jl(*,1) разбивается на два 
непересекающихся подмножества « 1 < 1 и 1<1>1. И,согласно теореме 
Т.Каю Z 1 1 ^, определено аналитическое по г, у преобразование подо
бия, которое приводи Uf(i,$) к блочному виду: 

wHoD'M**"* w>*~\ 
Ut(&,*) имеет собственное значение, равное единице. Соответственно 

при lz-i\*S определено аналитическое преобразование подобия, ко
торое приводит Jl(i,i) к такому виду: 

А' О 011 
ТЛЯ = г о 

о в 
ИрА']**, *«>« , * » * £Г 
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зеог>. е*р {-i J - -£*г f*'+ о(***")} , 

£ W - обратная функция характеристического многочлена 

В обоих случаях Т,Т~1 - аналитические функция г, у . П о предпо
ложены , Ц(х) - аепрорнвао дифференцируемая функция • Ifi \ 4 t>. 
Отовда следует, что 

Чтобы получить ямки м д реаолментн, сделаем еще одну аамену цере
монных 

В обоих рассмотренных мше случаях роаохмеигкая матрица преобраау-
ется к хиду 

..(*. .J j ? i^w**,i«>e»j>e-,>«, /*iw. 
?еаожмеятяое ураимпв принимает и д 

(2) 

Рммие системы 

может быть мшисано ж явной виде 

* / = 1L A*Ai.< ... А«.,м f i , . , )* , ъ - • • • - - - - . W 
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*!--%&-;в;1 ... B;:t(rbJ. 
Здесь W* , &/ - соответственно верхние к и нижние <-•) компо
ненты вектора W* . При { / z i » i j n { l z -« l>£} ати ряды экспоненци
ально сходятся.используя (*) в качестве начального приближения, ме-
тодои простых итераций можно получить реиение резольвентной систе
мы ( 2 ) . В самом деле, рассмотрим итерационный процесс 

\ВГ\ о 0 , tf» -решение ( 3 ) , 4 » - * » . 

Последующие приращения at » 1 « ) - * ) удовлетворяю системе 

^(^К-*^-
(к-*) 

(5) 

Это система ( 3 ) , в которой правая часть Ъ§* заменена на А С* Д* 
Отсюда я из (4) следует оценка 

i^VlibkrnaxlC'l. 

Ряды, представляющие реиение (2), 
fcti(*J- ## + 4 * + 4 * + ... , (6) 

экспоненциально сходятся при %к<± , Итак, резольвента не имеет 
особенностей при /zl*i,**i. в качестве Г может быть ввята окруж
ность /zJ«l. Часть единичной окружности, расположенная вне /г-<1<£, 
может быть перетянута в дугу окружности радиуса, меньшего единицы. 
Интегралы по этой дуге экспоненциально малы при больиих п. . Оста
ется рассмотреть интегралы 

S i .ffr -el)'1 exp l(n*i)Y civ 
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Блок Ai содержит выделенное собственное значение *i>, Xad) = 1 
Соответственно в (*) выделяются ряды 

Мноотелян под знаком сушш отвечают интегралы 

-S 

После замены 

ас,, щ {- jj- - ^ у" • © ̂ f w > } - «„ a,,, 
получаем , 

' -о" 
Известно'7'', что такие интегралы допускают оценку 

**- •« ВЧ I Р,*,1 * erf* U 1пМ) '""*• 6*Р - <* C V ) 

при / « - f e i t l » * » * , j« - 4 - / 4 п. . 

Если ^ фиксировано, что отвечает постоянному р , то 

^ Г . / Г * J * 8 равномерно по «• 

« 



Однако я рассматриваемом случае it меняется с изменением 3. 
Пояояяи Y» * "*л IJil, L~\ i^k-Q'i.ky, тогда 

U = 4-f}fl*4oft4-S*)~!l.n.+ n (t (*k-6'i.k)-t(ih~9'4k» = 
= 4«* (4 -4.)-fan +к'х fik)[8"(4-S*)+(6"-&')J.1nti. 

По предположению /•„' (x) ограничена. Положим 
Покта.х 1Х'Х(*>1=1 , n.t.to>A>0. 

Пря п.*п, J4 монотонно возрастает с ростом ь не медленнее, 
чем j Ci-i.i. Отсюда следует 

Иа последней оценкя я (4)-(6) получаем 

« а х / И?/* С « « * / Т л « , / • ( * • ? . <**>*> 4 

4С'так l-fi^c'max lU'tl . 
i i 

Устойчивое» в С дохаааяа. Пря к-Ипк mtJi((ifAi\yl5f8>"il), 
вообще говоря, может стремиться к единице, в этом случае требуется 
дополнительное исследование спектра резольвентной матрицы. 

Во второй части работы для К'бйьп. установлена равномер
ная по л оценка ' A I * fti At л . Рассматривается случай по
стоянных коэффициентов. Предполагается, что £*¥±ч . В работе / V 
установлена оценка 

Ц IГЛ|< бlKtKp(-Ant*/4K) t J."] , 

0<t<i, 3 . -me-x (±, АЛКТ*) , 
Л , UstfS. ft? (i + о (к'1)). 
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Для n.«t"* 1к э*а оценка является основной. Покажем, что при 
у<)Г<$ множитель к перед знаком экспоненты можно заменить на 
in. к . Тем самым для всех лги будет установлена оценка 
/I fr"ic s btbUk , в заключение будет показано, что эта оценка не 
улучжаема. 

Нножитель к перед знаком экспоненты дает первый член правой 
части (4) М 

J/""(«rtfi"*<**«$•*<*) е ч Ч £ + - ^ ) | -
-з/г I 

1г -Hi 

Постараемся его уничтожить, складывая с аналогичным членом в интег
рале по 3fa* I4I&X. по определению , 

RiVU,**)'AwS Ил"'4icoi(f-l)иdu.»^- • 

При jf < 1 < ^ <f. > А и 

На отрезке [ з Д , ^, ] 

Так как Ц " г I < <7 , 

lc«4(r- i )«f />l«»f!T-i ) / l . 
Отсюда следует, что если 

|*ДЛи"" ' '£*М1Г-*)«М> lj"//« , той 
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Следовательно, в любом случае /? /> l j ' l /2 . Отдельно рассматриваем 
I / U К* и / j l > K * . 

Так как UA(>fo/2) близок к нулю, нам потребуются некоторые спе
циальные оценки. Справедливы соотношения: 

0 

о 

Jo 

Напомним, ч ю tf 4 x t I Ц-ij < v . 

(/*/*/* У**-i.fU(i-b) +Xlm-Im*~lRt (1-**-

Функции fit и I m монотонно воврастают с ростом \f - При малых 
f YM)*0 . Коли же при каком-то if Р'ЛрЬО , то далее у ' > 0 
и, следовательно, у монотонно возрастает. Мы знаем, что 
!Flx)*ootyx(i+e(K~h)7гах что 
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и график If (if) l имеет вид 

Icospcl '—zrv 

* «f. ** 

Если R**</k , to 

U - *e - Im • ty /f-jcl? I > i , соответственно 

Справедлива оценка: если /?ei <J4 , to 

Если же при некоторой '/ Ие^=ц , то для всех / > у 

Для дальнейшего потребуется 
*/* 
Siin."4udu,~Jnr(4 + 0(K-b). 
о ' 

К (8) применяем (9), в результате получаем, что 

"2. 1Э*И1е*к.ехр(-*.Л1:*/гк), 

О) 
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Далее оцениваем Я» , Ц\ж*. 

Нижняя подстановка в первои слагаемом уничтожается с первым членом 
в ( 7 ) . Результат верхней подстановки легко оценивается сверху: 

^ Г . (lir1)&p(-nsinp/tifK)iJTjiexp(~nsinfx/zfi?)<-£-l . 
fjl>K' 

При оценке оставшихся слагаемых используются соотноаения: 

1Г1<спАкмп*:'1$см% t 

\У\<сп.Акг11пгк'г!£с<Аг$ , 

jI^iexpC-nAsinf'f/M) 

Второе слагаемое допускает оценку 

С помощью (9) оцениваем последнее слагаемое 

Е * . П . • Plf* I n i l I ' iT^M^Iff, 
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'\ГлА£Г* ^hfrin, 

Остается оценить интеграш по l<ft*f.. Напомним, что при l<fl*f. 

\1*<.<Г)\&е.хр (-пмсп-хх/гп?), (1С) 

а при К1»1> }. & ( £ ) - £ , 

Цл(Ч)14ехр(-сп) . 

Для п >к достаточно оценки (10): 

X Ш'спкекр-иве-ап1 *xp-c/niB. 

Если гик, поступаем следующим образом: 

* J (J^iiAtin'^texpLU-iH) ?""(*> е ч* Jf. 

Оцениваем второе слагаемое, интеграл: при у, * «f * f 

при lf&tf£X \$n(4)\iZ*P(-cn)t 

я 
(Ц1~')лА ыр (-cn)jХп*ч$d<f < ЦГ*> n exp (-en.). 
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Нааоашш, « о А *Мя)(Х $ О+0(к~*)). Том самым доказана оценка 

"21 \3i\it(UK)txp(-aisih.ix)fz{S). 
НКк 

•так, докаяаао, что ара воех if а , i<g<$, №п1*с1кЬА~\ 
Покажем, что « а оценка ве удушаема. Дхя ssoro оценим сунну моду
лей коо#|ацнмто> рамоствой схемы (I): 

+ 2— ' tc-t-(«-jr) / 

Испожмуя асангаонку / 1 2 / 

« ^ 

•учаек 

Известно / 1 3 / , что 

" , f f l ( X ft " In т.)- o.SifH ... 

Отсюда ояедует, что 

X lall > n t e n K 

l'-K 
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