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Геометрическая природа нелинейных эволюционных уравнений, 
интегрируемых методом обратной задачи рассеяния, исследова
лась в ряде работ/1*5/!.Хорошо известна, например, связь урав
нения синус-Гордона с внутренней геометрией псевдосферы. Ес
тественную геометрическую интерпретацию находит при этом ас
социированная линейная спектральная задача, необходимая для 
решения исходного нелинейного уравнения методом обратной за
дачи рассеяния. Кроме того, удается придать геометрический 
смысл преобразованиям Бэклунда'^и бесконечным сериям зако
нов сохранения '"К. 

Методы классической дифференциальной геометрии можно ис
пользовать и для получения новых нелинейных уравнений, допус
кающих представление Лакса. Для этого необходимо взять неко
торую поверхность и зафиксировать на ней криволинейную систе
му координат. Внутренняя геометрия поверхности в выбранной 
системе координат /т.е. ее метрический тензор/ будет опреде
ляться нелинейным уравнением в частных производных /уравнение 
Гаусса/. Конкретный вид этого уравнения зависит как от типа 
поверхности /сфера, псевдосфера, минимальная поверхность и 
т.д./, так и от выбранной координатной системы. Выписывая явно 
уравнения движения базиса на поверхности, получаем представ
ление Лакса для соответствующего нелинейного уравнения. 

В данной работе эта процедура будет проведена для сферы 
в трехмерном евклидовом пространстве с использованием криво
линейной системы координат, в которой координатными линиями 
являются семейства геодезических эллипсов и гипербол' 7 , 8' В ре
зультате будет получено новое нелинейное уравнение, не обсуж
давшееся в литературе, которое описывает внутреннюю геометрию 
сферы в выбранной системе координат /см. уравнение /12//. Для 
этого уравнения будет построена ассоциированная линейная спект
ральная задача в матрицах /3x3/, которая требуется в методе 
обратной задачи рассеяния''9, .. 

Рассмотрим сферу в обычном трехмерном евклидовом простран
стве 

t*8-R8, r*= rV.u 8). /1/ 
На поверхности сферы введем подвижный базис, образованный дву
мя касательными векторами f*i и f*t8 (f*j. ш 3j г*ш df/da , i-1,2) 
и единичной нормалью rt-f/R. Изменение этого базиса при движе
нии его начала по поверхности определяется метрическим тензо-
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ром поверхности g JI (u '.u2)-?^ и тензором второй квадратичной 
формы bjj (u1,!!8) с помощью деривационных формул У 1 1 /Гаусса 

V,r* t l-b u«r /2/ 
и Вейнгартена 

д{п -- 2 Ь ц в ' ^ г ^ ; i.j.k.l! - 1.2. /3/ 
kC jk k 

Здесь g - тензор, обратный к gy :g tj g =^i,aVj означает 
ковариантное дифференцирование по отношению к метрическому 
тензору gy 

где Г* - символы Кристоффеля для g„': 

Мы рассмотрим на сфере такую параметризацию, в которой ко
ординатными линиями являются геодезические эллипсы и гипербо
лы "'квадрат элемента длины в этом случае имеет вид 

d s 3 , < » V + „ , « * У „ / 6 / 

sin8 9/2 cos 8 9/8 
В системе координат /6/ выбранный нами подвижный репер 

\т j,r 2, nl ортогональный, но не ортонормальный: г*| =(sin0/2)Е , 
г | «(совв/2)-8, г j r 8 =0. Тем не менее, именно такой базис ока
зывается удобным для введения спектрального параметра в полу
чаемое ниже представление Лакса. 

Возможность выбора системы координат /6/ на сфере доказы
вается в классических курсах дифференциальной геометрии /8-J2/.. 
Однако функция 0(иЛи 8) не может быть произвольной, она должна 
удовлетворять некоторому нелинейному дифференциальному уравне
нию в частных производных второго порядка. В дифференциальной 
геометрии вложенных многообразий / i S этим уравнением является 
уравнение Гаусса для двумерного риманова многообразия постоян
ной кривизны с метрикой /6/. 

Уравнение Гаусса возникает как условие совместности сис
темы линейных уравнений /2/, /3/, определяющих движение репе
ра lr,i •' 2» п' по поверхности. Выпишем в явном виде уравнения 
/2/, /3/. Для этого необходимо учесть, что в случае сферы 
вторая квадратичная форма пропорциональна первой 7 1 1'' 
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ъ»1 - -т«н - 4(««4>"2. ь « - i h u - ~j|-««.4> " 2 . R' 

Кр 

Ги —*,f вил r^-r8\=-^8.ctg^ f г£ — ФЛ-Ч*Ф. 

/7/ 

а символы Кристоффеля для метрики /6/ даются следующими выра
жениями: 

Г Л 'Ф,г •«***. rii - r8i B -*,i • t g^ г в -*,« 

Теперь уравнения /2/, /3/ принимают вид 

/8/ 

',•1 -U,J • К г ) • i-w. /9/ 
1° / \n 

где /3x3/ матрицы d определяются формулами: 
-Фл--*Кф ф2.<&в% -l.(Bto^rB 

О О _1̂  
R /10/ 

„2. 
-^ > g.ctg0 

0 

Ф,\ -ЧФ 

Ф , Я - - * * 
R Условие совместности линейных уравнений /9/ 

i.(oos0-8 В 0. 

а ' - а ' «[«и8 , й>4 »8 »1 /11/ 
сводится к следующему нелинейному уравнению гиперболического 
типа на функцию ф(их, и 8 ) : 

(*,1 -Ьгф),1^Ф,2 -<&2Ф),Я -•R%-(eln20)"1'.. /12/ 
В дифференциальной геометрий''1''уравнение / 1 1 / есть уравне

ние Гаусса 
R 1 8 1 8 " b l S * D 1 8 - b l l ' Ь 8 8 • 



где Rig иг" тензор кривизны Римана-Кристоффеля для метрики /6/. 
Уравнения Петерсона-Кодацци для сферы удовлетворяются тождест
венно, поэтому вместо трех условий совместности для линейной 
системы /9/ имеет место одно условие /12/. 

Если мы хотим использовать матрицы а> в /10/ для построе
ния линейной вспомогательной спектральной задачи, которая не
обходима для решения уравнения /12/ методом обратной задачи 
рассеяния"' , то в а1 надо внести зависимость от спектраль
ного параметра X. Для этого учтем тот факт, что нелинейное 
уравнение /12/ инвариантно относительно следующих преобразо
ваний: 

.1 Ли 1 - 1,2, R-> AR, ф + ф, /13/ 

где А - константа. Линейные уравнения /9/ неинвариантны при 
начинают завита ких заменах, в результате которых матрицы ш 

сеть от спектрального параметра А'.. 
Таким образом, нелинейному уравнению /12/. мы можем поста

вить в соответствие следующую линейную спектральную задачу: 
Эф 

да 
l~«n'(Aty, i.1,2. /\Ч 

где 0(u l,u 8) - функция-столбец с тремя компонентами, а матрицы 
О 1 (А) имеют вид 

ОЧА)-

-ф^СХ&ф Фл-*к'Ч ~ | ( s l n 0 ) - a 

-фг.*%ф Фг,-ЪФ 0 

' х - 1 

R 
0 0 

i 

-фг2-с^ф Ф,1-Ьф 0 

-Фл-ъЧ Ф,?ЬФ -\(ооафГ* 
0 €1 

~~т* 

0 

/15/ 

О 8 (А). 

Предложенный способ построения нелинейного уравнения, до
пускающего представление Лакса, очевидно, может быть применен 
и к другим поверхностям, отличным от сферы /например, минималь
ные поверхности, поверхности с постоянной средней кривизной 
и т.д./. 
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