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ВВЕДЕНИЕ 
Полисфероидальные функции введены в работе'17. Они возника­

ют при решении уравнения Гельмгольца в системах координат N -
мерных (N > 4) эллипсоидов или гиперболоидов вращения и являют­
ся ограниченными при всех действительных z решениями уравне­
ния 

[JL + J^ZJ^ttft±l}C.2SM ±- -2qcoS2Z ̂ Alps^z.qbO, /1/ 
gz% sin2z <?z 

где величины v , ц, q ,A предполагаются действительными, а 
z может принимать как действительные, так и чисто мнимые 

с 2 

значения. При этом q = — - — > 0 ; u , v > - l . 
4 -

При частных значениях параметров полисфероидальные функции 
используются при решении многих физических задач: задачи двух 
центров квантовой механики 2/, задачи трех тел с кулоновским 
взаимодействием '2-4/, задачи рассеяния и дифракции скалярных 
и электромагнитных волн на вытянутых или сжатых эллипсоидах 
вращения / 5" 7 /, задачи на собственные колебания применяемых 
в лазерах открытых резонаторов ''2.8-Ю.' и р Я д а Д Р у Г И Х /5,11-15/ 

Полисфероидальные периодические функции ps „ ̂  (z, q) явля­
ются ограниченными при всех действительных z и периодическими 
с периодом л решениями уравнения /1/. Аналитическое продолже­
ние функций ps^'P^z,q) в область чисто мнимых z обозначается 
через Ps^'/"(z,q) и называется модифицированной полисферои­
дальной периодической функцией 

Р в ^ (Z, q) - р в ^ (iz,q). 
Условие периодичности функций ps „•''' (z, q) приводит к огра­

ничению класса собственных значений X, а именно, к значениям 
А=А^'1' (q), соответствующим целочисленным п (п = ОД,2, ... ). 
При этом функция ps^'^ (z,q) имеет п нулей на промежутке 0<z.<-|-
и является целой функцией переменной z. . 

При1>=±1/2 или it =±1/2 функции psy'" (z,q) , Psy**' (z,q) 
выражаются через вытянутые или сплюснутые сфероидальные 
функции /2>ь.1в-19/> п р и v^ i/21 p- +1/2 -через функции 
Матье / 1 7 , 8°'',при ц = 0 , v =0,1,2....- через гиперсфероидальные 
/или обобщенные сфероидальные/ функции / 2' 1 5 , 2 1' 2*'. Другие част­
ные случаи, а также основные свойства функций ps'jj''" (z,q), 
Ps „''''(«.q) приведены в работе / 1 /. 
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данной работе получены асимптотические формулы для пол1 
эидальных периодических функций ps„,'/ (z,q), Ps('l,'i, (z,q) 

В 
сфероидальк— .._, „ „„. 
и их собственных значений л'^-^ (q) при c=2\JqUo с точностью 
до членов 0(с 1 0) и прис=2\/оГ»~/в случае \fc~- cosz= const / с точ­
ностью до членов 0(1/с4).Эти формулы представляют собой объе­
динение и нетривиальное обобщение асимптотических формул для 
вытянутых и сплюснутых сфероидальных и гиперсфероидальных 
функций на случай произвольных значений 1-,ц:--1. 

Все асимптотические формулы, полученные в работе, справед­
ливы для действительных q = c 2/4>0. Специального вывода соот­
ветствующих асимптотик при q<0 не требуется, поскольку функ­
ции Л^'^ (q), ps^''^(z,q), Ps*1'''̂  (z,q) удовлетворяют соотно-
шениям' l-

A (7 )(-q)=A^ ) (q), /2a/ 

ps<^> (z,-q) = (-1) n ps (^> <-« + i- , q) , /26/ 

VsSv#\z, -q)=ps^''/) (iz, - q ) . /2в/ 

1. АСИМПТОТИКА ПРИ с - О 
Для вывода асимптотических формул при с -»0 используем раз­

ложения для функций ps^'^ (z,q), Ps^'''' (z,q), полученные 
в работе / 1 /: 

p s ^ (z,q)= S A P("*'0 <-cos2z), / 3 a/ 
t v »>> р з ^ о . ф П . ' + ц + г) 

Ps(*'° (z. q) = A 0(cchz)" + ̂ + 1
 / 3 6 / 

y £ (-1)'Аг XfctiiiLLj (C.ch«). 
r=0 г

 r ! F(/< + 1) "+' 1 + 1 + ' г г 

где Р,' ' ' ' ' (х) - полиномы Якоби / 2 5 / , ^ ( c z ) - функции Бесселя 
первого рода ' 2 6 ' . Коэффициенты А , удовлетворяют рекуррентным 
соотношениям: 

u<^) ( q ) _ ^ . ! " . - . ^ , ) Д о - - ^ + 1 ^ + 1 ) . . д. =о, 

« А , +р А +}- А , - 0 , г= 1,2 
г г+1 г г г ' г г-1 

2 
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4q(i;+ г + 1)(цч- г +1) 
1 (v+ii+ 2r+2)(t ' + p + 2 r + 3) 

В = А (q) - 4 t ( r + i ' + ii + i) - ; 
' D . <̂  + t̂ +2г)(^ + ^ + 2г +2) 

-4q 4q-t-(r+I' + f') „ „ ^ ^ 
~~ *' -j Г = 2,3... 1 d'+fi+2) r (» + fj + 2r) d ' + Ц + 2r - 1) 

Если функции ps^'f" (z,q) нормированы условием 

V c o s 8 " 1 z s in 2 *" 1 z f p ^ (z ) ) a d 2 = П ^ п + 1 ) 1 > + п + 1) > 

0 " 2.(п!)(1'+ц+2п + 1)Г(|' + (<+п+1) 

то А 0 вычисляется из соотношения •* 

Г ^ + п+1)Г(^+п+1) ~ 2 r d ^ + r + D r ^ + r + l ) 
= 2 . А —• • — • . / о / 

alb+/1+ 2п+1)Г{1> + р+п+1) г=0 r t!(r+(i+2r+l)l'(i^n + r+l) 

Введем 

М = !!—« . b - у а , , а =/3 . / 7 / ч А . п-1 п л п-1 n n п-1 

Используя соотношения / V , получаем 

М " + 1 = Т ~ ^ • / 8 а / 

ап+1 М п + 2 
М =а S-. /86/ 

п + 1 " М п 

Вычитая /86/ из /8а/, приходим к уравнению, из которого 
можно найти собственные значения A(">W(q): 

b n + l „ b n „ 
- а + . =0. 

. bn+.a n , Ьд,-! / 9/ n + 1 ~ 1 I V±JL_ n_1 ' \ Г.... ±L n+ 8 a n —2 ' " о 
an+3 a 0 

Представим A1'''* (q) при q = — -> 0 в виде n 4 
A V^ ( "T } = d 0 + d 2 c 8 + *У + d 6 c 6 + d 8 ° 8 + °t° 1 0 ) • /Ю/ 

где d " - не зависящие от о числа. 



Подставляя выражение /10 / в / 9 / и приравнивая члены с оди­
наковыми степенями с, получаем: 

dJ5 = 4n(n + v+p +1). п = 0,1,2,... ; 

d*= i f e f e r d< " D t ! d e . - D i B « : d8 = - V B ? - V ; 

a; , ( - 2 - " 8 ) . . . i A . . . : 
2(e+/z + 2n)(i>+/i + 2n + 2) 

d"=D -D , ; d° = -D В +D ,B . ; 4 n n+1 6 n n n+1 n+1 

d" = D ( B a - C ) - D ^ ( B ^ . - C ) , n=1.2,.... ; 8 n n n n+1 n + 1 n 
/ 1 1 / 

„ „ n(n + P + U )(n+f)(n+u) 
D =0; D = !—^ !- , n = l , 2 , . . . : 

n 4(^ + /*+2n) 3 ((i' + /i + 2 n ) 2 - l ) 

В = 2 U - M ) . c „ ( P l - D 2) . 
1 (*/+/i+8X"+ft+ 4) ' * 4(v + //+2) 

B n = - < " ' - ? ' > , „ = 2 . 3 , 
8<* +м + 2n) 2 ((v + ц +' 2n)2-4) 

(D -D Л (̂  + /1 + 2п-2)0 . 
c n = — _ n — z ± L -*гА , n = 2,3... ; 

4{v+p + 2n) 8(t- + ̂ +2n)(^ + /i + 2n- l ) 

x (D„ + i -D B ) (v+,* + 2 n + 4 ) D n + a 

С = , n = 0,1,2 
n 4(v +/t + 2n + 2) 8(v + fi+ 2n + 3)(f+p + 2n + 2) 

Из этих формул следует: 
в случае v = -1 /2 , ji = m =0,1,2 (. = m + 2n выражение для 

A n ( • % - ) + f W l ) - % r ПРИ о - 0 с точностью до членов 0 ( с 1 0 ) 
совпадает с асимптотическим выражением для константы разделе­
ния Л ^ (с) прис-»0 четных вытянутых сфероидальных функций / Я 7 / ; 

в случае ^=+1/2 , ц=т=0,1,2 t =m+2n+l выражение для 
An' ( ~ ) + (ft+l)(fi+2) -—— прис-*0 с точностью до членов 
0 ( с 1 0 ) совпадает с асимптотическим выражением для константы 
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разделения Л j> (с) при с-»0 нечетных вытянутых сфероидальных 
функций ' 8 7' : 

в случае //= -1/2, г = т = 0,1,2,.... I =m+2n выражение 
для Лц (— Ь с(и-1)+-~ при с-»0 с точностью до членов 0(с 1 0) 
совпадает с асимптотическим выражением для константы разделе­
ния А .(с) при с-»0 четных сплюснутых сфероидальных функ-
ции'4'-; 

в случае /t=+l/2, у = m=0,l,2,.... I = m+2n+l выражение для 
А„' 4 (—)+(w-l)(i>+2)+-£—при с-«0 с точностью до членов 0(c 1 D ) 
совпадает с асимптотическим выражением для константы разделе­
ния ^ тр(с) при с-»0 нечетных сплюснутых сфероидальных функ-
ции 4 Т Г ; 2 

в случае jx=0 , v =N=0,1,2,... выражение для А "^ (-£-) -
I Q 2 

- d ' + — ) d ' + — ) - — при с-*0 совпадает с асимптотическим выраже-
2 2 2 

нием для константы разделения x N n (°) при с-*° гиперсферои­
дальных /или обобщенных сфероидальных/ функций, представлен­
ном в работе / 2 4 /с точностью до членов 0(с 4). 

Коэффициенты А г при с-» 0 можно вычислить, полагая 
А = 2 с 2 1А* , г =/ п ; А = 1. /12/ 
г i = 1 г п 

Подставим /12/ в разложение /За/ и используем при этом соот­
ношения / V и /10/-/11/. Получаем при i=l,8: 

А 1 " п - 1 . д 1 = _ _ _ Л Е + 1 _ _ . А 1 =0 к = 2 3 • 
П _ 1 ^ S - d S " 1 ) ' П + 1 c 2 ( d » - ( l » + l ) ' " + " 

,2 wS-ev1)^-! . A 8 wS-or 1 )*^! A = И Й - II —1 д « tf tf Ц Т 1 . , . . . 

^ d 0 _ d 0 > ( d 0 ~ d 0 ) 

. 2 ° t l - 2 A n - 1 . . 2 У н+2 А n+1 
A„_g - , й п + а - — , 

0 2 ( d n _ d g - 2 ) C 2 ( d 0 n - d " + S ) 

A 2 , =0; к = 3,4 
n ±k 

Все остальные A' r
+ 1 можно найти из уравнений: 

У " ~ ' A 1 + A i + 1 f d n - d n - 1 \j- A* (A n _rt n _ 1 \ к. V 
8 A n - 2 + A n - l t a 0 ~ a 0 , + A n - t ( C 1 2 U 2 ) h A u 2 j 

5 



"n+1 A i A i + 1 / d n d n+1 ч » i ( d n d n+l . у d n A J - j + J _ 0 

j ' A n + 2 - f A n + l ( q O ~ a O > + A n + l ^ a 2 ° 2 ) + . f -„ S j A n + l - " ' 
С J —<5 

+ ( d j - d ; ^ ) + k 2dn.A'-3^=0, U-8.8 
При этом d" удовлетворяют уравнениям: 
- ^ A 1 ^ - Ц г А 1 ,+d» . =0. i= 1.2 
c 2 n + 1 c 2 n-1 2i+2 

2. АСИМПТОТИКА ПРИ с -> » (v/~cosz= const) 
Перейдем в уравнении /1/ к переменной х = V"c~ cos z. Получаем 

гц_ «l)iL+ (<*+» _ < 2"+ 2Р+ 3?* ).£--х2
+ .s. + ̂  ( <У""1схы 

с ах2 х с tfct 2 с п 

Здесь ^ ' ( с , , ) ^ ^ ^ . . 6 ! ) ; q - J|L. 
При с-»~ уравнение /15/ переходит в уравнение: 

#х2 х дх 2 с 

/15/ 

/16/ 
где 
У^«-С(м). /17/ 
Если 

+ i- = 4n, + 2r +2, /18/ 
*« 2 

то ограниченными в области ~Ф< х <+VT решениями уравнения 
/16/ являются функции 

V ^ W - e ^ ' l ^ V ) , /19/ 
где L „ ( J C 2 ) ~ полиномы Лаггера' й 4 /. 

Положим 
Ч - ^ (с. х) - const. e"* 2 / 2 2 В, L ^ (х 2 ) . /20/ 
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Подставляя разложение /20/ в уравнение /15/ и пользуясь 
рекуррентными соотношениями для полиномов Лаггера''25', получаем 
рекуррентные соотношения для коэффициентов В р : 

a t в + ^ в , ( А У ( Ч ) ,о D° is.)в + 

У0 So 
+ - c l B f + l + - c L B f + 2 = ° ! 

((1-1) а 1и_ nd+v+l) я (?+2+Л((Ч|'+1) 
«; Г - ' Щ — z ' Yi = 2 ' t = \ ' 

С-0,1,S,... ; 

С^=-(-^г + „ 4.2P2+2£v +8E +2) - (ц + *)(р +i'+2) ; 

D^ = 2(2f+v + l ) . 

Представим X v ' ' i (-%—) при с-»~в виде п 4 

А ( ^ ) ( Л

2 _ ) = б „ с 2 + б п с + с о

п

 + I i t - , /22/ 
п 4 г i=l с 1 

а В (г при о -.« - в виде 

В, = £ - i - , P ^ n . В _ - 1 . / 2 3 / 

Подставим разложения /22 / и /23 / в / 2 1 / и приравняем члены 
при одинаковых степенях с. Получаем 

D £ = - I - ; D0

n=2(2ii + r + l) ; 

С" = - ( - ( i 2 + v + 2n s + Znv + 2n + 2) - (ц + v)(fi + v + 2) ; 

C" N _ ( N 8 + 1 2 - 4 v z - 32ц 8) ; 
1 26 

C" = nZ (-2-N2 + ±=£±) + - L _ ( - 5 ( N 4

+ 26N2 +21) - 6N 2 + 
8 8 2 2 1 0 

+ 2 4 i / 2 N 2 - 3 9 + 1 6 0 v 2 - 1 6 H ) ; 
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С » = - J i l l - J S i ! (-37N 2 + 84v 2 - 188) - - i l~ (33N 4 + 
3 2 з 2 7 2 14 

+ 1640N 2 -184i ' 2 N 2 +6480-3488 l < 2 + 208i ' 4 ) ; / 2 f 

где 
N = 4n + 2f + 2 . 

В случае p = 0,i'= N=0,1,2,... коэффициенты D 0
n , Cn

Q , G^ 
совпадают с соответствующими коэффициентами разложения при 
с-»~ константы разделения гиперсфероидальных /или обобщенных 
сфероидальных/ функций, представленными в работе 2 4 . 

В случае i/=-l/2 , ц =т=0,1,2,,.. коэффициенты /24/ совпадают 
с соответствующими коэффициентами разложения при о -> ~ кон-
станты разделения А„, „,,„„(с)=л (-̂r-) + ftl^+l)—^— четных вы-
тянутых сфероидальных функций / г 7 /. 

В случае v =+l/2, \i= m = 0,1,2,... коэффициенты /24/ совпадают 
с соответствующими коэффициентами разложения при с -• •» кон­
станты разделения ^ r a i m + 2 n + i (°)=A

 n' (-—-) + (/i+l>(/<+2)—у- не­
четных вытянутых сфероидальных функций '27'. 

В случае fi=-1/2, r=m=0,l,2 коэффициенты /24/ совпадают 
с соответствующими коэффициентами разложения при с->~ констан­
ты разделения Л <с)=Лп'~ (-£-) +т( т+1)+-у четных сплюс­
нутых сфероидальных функций / 8 7'. 

В случае /t=+l/2, v=m=0,l,2,... коэффициенты /24/ совпадают 
с соответствующими коэффициентами разложения при с->« констан-
ты разделения А т+8п+1^ с^ = А \-—-)+b>+l){i'+2)+— нечетных 
сплюснутых сфероидальных функций' 2 7'. 

Заметим, что в отличие от соответствующих коэффициентов 
разложения при с -»0 коэффициенты разложения констант разделе­
ния вытянутых и сплюснутых сфероидальных функций при с->~ су­
щественно различаются между собой. В данном рассмотрении эти 
различные между собой формулы являются частными случаями фор­
мулы/22/ . 

Коэффициенты B»=Bn(N) в разложениях /23/ при этом равны: 

Bl (N + 2M-2)(N + 2I; - 6) 1 (N-2t/ + 2)(N-2i/ +6) 
n~ 2" 8.16 ' n + 2 = ~ 16.8 : 
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D 2 ii (N + Zv - 2) (N a + 52N - 4v 2 -92) 
B n - i = : 

64-16 
B 2 = (N-2+2»0(N+2 t -6 ) (4y 8 +N-4) . 

n ~ 2 16-32 

_a M(N + 2 I ' - 1 0 ) ( N + 2 > / - 2 X N + 2 . ' - 6 ) 
B n - 3 = 64-16 

2 _ (N + 2r-2)(N + 2r-6) (N+2i^-10)(N+2i'-14) , / 2 5 / 
°~ 4 ~ 16.16-16-8 

B » i k = ° > к =5,6..... ; 

B * + 1 <N) - B j _ l <-N), B n

8

+ 8 (N) = B n

8 _ 2 (-N) 

t a M ^ B ^ H ) , Bn

a

+ 4(N)=B 2_ 4(-N). 

Величины В» , С. при i =3,4,... можно получить из уравне­
ний 

С" 

а , В» 4 + j B t B * + в , В ' . ' " ' " " ' ' ' в ; ^ 
п-1 п-3 "п-1 п-8 п-1 п+1 4 n _ 1 

+ (P'o-Cg-1) t Д У с » ^ . i = 2 , 3 , . . . ; 

Ф п _ п п ~ 2 * 
R' л. « » • x v R' ° ° ° i + 1 4-

V e B n - 4 + ^ n - 2 B » - 3 + > V 2 B n - 1 + " E n - 2 + 

(C 0

n -Cg- 8 , ) . i B i 1 *J» c n B b k = Q i = 2 > 3 . 
4 n-2 4 к ж 1 к n-2 
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"n + b B n ± k - 2 + ^ n ± k B n ± k - l " , y

n + k B D ± k + l + 5 n + k B n ± k + a + 

4 n + k 4 n±k 4j_j j n + k 

i = 2.3 к = 3,4, . . . . ; 

"n+1 V l + V n B m 8 " \ + l B n + 3 + I B n + 1 + 

/ p П pIU I , j _ | 
+ ( C ° " C ° ) B j , ( - L 2 C» B J - J - 0 , Ы 2 . 3 , . . . ; 

4 n + 1 4 j=,l 1 n f l 

Pn + X + J + Г » + 8 В и , 3 + й „ + 2

 В „ ' + 4 + ( Р 5

4 " Р Г £ l B n +

+ 2 

f pl l рП+2 \ i— 1 
4 ( °" ° } B » ч 1- 1 С » B'-i «0. 1-2.8 : 

4 n + 2 4 j=i J n + a • 

в'п+к(Ы> = (-!)' B ^ t - N ) . 

Автор выражает благодарность Я.А.Смородинскому и А.Т.Филип­
пову за ценные обсуждения и замечания. 
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