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В aepaol часта работ М бито докаааво сувестквавае по»о-
вагехьвого частвцеводобвого ровежаа вежввеавого хафферевввахьхо-
го довивав 

Ч>(*) - Qt(x)V{*> = -4(x)F(V*(x)t л) , ( I ) 

прв граввчввх ycxoaaax 

¥ 7 4 1 * 1 4 + « 0 - 0 (2) 

а когда fgnmam F(i,x) удаваетхоряе? схедуяввм усховввм: 

(Га.) F(z,*) вемрврнвва во г в а: при 

0 4 Z < °° • 0 < а: <<*> ^ 

№Г> F(2,X)>0 ДХВ 2>J7, * > G ; 

/ i t ; дав |шсарававвого лоховатехыгого •* в 

о 4 г , < г г < °° суввствует d >o такое, 
Ч Г 0 s s 

Н"г FUax)>Z~* F(Z,,az) ; 
(1г) tiniF(c*,x)*o % дав мсех ховечннх с ; 

,0. cy f •i-e a r FtfAe, o:;A-<oo , ххя всех коаечвмс е? 

о < a < со a хохотoporo с &o. 
В даавой работе дав хвбнх ватдахншк ааачеввй параметра I 

докааава сжедувем 
Теоваиа I . Веха Югхкжаа ?&,*) удавхетхорвет уоховавм 
ССл.)-(1$) , то суаестдумт реваввв <еЫт*„(х> Са-о,1,л,—,> 
аадоа (I)-{2) , авяева» точво п. аухев х хвтераахе 0<ге<«>.. 

Дохааатехмтхо теоремы I вроаедеао с повода харваввохвого 
подхода* раамвтого а работах Вехарв ^ ' п Z 3»*/. 

1окааахехмтао рааОвто ва весхохыго атшох. В § I оформухв-
ровааа оолтватптаував вврваааоввав аадава (см. ( I . I H I . 2 ) ) в 



интервале O i o a o o , Затеи ренение этой вариационной задачи 
связывается с решением £/ (х) вспомогательной вариационной за­
дачи (сн. (1.б)-(1.7)). В § 2 установлено три свойства функцио­
нала вспомогательной вариационной задачи. С помощью этих свойств 
доказано, что исходный функционал достигает минимума при некото­
ром разбиении f£,,x2,...,£„) интервала (о, <»,> . В § 3 установ­
лена непрерывность первых производных VjCx.) в точках 
х- О'4г ... п.) • завершается доказательство теоремы I. 

§ I. Сформулируем соответствующую вариационную задачу. 
Ищется минимум функционала 

3(Ч) = ]1чгЫ + вг(иЧгы]м (I.I) 
о 

при нормировочном условии 

Kty-Jfr (ifd) ti)c£t =Й , (1.г) 
о 

где «*«) 
Jo (1.3) 

Фуикция F{g,t) удовлетворяет условиям u a ) - ( Z j ) ; в -фик­
сированное число из промежутка 0< 6< **•• 

Вариационную задачу ( Ы ) - ( 1 . 2 ) будем рассматривать в клас­
се функций У fcc°) , определяемых условиями: 

а) ЦМ непрерывны в промежутке Ц«») и инею в нем 
кусочно-непрерывные первые производные CtCt) •, 

б) 31$ < • ; 
в) К/^«3;2>- произвольное число из промежутка о<»<оо. 
Г) tj(D) '\ff<*>) = О ; 
д) ^ № ) имеет ровно «. нулей в интервале (о,°°). 
Под решением вариационной задачи (1.1)-(1.2) будем понимать 

функцию у(х)е У(О,ОФ) , доставляющую нининун функционалу (I.I) 
при выполнении условия (1.2). 

В дальнейшем будет показано, что реление вариационной зада­
чи (1.1)-(1.2) является и ранением задачи (1)-(2). 

Докаватольство существования реяевии вариационной вадачи 
(1.1)-(1.2) проведен в несколько зталов. 

Рассмотрим некоторое разбиение интервала (о, <*>) сочками 
1/, ti,... г t л , где о * t o < "t-t < *г < •" <£«<#„.;«% Учитывая это 
разбиение, вариационную задачу (1.1)41.2) перепилен мх> 
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где 

П. 

K(t,,...,t«,y). t Д- , (1.5) 

A'SP-T^*?^*^- ( 1 , 7 ) 

Ь. - заданные положительные числа, удовлетворяющие условно 
Далее дня любого промежутка ^<л<д- у +, рассмотрим сущест-

вованне знакоопредеженных реиений задачи (l.6)-(1.7) в классе 
функций Yy (Ь , *;+•«) t определяемых следующими условиями: 

а) yj(t) непрерывны в промежутке £*j,*/+i] и имеют в нем 
кусочно-непрерывные первые производные у с*); 

б) ftj(*j)-V(*j.,)-Oi 

в) Л, ( чр * * j 
г) y&C\i]i*-),-t)clt=fci J*, - произвольное число из проме-

*j жутка О < j5j < <*> • 
Повторяя рассуждения, аналогичные тем, которые проведены в 

работе 1^-1 х можно убедиться, что для любого промежутка ijStstj^ 
существует в хлаоое функция Yj f*i .^j*. > знахоопредеженное реже-
ние у.(И вариационной, задачи (I.6)-(1.7), причем функция 
Ujf-t) удовлетворяет условию 

и является режением следующей краевой задачи 

%(t) - Qt(t) fcft>—|fitt>Ffy ft),* ) (1.9) 

S j t t j J - y j f t j ^ - O . ( I . I 0 ) 

Итак, ж жидок промежутке tjiti$••, существует жетрнвнаи-
ное безузловое рмажже уравнения (I ) при граничных уодовиях (1.10) 
ж удовлетворяющее условию ( 1 . 8 ) . 



Каждому значению 3CV)-3lii,„.,inty) при фиксированной 
разбиении интервала to,*») соответствует кривая ^ft> , состав­
ленная из î j(-t) Ĵ-0,-1,1,..-, «•) . Поскольку уравнение (I) от 
сиены знака у(*) не зависит, можно построй» кривую так, что 
£. (х) и у j4, (*) имеют разные знаки. Покажем, что функция 
3Ui,...,tn ,У) достигает минимума при некотором разбиении 

U,,... , t n > интервала С0,**} при выполнении условия (1.8) в 
каждом промежутке [ i j , "*-j *-ч J . Существование такого разбиения 
является следствием следующих трех свойств: 
OiOjtti.tiM.yj > / 2 , V -

§ 2. 1емма I . 
1 . ЕСЛИ tj- f t j < ^ j 4 , ^ t j + < , TO 

2. Jj Cij.tj-., ,^)-*o» , если r*,-«--fcj>--0; 
3. jj (*j,tj*i ,yp - непрерывная функция от t; , t j t | . 

Докажем первое утверждение леммы I . Пусть функция £,- яв­
ляется нетривиальным решением вариационной задачи для интервала 
[ti ,* j* i3 при выполнении условия ( 1 . 8 ) . Определим функцию и ft) 
следующим образом 

(utthfcM f при ^ j , t j * , J , 

[ Z/ft-l 5 С, ПРИ tjit<tj И t J f , < t 4 t J t ( % 

Очевидно, 

ЩЪ«>Ы~ 3J ^ " Л " . " ^ ^- *-"'' Й ) • (2.1) 
Доказательстве второго утверждения леммы I проведем лииь 

для двух интервалов С о, t-,] и Ltn,<*>) . Остальные случал до­
казываются аналогично. 

Боли O u t s t i , то, используя оценку 
yJ W * * J» ( 2 # 2 ) 

и условие (1.8), инеем 
у**Г"А' н ,ра*,*)«« , «*<>. (2.з) 
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Отсюда, если I-, -* о t I 0 прм выполнении условий (Ja)-(Io) по­
лучаем J e - ~ оо . 

Аналогично, при tn.it<«•> , используя оценку 

h м 6 5- ( 2 .4) 
и условие (1.8), имеем 

li*-Lma*F(3nit0) 

Отсюда, если ±п — со , ю при выполнении условий (^а)-(^) 
получаем Уп-~оо . 

Итак, доказано второе утверждение леммы I . 
Покажем, что 3#у ,*,><, у,-) - непреривная функция от 

ĵ и ij», . Доказательство проведем для интервала c - ^ ^ i . 
В других возможных случаях: -ijit^i^ и i.n^t<=> доказательст­
во аналогично. 

Пусть функции ^.(t) и £> W являются решениями вариа­
ционной задачи соответственно на промежутках 0±£И, no*t*ti, 
лричем 0<t,itt , Положим, $=Ь->,1 . Определим функцию 
Uttj=c<y, (ft) на промежутке ^ o ^ t s t , .причем и(о)»Щ)*а. 
Постоянную <х выберем так, чтобы функция и(Ь) удовлетворяла 
условию (1.8) на этом промежутке. Так как функция у,Ш являет­
ся решением вариационной задачи и удовлетворяет условию (1.8) 
на промежутке o*"t*t, , ю при •*,-*• t , инеем <*-*•* . функция wttj 
является допустимой функцией для вариационной задачи на проме­
жутке Oit&i., , поэтому ~ 

Переходя в последнем интеграле к новым переменным интегрирования 
j:t=£ и учитывая oi—i, при £4—~Ъ получим 

3.<о,$,$.)£Х(о,1.,,*.)+К , ( 2 # 6 ) 

где У>0 и £»t *-*• о . 

Из (2.6) и свойства I леммы I следует непрерывная зави­
симость 3 0(0,ti,!O от *Ь-) . Это и завершает доказательство 
леммы I. 

Теперь будем минимизировать функционал 3(ti, . . . i » , Ы ) 
на интервале /о,*») прм соблюдении условия (1.8) на каждом про-

S 
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межутке i j i * * */••» . Минимизация ведется путем вариации точек 
tj (i -1,г, . . . ,п . ) , Учитывая три свойства <% , доказанные в 
лемме I, убедимся, что функция Jft*,."»'*^ достигает миниму­
ма на некотором разбиении (it,•?«,... , £ к . ) интервала Со, «•>). 

В самом деле, согласно свойству 2 леммы I величины t j долж­
ны быть отделены друг от друга, т.е. ( t J t l - t j ) ^ t , где £ -
достаточно маленькое фиксированное число, кроме того, <•„ < т , 
где Т- достаточно больное фихонрованное число. Поэтому перемен­
ные t^tz,,., ,-tn. изменятся в замкнутой ограниченной области, 
причем из свойства 3 леммы I видно, что в этой области функцио­
нал 3(^1,...,**., у ) - непрерывная функция переменных 
tl, tt, ... , tn. . 

Тогда существует ограниченная последовательность точек 
\ t 1 n t t i m ,... ,t„mi (т*<г,г. ...,), 

минимизирующая функционал ^(tim,...,tnm, ^) на интервале Го») 
при совладении условия (1.8) на каждом промежутке ,̂ *t ±tif, _ 
Из нее можно извлечь подпоследовательность 

которая сходится к (*,,t» ,...,in), в силу непрерывной зависи­
мости 3 (i»,...,t«. (^> от переменных tj (уч,*,...,*.) получаем 

Следовательно, min. Э действительно достигается при неко­
тором разбиении (£,,£*,... ,-£«) интервала £ о, <»). Функция 

Ч^±) на каждом из интервалов [£• ,* gv, J удовлетворяет урав­
нение (I) и условно У(£;) = У&^,)'0. Считаем, без ограничения 
обид ости, что tyjIt) меняет знак при прохождении через точки 
tj . Покажем теперь, что функция y(t) , соотавленная из 
u(t) (J-1,*. •••, "-) , есть реяение уравнения (I) на всей интер­
вале 10,0°) . Для этого достаточно установить равенство 

йш yltJ-Un, y-W , J = <,&,,.., /г. ( г 7 ) 

§ 3. В втои разделе докажем, что функция у(*) , соотавлен­
ная нв i/jftj (j*i,z,..,tn) , не будет ремеиием вариационной ва-
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дачи (I.I)-(I,2) на ясен интервале [ 0 , ° ° ) , если не будет вы­
полняться условие (2.7). Для удобства введен следующие обозначе­
ния: bj„, = а - , tj - с и t j + 1 «= & . Пусть, функция y ( t ) яв­
ляется решением вариационной задачи на £ А , £ J . 
Без ограничения общности предположим, что y ( t ) > o на ( а с ) и 
i](t)<o на (0,1,) . Определим функцию U(t) следующим обра­
зом: 

(U(t)-ij(t) ,при Са,с-8] inCctSJ], 
U(t) = < (3.1) 

[иШ'АЬ + В, г при Сс-£, с + <Г>, 
где постоянные /4 и в подбираем из условия непрерывности 
U(t) на (а,{.) 

Пусть в точке i- а' ~ функция У(с')*о , в интервале £#-, С ] 
функцию fr^J умножим на (Г и в интервале С с ' , 6 ] -
на j> . Постоянные 6" и Р подбираем из условия 

с' с 
S6-(er*tt*(t)tt)dt =\G(fM,-t)dt ( 3.з) 
О- а 
.6* ft 

| е- (^v4t),b)dt = J s (y*w,*; **• (3.4) 
Равенства (3.3) и (3.4) обеспечивают выполнение условия 

нормировки (1.2) для функции Hit) ка промежутке CQ./J . так 
как при <Г-»о имеем с'—с , то из (3.3) и (ЗЛ) получаем 

&пг ff(S-)— ± ^ йт. f(£) = 1. (3*5) 
Теперь рассмотрим функционал на промежутке а& t <l 

i 
3(и) = J [йлш + Qtct)и1ш} at. 

а. 
Учитывая определенна (3.1) функции VH) и свойства (3.5), повто­
ряя выкладки и рассуждения,приведенные в работе '2', имеем 

ЗЫ)ь Щ) - ilH*(с) - У- (с)?+ ° а)> (з.б) 



где 
у+ (с) =Um y(t) 

СС-» с *0 

Ц. (с) = &т if Ш 
х—с-о 

Если fyM4 й- (& , то при достаточно налои положительной <У" 
выражение -| Су-(с)- y.(c)2l-*OCS) отрицательно, поэтому из 
(3.6) инеен 

Но это противоречит предположению, что jj(t) есть решение ва­
риационной задачи. Противоречие ложно избежать, если выполняет­
ся условие (2.7). Тем самым доказали утверждение, сформулирован­
ное в начале этого раздела. 

Так как функция fad) на каждой промежутке tj^t* tj+( 

является решением уравнения (I) и на концах промежутка выполняет­
ся условно (1.10) и (2.7), то функция у(*> , составленная из 
у а ш ( i - i , t , . . . , n ) , является решением краевой задачи (I)-(2)f 

и тем самым завершается доказательство теоремы I. 
В заключение отметим, что вопрос об однозначной разрешимо­

сти вариационной задачи (I.IMI.2) остается открытым.Друтой воп­
рос,который остается без ответа,а именно - имеет ли задача (1)-(2) 
дополнительные решения с п. нулями в 1°, °°) ,в то же время не 
является решением вариационной задачи (1.1)-(1.2). 
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