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CHcTeMa lfiBHeHHR AI-pacceRHHR c o~HM BY4HTaHHeM, pac-
cuoTpeHHaR B 1 HMeeT B~ 

[ 2. • 2 J lf (.X.) = .P (.:I:.J 7! (x) + l.L (.X) , (!) 

I'~e tJ:. ( 1{~ 
1 

11"2 , 1!) ) - HCKOMaR BeKTOp~yHKI.lHR, 

U{X),.). +-f'lf(x)- a.f'z?f(1J, 
~II - 'lz 

j>(:;~C.):(1-;x) (1+-:JC) • ()~~'1. 

3~eCb no~ KB&AP&TOM 18KTOp& fiOHKM&eTCR BeKTOp, COCT&Bn8HHWI M3 
K~TOB COOTBeTCTB~X KOMnOH8HTj 

a 

..1. = (s-,o, z)Ao ). 0 = const ~ a.. c ( .3, 1, .3) j 

1
1 1 

fi11'(ct.)=4_- V(';!)d~ -e,lfuC~Jd'i 
o ~-.l: jf i ~+X 

- 5'1 
9 B - 1.. -2. ( ' - fl ' ZJ Y) 

F2 v( -t) - BTopu KOIIllOHeHT& BeKTopa Flf'{x) npH .x = f . 
K H&CTO~eMy speueHM He y~anocb nonyqxTb toqHHX peweHMa 3TO-

I'O ypaBH8HHR, n03TOMy e~HCTBeHHym B03MO&HOCTb pacqeTOB TBXHX 
pemeHMA C BHCOKOA TO~OCTbO ~WDT ~cneHHHe MeTO~H. KpoMe peme
HMA 3TOA CMCTeMH AJIR pa3.1lHtlHYX Ao , npe~CT8UHeT HHTepec BeJIHqH
H& BepXHeA I'paHH~H KOHCT&HTH CBJt3M ;;;a.• , KOTOp&Jt onpe~eJlJteT 
o6JiaCTb M3MeHeHMH napaMeTpa Ao ( o ~, A o <. ). ;o.• ) , B KOTopoA cy

Jq8CTByeT fiOBODTeJibHOe pe1DeHKe 'IJ*(:k.) ; V 0 (.r) ~ 0 , O'XH • Be
JIHtlHHa A -:-• HUJteTCII B&JEHOA xapaKTepMCTKKOA lflraHqecJUIX IIO~e
Jiel, ODIICIIIIUIIIiiX yp&.BH8HIIJIIUI '1'1111& \iy-Jloy • 

B H&cto~l pa6ore CTpoWTCft qwcaeHHYI &nrOpiTM, ICDO.Il•sy ... l 
8XCTpaDO.Il.ll~m Ha DOC.Il8AOB&f8.1l.HOCTI C8TOK M n03BO.Il~A no
JiyqaTb npM6BM&eHHHe pemeHMft ypaBHeHHR (!) C fiOBHmeHHOg TOqHOCTbO. 
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Далее предлагается метод численного определения величины Л 
Он сводится к нахождению корня некоторой функции параметра Л , 
которая строится с помощью полученных приближенных р'ешений. Зна-
чения этой функции в окрестности точки А„ численно найти 
не удается,и они строятся при помощи экстраполяции с использова
нием найденных ранее значений. 

§ I. Повышение точности 
Функция рсх) имеет особенность типа квадратного корня, 

поэтому, как следует из' , точность приближенных решений систе
мы уравнений (I) имеет порядок о (п"1 ) . Аналогично уравнениям 
типа Чу-JIoy, рассматриваемые уравнения заменой переменных «*еаг<, 
и - cost: приведем к виду 

if(i) =j>(i)[f2(t) + uViXJ ,' (2) 

fCt)*ttl , t e f o . f j s r , 

U(t) = A t F iXlt) - a Fj, V(o) , 

FtCt) 4 \ \ Cz) dt[cbf$ + <*№]-$&]*&*№ * iff], 
а о 

•'/г * 1 Л 

где 

6 (vt p *1,г,з ) — элементы матрицы В. 

Представим теперь оператор Fyft) в виде 

f t f f t ) =/С,1Гft)-8K a Vft) + (E-b)£H)f(t) t 

где Е - единичная матрица порядка 3, 
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Для приближенного ревения уравнения (2) рассмотрим разност
ную задачу 

где тГ* Ci i) - сеточная функция на сетке Q п. . 
Здесь 

Un(*j)= А • f« IT» ftj j - е. Гв ггГ„(0)+ (е-й)£ър тЬС^), 

Fn Л tfj) = 8 > „ ftj) - S B * ТГИ rtp ; fcj£ Я , j j t o , л , 



K = H ' IT») ' J ' 
(5) 

к Сц^еА^к. , ^ = а ' = ̂ у 1 - , i = ±*,...,ite«--0 • 

Следует отметить, что правые части выражений (4) и (5) есть 
квадратурные формулы типа трапеций, заменяющие интегралы К^Ч) 
и K'aUft) соответственно. Для вычисления функционала Fx т?Н>) 
также применяем формулу трапеций, в результате получим 

Пусть tf*Ct\ - решение системы (2), а т̂ и ftp - решение 
разностной задачи (3). Тогда, согласно' ', имеет место оценка 

// tf*(tj) - f * (ti ) IICl $ ̂  6 M kl

 t M - canst. 
Такой порядок точности следует из разложения остатка квадратур
ных формул трапеций: 

f j ( t ) Л = A [̂ (toi *{ад] * kX | ( t o H-IcXf pJm..f), 
a Л C M *'1 (6) 

гД е ?и»({) Ш*)£ С*т£°Л~Ь имеет порядок o(k'm"); 
C e - определенные константы. 

Для дальнейшего потребуется рассмотрение следующего линей
ного интегрального уравнения 

fCi) *2J>{i)[V*4(i) +(* * FTT'-CL Р А 1 Г * ( О ) ) « 
-t , ( 7 ) 

x iF4-(i)-a.F£<f(o))] + %(*) =0 

для произвольной функции \xCl) £ Hj:o • Напомним, что через 
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I* V 
Нц,о (Г) обозначается пространство вектор-функций 
iT(-fc) *= № ,... > тГл/) , имеющих непрерывную по Гельдеру с показа
телен •) (о<$б-1) производную I -ого порядка. 

При тех же условиях, что и в теореме I из^_ у ̂ можно показать, 
что уравнение (7) для любой функции # ̂  ^ Нз,о(Г)t ты, од
нозначно разрепиио, а его решение f*"(t) принадлежит также 
пространству /y J 0 (^J. 

Для краткости вместо "tj 6 52 «. , ,) =•(,&,... ,n.-f будем пи
сать просто tefin, , Пусть Fn. - оператор простого сноса, 
А - оператор, определенный правой частью уравнения (2), а Ли. 
- оператор правой части разностной задачи (3). 

Рассмотрим следующие сеточные функции: 
?а С ^* > = Рп РтГ* t-Ь ) - F„ Pn f*Ct) 

iT*rt) - решение уравнения (2). 
Теперь, используя разложение Эйлера-Ыаклорена (6)(можно 

доказать следующую лемму. 
Лемма I. Существуют такие не зависящие от к функции 

,S ir?-К+-! + !> 
U c 6 t ) e Hi0 (Г) t и , * * , 

что 

Ya CTr*)=ii 1 UK(-t)k ' C 4 ^ t e Q ^ . 

Здесь величина I n . имеет порядок О С a ) . 
Доказательство этой леммы получается простой подстановкой 

формулы Эйлера-маклорена в выражение для j> n(tf*), a также из 
следующего представления: 

если учесть, что сеточная функция j>n(if,r) разлагается в сумму 
степеней h. с помощью квадратурной формулы трапеций. 

Аналогично случав уравнения типа Чу-Лоу доказываются сле
дующие утверждения. 

S 



2/w~*C + -f + 0 

Теорема 1. Существуют функции Ч'кП) ё И ъ о (Г) ; не зави
сящие от h. , и такие, что справедливо разложение 
iT»(t) - & 1 Г Г О 1 Z «йс ft} A. t иГп. , **" 52, 

к-г (Ь) 

где lh*)'n.lle.ts/f~o(li"'),a У*.(£>- определяются из уравнения (7) 
известным из' ' способом. 

Теорема g. При выполнении условий Леммы I итерационный процесс 

где 
(К) . . ^ п .J<1, 

U., (<) * А + Р» v^Vt) -o.Fn.f. тг'Л' (о) 
(•=•) 

сходится к сеточной функции тТщ ( i ) , для которой справедливо 
разложение 

где тМцп, имеет порядок о (А-"*J. 
Доказательство этих теорем ничем не отличается от доказа

тельства аналогичных теорем из' *', поэтому мы его не приводим. 
Следует отметить, что ускорение сходимости (или повышение 

точности), основывающееся на разложении типа (В),подробно рас
смотрено в' '. В данном случае мы проводили расчеты на сетках 
Q 10* Q 20« О. 40» Q 80* 

Решение, полученное на каждой сетке С?*,, обозначено через 
V(n-) . После того, как были получены решения VYn.} и У(&п.\ 
на сетках 52 и. и Q рп. соответственно вычислялась их комбинация 
V (>г1 ъп.) по формуле 

В качестве начального приближения для решения на сетке & V t L бра
лось уточненное решение V(n.,Sn) на Sl^n., после его интерполи-
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рования на Я. ч л . Затем с помощью решений М(п), У От.) УС/и,) 
вычислялось экстраполированное решение 

V (n.,iUi,v«.)= £-s[Cf V(4.i)-!boVibn) + V(^)J . 

Эти решения V(п.) , V(n,.i*.), \J ^ , l n . , 4 n ) {n =10,20,40,80) при
водятся в таблице I для двух различных значений константы связи. 

Для контроля за правильностью вычислений рассчитывалась 
ошибка 

которая в данном случае должна быть величиной порядка О fti") 
(К- = j ^ ) . Эта ошибка помещена в таблице I и соответствует тео
ретической оценке. 

§ 2. Численное определение верхней границы константы связи 
Решение V*(x) уравнения (I) обращается в нуль на концах 

отрезка L0.lL Поэтому Я ^ ^ ' ^ достигается во внутренней точ
ке отрезка [0,1] для каждой компоненты tf£cx) (pc =1,2,3). Рас
смотрим, например, компоненту tf?(х). Обозначим точку, в кото
рой достигается максимум та,х тГ/(х) через &* и предположим, не 
умаляя общности, что эта точка единственна. Рассмотрим случай, 
когда |2J**,T'1'"*"*',при Ао ""*• ЛГ"*? ч т о > по-видимому, является 
следствием того, что при Д в—••/С* некоторые полюса на втором 
листе римановой поверхности.аналитической в плоскости с разре
зом [0,1] функции и(.Ю + Ltf(2), движутся к точке £ = 4 . 

Из уравнения (I) легко следует, что 
tf*(x) < f'*(x) 7 о ± ос = ± , (10) 

поэтому &.'*» л (A„>i при А0—>->.о . Поскольку правая часчь 
уравнения (I) бесконечно дифференцируема по Д. , то нетруд
но показать, что для всякого п. при достаточно малых Л„ , функ
ция i=x(A.) П, раз дифференцируема по -А» . Это видно из равен
ства 

которое однозначно разрешимо относительно ТТ* при малых по мо
дулю тРЧа:) в силу теоремы о сжатом отображении. Нетрудно убе-
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диться в разрешимости уравнений для производных по Л , более вы
сокого порядка функции iF*(x) , так как они отличаются от (II) 
лишь свободным членом. 

Как было показано в' ', условия однозначной разрешимости 
уравнения (II), а также уравнения (I) определятся частными и 
суммарным индексами производной Фреше оператора (I), определен
ной на точном решении т!*(х,Х») . Очевидно, что при малых Д. 
(а следовательно, и I if £ (x.> I), упомянутые индексы равны нулю. 
Так как решение V*(x.) непрерывно зависит от Л0, а коэффициенты 
системы (II) непрерывно зависят от "й* С&) , то,используя из
вестный результат об устойчивости частных и суммарного индексов 
краевой задачи Римана-Гильберта'&{ приходим к выводу, что реше
ние V*(x,A.) можно непрерывно продолжить по параметру Л„ до 
тех пор, пока ЛТ/'бЦяО/'г^-*00 при Д о - " Д . .При этом уравнение 
(14),так же как и уравнения для производных от М'(Ло,х) более 
высокого порядка, будут однозначно разрешимы при всех а Ао< -С . 
Из всего сказанного следует, что число АГ** является корнем 
уравнения 

Используя приближенные решения 1/1(А0,лг), находим значение 
л (А.) для тех >„ , для которых удается численно получить ре
шение тГ£ (Ао .к). Пусть значения функции х(к.) известны 
в точках У„ , ... ,До . 

Строим интерполяционный полином /^САо) степени x-i , про
ходящий через точки х (А\), ...х(А*), и находим корень уравнения 

Рк(Х) = ±. 
Точность описанного метода проверялась на модели уравнений типа 
Чу-Лоу, рассмотренной w ', для которой известно точное значение 
Х7 = А . С помощью величин Л» =0,5; А.=1; А, =1,35 и 
соответствующих им л(А,),х(А.') и х(А.) для XT" получено 
значение 1,91, которое отличается от точного значения A . =2 
на величину 0,09. Решения 1/л(Ао,*) получены для п,=20. 

Для модели Xf-рассеяния, описываемой уравнением (I), вели
чина А " " неизвестна. Применяя описанный метод, мы использова
ли величины а,,!!,*»,*», полученные для решений tf* ^A0,-fc ), 
уточненных с помощью экстраполяции Ричардсона на трех сетках и 
имеющих точность О(hf) . Получено следующее значение 

Л""* - 0.2245. (12) 

• 



Для сравнения напомним, что в книге' ' приводится лишь оценка 
\™л*<< 0,4. По аналогии с тестовым вариантом можно ожидать, 
что величина (12) отличается от точного значения на 0(kz). От
метим, что максимальное значение, для которого удалось численно 
решить систему (2), равно 0,2, и отличается от Л 7°Х (12) на 
величину 0 ( k ) . 

В заключение отметим, что все расчеты были проведены на 
ЭВМ спс-6500 с помощью программ, составленных нами на языке 
ФОРТРАН. Все данные, приведенные в таблице I, были получены при
мерно за 5 минут машинного времени. 

Таблица 1. 
Приближенные и экстраполированные решения уравнений xjr-рассеянии 

*1га 
X.-.DS 

*1га V,U0) V, (20) V, (40) V,(80) 

IH 
2-
3-
4-
5-
6-
7-
8-
У -

.0060025771 

.0119627898 

.0178281498 

.0235232001 

.02892У6739 
.0336543941 
.0379891366 
.0405868645 
.0365495404 

.0060141727 

.011987298'/ 

.0178684922 

.0235845842 

.0290210553 
.0339879148 
,0381478468 
.0408312349 
.0403474929 

.0960189316 

.0119973822 

.0178851425 

.0236099924 

.0290589495 

.0340449019 

.0382370244 

.0409792070 

.0405682986 

.00602*863 

.0120017398 

.0178923456 

.0235209906 

.0290753404 

.0340694746 

.0382751927 

.0410440013 

.0407154676 

Д (1,211) .0037979525 .00U2308057 .0001371689 

Продолжение табл,1. 
Н-. X. = -05 Н-. 

V, (10.20) М. (20.40) V,(40.80) V.U0.20.40) V,(20,40,80) 
IH .0060180379 .0060205179 .0060216712 .0061206832 .0' 1217481 
2- .0119954683 .0120007434 .0120031923 .0121010950 . .0120033556 
3- .0178819397 .0178906926 .0178947466 .0178912761 .0178950169 
4- .0236050456 .0236184618 .0236246567 .0236193562 .023Ь250697 
5- .0290515158 .0290715809 .0290808040 ,0291729186 .029081 189 
6- .0340322550 .0340638976 .0340776655 .0341660071 .034078583ч 
7- .0382007502 .0382667503 .0382879155 .0382711503 .0382893265 
8- .0409126917 .0410285310 .0410655994 .04II3625J7 ,04!06dO7O6 
9- .0416134771 .0406552338 .0407611905 .0405913510 .0407682542 
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Продолжение табл.1. 
н = 
ж/го 

А„ .0,10 н = 
ж/го v,ao) У, (20) V, (40) Ц<80) 

IH 
2-
3-
4-
5-
6-
7-
8-
9-

.0299252995 

.0587030491 

.0851826859 

.1082001221 

.1265504011 

.1389315602 

.1437450872 

.1375089450 

.1052558933 

.0300600803 

.0589801466 

.0856182504 

.1088216957 

.1274001958 

.I4',::06I037 

.1452017580 

.1404340193 

.1196313782 

.0301097554 

.0590823836 
.0857791504 
Л090514576 
.1277152165 
. I40484I480 
.14579>.r.'<>2 
.14129^789 
.1216587857 

.0301237125 

.059IIIII3I 

.0858243581 

.1091159492 

.1278033975 

.1406032792 

.1459598935 

.1415364467 

.1220357541 

Д(п.гп) ,0I43754d49 .0020264975 .0004278784 

Продолжение табл.1. 
На 

•Чго 

к0'0,Ш На 
•Чго V, (10.20) V,(2O,40) V, (40,80) V, (10,20,40) V, (20,40,80) 

IH .0301050071 .0301263138 .0301283649 .0301277342 .0301285016 

2- .0590725124 .06191164626 .0591206896 .0591193926 .0591209714 

3- .0867634386 .0858327837 .0858394279 .0853374067 .0858398706 

4- .1090286669 .1091280449 .1091374464 .1091346554 .1091380732 

5- .1276834607 .1278202234 .1278327912 .1273293409 .1278336290 

6- .1404309515 .1406268294 .1406429896 .1405398890 .1406440669 

7- .1456873149 .1499943169 .1460144556 .1461447837 .1460158088 

8- .1414090441 .1415827654 .1416167360 .1415943469 .1416190007 

9- .1244232065 .1223333749 .1222283802 .1221940528 .1222213806 
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