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Введение 

При решении задачи об определении стационарного состояния 
замкнутого пучка, состоящего иа вращающихся релятивистских злект-
рочов, удерживаемых внешний магнитным полем (электронного коль­
ца, используемого в коллективном немдг ускорения заряженных 
частиц ' 1 ' ) , большую трудность представляет определение свободной 
границы системы, т . е . поперечного сечения пучка. 

Одна из возможных самосогласованных систем уравнении, опре­
деляющих такое стационарное состояние,была предложена в р а б о т е " ' . 

О помощью функции распределен»я, зависящей от двух, извест­
ных в этом случае интегралов движения одкочастишой задачи, полу­
чены уравнения, связывающие самосогласованное поле системы с плот­
ностями т>ряда и тока. Задача заключается в определении всех па­
раметров системы, т . е . распределения в пространстве зарядов, то­
ков, полей. 

Этот вопрос рассмотрен также в ряде раОот'•'<*>'', для 
пучков со сравнительно малым отношением среднего радиуса по­
перечного сечения к радиусу большой окружности кольца и при огра­
ничениях, накладываемых на величину "поперечной энергии" и на 
полное чжсло частиц в кольце. В этих работах 
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эа исходную принималась интегральная форма уравнений, при­
веденных в ' ' , и разлагались Функции Грина свободного 
пространства по степеням отношения радиуса сечения к радиусу коль­
ца. В ' ' сделана попытка освободиться от жестких ограничений на 
отношение радиусов, на величину "подаренной энергии" и па полное 
число частиц в пучке путем использования комбинированной формы 
уравнений - дифференциальной и интегральной - и применение метода 
Галеркина. Однако получившаяся система нелинейных уравнений для 
определения параметров оечения оказалась громоздкой и неудобной 
для конкретных вычислений. 

В настоящей работе метод Галеркина используется для решения 
уравнений в дифференциальной форме и ,кроые того fi отличие от всех 
предыдущие работ учитывается наличие внеаней каиеры, внутри кото­
рой находитоя сам пучок и помещены обмотки, создавшие удерживаю­
щее его магнитное поле. 

Уравнения да» самосотвасовавното поля одвоЕОмпонентной систе­
мы в цилиндрических координатах г , i , @ имеет следующий 
в и д / Ц 

/С" " - дг1- г Уг FP-- *--.;' (I) 

А а 7 " эг 1 г 7 Г зх1 v- ell-, .{в) ( г ) 
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Ф = (Н. - с 4>f-m!c "-^.(Ие-§г.Ае)г 

(5) 

/ , • * >о 

О , X 4 0 , (S) 

где I/ - скалярный потенциал, А(, - У -вая компонента векторного 
потенциала, •? - плотность заряда, i - плотность тока элект­
ронов, \" - источник сторонлего магнитного поля, ж - нормиро­
вочная константа функции раипредвления (от волитаны этой констан­
ты зависит полное число частиц в кольце), //,, , Н0 - константы 
интегралов движения, соответствующие полной энергии и в -вой 
компоаенте сообщенного импульса а одночастично.Ч задаче, /,, - вес­
ен, ( - аарял электрона. 

Внешнее злектрическс- коле отсутствует, в силу симметрии 

Из соотношений (3)-(6) следует, что выражен«е ф = 0 явля­
ется чрванекнем границы течения пучка. Неравенство Ф > и отделя­
ет овлаеть Я ;в координатах Z , £ ) , в которой плотность аа-
рэда и тока отличны от нуль, от остальной области пространстйи, 
з которой частицы отсутствуют. 

Ниже рассматривается случаи, когда пучок находится в цилиндри­
ческой камере, а ваещиее магнитное поле создается двумя сииметрич-

но расположенными витками тока (см. ряс. I ) . 

Т (х) = 
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Коли предположить, что рассматривается состояние пучка че­
рез очень „ороткий промежуток времени после его сжатия переменным 
магнитным полем до конечного стационарного состояния, то можно 
принять, что как внешнее магнитное поле, так и магнитное поле са­
мого пучка еще не проникло глубоко в стенки камеры и тогда в ка-
чоо1ве граничного условия на огивах каморы ( 2 , - внутренняя 
поверхность камеры) задать соотношение 

[Aek*°- (?) 
Таким образом принимаете*, что нормальные составляющие маг­

нитного поля вблизи стенок камеры ~ 0. 
Источнике™ стороннего поля являются токи 

'Wi.i i Л г ' 

(8) 
где И - радиус витка, I - полный ток в гятке, j Z - расстояние 
между витками. 

В дальнейшем, однако, улобно исключить из правой части (2) 
сингулярные функции (8), используя точное решение "однородной за­
дачи", т.е. значение фувьлии /1„ , полученного иутен решения 
уравнения (2) при граничном условии (7) и при I .у (т.5. при 
отсутствии пучка). Выражение для А е имеет в—*: 

(9) 



Рис. 1. 

Расположение витков и электронного пучка внутри камеры. 
G - вкутргкняя область каиери. 52 - область попе­

речного сечения пучка. 



где f(z,i, к)=т и*„„)/£(*;%„;- - ^ l a w ^ f e a w j 7 

J It (CI ЭСгкц) 

лгкч ei 

В результате, отмечая штрихом компоненту Д$ , соответствую­
щую собственному магнитному полю пучка, получаем преобразованное 
ураячение (2) в виде 

Хг [А„} = - -j-ye 

В (5) полагаем 
А9'А'д*А°в. ( П ) 

Для *-? принимается обычное граничное условие на стенках 
кь; зры 

My =°. 
Ъ (12) 

П. 

Соотношения ( I ) , (10) с учетом (3) , (4 ) , (6 ) , (9 ) , ( I I ) мож­
но записать так: 

г • & £ • ] £ + г 0 -х*с(ф)— 2&<г(<Р) 
(13) 
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Так как [ А°в ]_ = 0 • то,с учетом (7^ имеем 

(15) 
Система уравнений (13), ( I * ) , (15) , Ц г ) , (5) , ( I I ) рассматрива­
ется внутри области S : ( о ± г ± а. , -•£-•;?*£ , рис. I ) . Глав­
ная трудность решения заключается в наличии нелинейной функции 
(s (ф) , которая разбивает область 6-' на две части, область 

' 3 " -6 ' , где (Г--1 и область fiW , где о с 
J 5? система является линейной неоднородной, а в ь'\ V 

- однородной. Однако граница области Q зависит от самих неиз­
вестных функций >f и Ад в силу соотношения (5 ) . 

Естественно решать задачу, задавая в достаточно общей и гиб­
кой форме границу неизвестной области Q и затем конкретизиро­
вать ее путем согласования решений. Тогда (13), (14) становится 
системой линейных уравнений с известными коэффициентами,кпторые 
имеют разрыв по контуру ft # Полученная система решается ме­
тодом Галеркина ' ' . 

Излагаемый далее метод решения задачи предполагает реализа­
цию не ЭВМ. 

В качестве координатных функций метода Галеркина, удовлетво­
рявших граничным условиям (12), (15) (с учетом симметрии задачи 
по координаге 2 и учетом конечности f и Л о при г о ), 
выбираем 

(1ь; 

э 



где К , L , , ) = ) , ! , J . . . , L=i,Z,3 ,,.. 
В рааулыате сиотеиа уравнения Галеркина для определения 

коэффиачвнтов раз.ожении 8 , функции if по функциям ч> £ име­
ет вид 

к L 

к„ М ^ Г к £ > ( 1 В ) 

Аналогичная система для коэффициентов разложения Л,., функции 
/\l nj функция» 'С получается в виде 

i .1 
1Ь4^ = -" L'S' ч 1 "•''> ' [ ;' = 1 . 3 . 5 

Для величии 

ния: 
P>k,f. . x ' J . . iJ , . oCL. , получаются выране-

4 (20) 

ik-ir-tll-xfftfrt^JzJ* , «-*' (20-) 

£«r = '^SJ^i-dt di 
e ^ U t ис и.*" ( 2 0 l l ) 
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• ffz Ч{, YL, , Лг d2 it.' •х 

U / ' j 

leper: -\ о б с н а ч е н сиазол Кроиексро. 

?• ( 2 0 ) , (21? входпт икте; ...элы по облас-ги Я . лстесть^иш.. 

гадать ураснбние i p t ' i s ^ этой . ' « -пти в так:>И аналитической {юрин, 

• э ? о " я I ; ":сдсгг:чт достаточное количестве параметров. Изи*мяя по -

:ойбтри. иокяо "сиплее-Й'j?.i :• w i y " , т . е . путом н а б о р а и:, с л и ч и л 

.или -..' • ;> pLRewii-j д. -. -J .< .•• , дл<! кот op J / вн)'?.,!? области ''? 

<j;:o2a?i^oci ;x л е п . о з ^ л й е '•'' • 0 г. J;J границе ocn?j'ти - • .-чкио-

:еайс ( Г =и; I) ч?0Си глтвграли в ( £ ^ К ( / ' [ ) легки ви'гис/ь ' i. 

-;я-Сг' : / Ч Й С Й И , v- ^зчвт-ельно уу*--длит аашк .iiof в ^ и ; - . 

'чи HCr;ov_!i ••«:-;:t;;ь приолик..-;-ко лр" ;• .-.^ля'.'Т'••• ;. w v . .МУКИ/ 

••TOp"i V'JZ.:: . - \: rf-'.c, . ;лимоих** ,/; -"л/ w v . ' / j j . И<г: ;•; < -i J- ' :"', 

' i ' - . ' • • ; v.",!U'T'..i :Ji;iMTH4^v!'.ii •;.,,-) IKK; . I чу)ы-;и к;!Т^.'!i-u;o!i BV-

,-i .-• - " .* .-• -i • , которые j,i:n'i..-. v. J A , . . -viiiii, :!0':JI-; 

* KT"- pHpOBah,'-! • У J . - КБЧ<:СТЫ1 П8р1 -• r p C J U • i\':'.'<>;/J ОГ^1: "-;J}r 

УС пр/ -ггл . о п я ^ и ji'jj'i;:*'.:! .ииОйрчьтси коорди.чать -чглмлн JCJU'-C". 1 . 

II 



IS, 

Пусть указанными параметрами являются .г, Xi, ..-, .х„_(на­
пример, .г,, х х соответствуют координатам г., , 2, первой верши­
ны ломаной и т.д.).При некоторых заданных значениях х, ; А,... ,а:Л. 
решается системы линейных алгебраических уравнений (18), (19) 
(так как при заданных x , , x t t . , , , x * все выражения (20), (21) 
могут быть подсчитаны) и находятся функции А'е и 'f и, следо­
вательно, значение функции Ф , Таким образом можно найти область 
значении ( г, 2 ), для которых Ф .> о . Граница этой области ап­
проксимируется ломаной такого ке типа ( о тем же числом звеньев) 
и получаются новые значения £,, £; , ..., .£,, . Принятый способ ап­
проксимации будет описан нижа. В результате ладучается соответст­
вие 

•г. = £'••*.,•*'*,... .-Г») , 14-',-; "•) , 

фактически получаемое лишь при численном выполнении описанной 
процедуры. 

Решениями задачи будут язпяться такая система значений 

£ ,г\ _ ^ п 1 для которой выполняются тождества 

так как это будет означать, что I) система уравнений (13), (14) 
решена (коэффициенты Вке , Л разложения if и А'в по координат­
ным функциям найдены) и 2) нелинейное соотношение (5) иа найден­
ной гранте выполняется. 
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В качестве метода решения системы (24) выл избран непрерыв­
ный аналог метода Ньютона' Л 

Если бы функции F,,F ••• , Рп были известны а явном 
виде, то методика свелась бы к следующему. Вводится параметриче­
ская зависимость всех величин X, 7 х л , ... , .J„ от некоторого 
положительного непрерывного параметра t , Тогда У,, 1 \ ,..., А; 
становятся функциями от t . Потребуем выполнения соотношений 

(25) 
Получилась система обыкновенных дифференциальных уравнений 

для функций •1,41, ••• ,x„(t). Зададим параметры .г'^ .г ; , . . . , -г° 
в качестве начального приближения для системы (24 ) . Очевидно, что 
эта система определяет и нулевое приближение искомой границы. 

В соответствии с методикой, величины JC° JC' ..,•<-," сле­
дует принять за начальные условии задачи Коши для систекы (25) , 
т . е . положить 

X, (С » = х\ х, 'о) * ,zl . . . , .('„ <(••> _ х ' „ 
(26) 

Т о г д а / ' , если начальное приближение выбрано удачно, то при 
t ' ^ величины :x7(t) , ^ i H , . . . , JCn't) сходятся к ис­

комым значениям S, 7 ; г 2 . . . =г^ . 
В нашем случае функции AJ ,/^ _... ,F„_ зада.;м неявно. Лоэ-

тому задачу (25) , (2ь) можно реализовать численно, задаваясь ша­
гом по параметру t и многократно повторяя описанную численную 
процедуру по установлению соответствия (23) . Ииенно, для каждого 
значения .г-(х1гЛ, .. г х„ ) можно найти ^ , ' 1 , • • , ' « и и х 

первые производные в этой точке. 
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Опишем KjiaiKG первый шаг продвижения по параметру t . 
В точке t *о , х,(о) , зс^Го), .•• , .r„(ol 

F'^,i\(o) -f .f.T,(o>, ... ,.r„io>). f t ---I,J,. .,n). 
127) 

Для нахождения частнис гроивводных от F по Хт в этой 
точке проводим процедуру соответствия ;23) для значения 

t,(0), xjo) , ... , J"„, to) + & т , •••> •*'„ <"''> , 

где 4 - некоторые иалие приращааин, которые UOSHO уточнить з 
гроцессс счета, отвода 

ОД 
^f (t, (О), ir,<o))x.j-Jfi<jc,,o)l...,j-m'!-if/ilrii...ian,l >} -

•-•'';'(-i:,u\ ... ,^„io),...,,r„(t»]i (, •",г^.., п , 
m .- 1,1, . . , • : ) . W> 

Таким образов, с.^зы'-'-гтс я известный зсе хоэффнциеяты систе-
нн :?>), которая яаадгк:-; ЛП^ЙЙЯОЭ иагобраг.ческсЯ DIHOCEU.-IJUC 

t ', , \ . *• • Рояая s?y спсгвУ; -эл^чавк введения 
ирЕрегл'яяя ^v;i8t!e?pn- ,; ,- Г : , " Тогда новне гн£ .-'••'•-; 

v • - ' ." . ' , . Затеу ддл-.от.т: саед^аэ* ;'терыцй* '•-
S'.P Г . " '. "i'pV " V 2U(?CC П^ СДОИ-1-0Я ""'. ^С i"5T I: _. , fIC/.r- Н v 

лсл^я: »•• - ?п с?»очг/~ • .А я зелнч?? Г " с "р^дел'-аинх Г,...-.- |< 

• .••-.-'• г^пчрь памятки :~.дсос amponcKvann? rpsaii. >*' г.?, 

J ^ТЫС'ШСТСК ТОЧКИ, ^ Koi'OpUJ. ':''•• ', ' ' ч ̂ -



ходится следующая перемена знака при больших значениях : . Такии 
образом .находятся дие крайние точки границы области по т.- . Полу­
ченный отрезок оси От. делится на определенное число частей 
N - J и из каждого узла на этой оси с некоторым шагом начинает­

ся движение параллельно оси Oi ( % /, О ) . Вновь производится 
исследование функции ф и таким образом находятся N точек 
границы. Обозначим их через М, A/j. •••,Мл! . При решении основ­
ной задачи были взяты за основу ft параметров ( с , / . ; , ; г.,,'.}, 
. . . ( 1„ , i i )-координаты вершин ломаной, описыващей иско-
ыую область. Встественно .иаваться многоугольником с четным чис­
лом сторон. Так как число N может быть велико, а на число па­
раметров п, , вообще говоря1 приходится накладывать Солее кесткие 
ограничения, то описываемый выше многоугольник нужно "подогнать 
под эту границу". Из всех возможных берется тот, для которого сум­
ма квадратов расстояний (отсчитываемых параллельно оси О и ) от 
точек М,, M i , . . . , Mv до соответствувщих сторон этого 

многоугольника минимальна. 

Описанная процедура была реализовала в качестве г;рограи7ы, 
написанной на ФОРТРАНе для БЭСК-6. 

J. 

Больное значение для сходимости процесса имеет хороший выбор 
начального приближения. В данном случае, как и в укаэаннчх выже 
работах, удобно исходить из "одвочастичной аадачи", сначала подби­
рая необходимое магнитное поле, обеспечивающее удержание на орби­
те заданного радиуса малого количества частиц. Тогда собственными 

IS 



поляна этих частиц можно пренебречь. Затеи постепенно увеличивать 
полное число частиц, путей увеличения нормировочного параметра 
функции распределения ж . 

Для одной частицы, вращающейся во гнешнем магнитной поле, 
определяемом величиной Д°( г , 2 ), полная энергия и в - ая 
компонента обобщенного импульса запишутся а виде 

//,, -mczr (29) 

Эти величины и должны быть внесены в ( 3 ) , ( 5 ) . 
При этой в (30) Z выбирается близким к Т - величине равновес­
ного радиуса, соответствующего Г и Aff(Z , 2 ) при f =0, а 
Р± //не должно составлять малую добавку к Г1-1 

Для ориентировочного определения области Si таким образом 
используется величина <?' при >е~о. Тогда будет Ч~с , 

Ад - 0 и 

При заданных размерах камеры, расположении витков и тока Г 
в них, А - ( £ , ? ) определяется по формулам ( 9 ) , причем из-за 
очень быстрой сходимости рядов в суммах можно брать всего несколь­
ко членор ^еслв X $ R ) . 

"Ямой внеанего магнитного поля" назовем область, в которой 
выполняются соотношения 
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Фс (г,з) ло, о z п. £ i ) 

л- ±- . йВ±!Ш [ ( 3 г ) 

"/ Л J • 
ПолоЕение этой области изменяется при изменении "входных 

параметров"/?, 2 , Г, й (при фиксированных размерах камеры). 

В окрестности этой области и задавались начальные приближения 

искомой границы пучка при X 70. 

П. 

По изложенной методике были выполнены вычисления, в частности, 
для параметров а=16 см, в=6 см, R =8 см, ~1 =4 cu, J - 1,92• 10 5а, 
Г=30, ^ - 72,848. Область (32), соответствующее /г , начальное 
приближение (в виде симметричного шестиугольника) приведены на 
рис. 2 . На рис. 5 дан график Нг для рассматриваемого случая. 
Для ряда значений it =0,05; 0 , 1 ; 0 ,2; 0,5 были выполнены первые 
итерации, после чего производилась оценка числа частиц в сгустке 
по формуле 

& 1 (33) 
где S2 f - обдась, полученная п.^ла одной итерации начальной 
области. Дальнейшие итерации делались только для случая 9C-0,'J, 
т . к . в остальных оценка (33) дааалр /У е ^10^ ' . 

В последнем случае (X =0,5) за 5 итераций процесс сошелся 
ш была получена окончательная область Я (см. рис. 2) и полное 
число частиц в сгустке Nt = 1 , 7 - I 0 1 3 . 
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аог 

'3.9 

I - Л1ласТЬ, ДА'Я ХОТОрОЙ ф^ , Z.Z* • ( \ 

^ -- начальное ириДлиже.чк'.: границу пучке. 

'• - 'к.шчагег.ънап грани.:? <;ч:'я. 



I'pâ iHK Hj - ков.юн'г.что иащит;:сг 



При расчетах число членов в суммах (18), (19) выбиралось: 
К =17, L =15, I =11, 2=13. 

Число /V промежуточных точек, необходимых для подбора наи-
лучаего нногозвенника,подходящего к данной граничной кривой (см. 
процесс, описанный выше),бралось равным 60. Шаг по непрерывному 
параметру t выбирался из условий выпуклости получавшегося много­
угольника. Изменение параметров задачи - координат вершин 6-уголь-
ника от итерации к итерации дано в таблице I . 

Было оценено распределение плотности JO электронов внутри 
сечения кольца. Величина tp дана в соответствующих точках 
внутри полученной области пучка на рис. t . 

Получившееся довольно большое поперечное сечение пучка пока­
зывает, что стационарное состояние в данном случае образовав час­
тицами, имевшими довольно большой "поперечный разброс" Рх (см. 
формулу (30) ) . Поэтому был выполнен расчет при несколько большей 
величине М0 (новое значение И было принято равным 73,066) и при 
прежних значениях остальных параметров ( X и т . д . ) , т . е . когда 
"поперечный разброс" был меньше. 

В результате 8 итераций (з качестве начальной области была 
выбран.' область, представленная как конечная в предыдущей задаче 
см, рис. 4 ) , процесс сошелся и окончательная область оказалась 
меньшего размера. Вид этой области и распределение плотности при­
ведены на рис. 5. Полное число частиц в этом случае оказалось 
равным / V e « I , I - I 0 1 5 . 

В заключение авторы выражают благодарность Л.Александрову, 
А.Б.Кузнецову, Н.Б.Рубину за полезные обсуждения. 
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Изменение параметров 

Таблица te I . 

й итер. ^ ч t-i %ц 2* 2,: 

0 3.873 4.470 5.197 5.563 0.613 С. 532 

I 4.216 4.588 4.991 5.596 0.348 0.373 

2 4.239 4.5Г8 5.123 5.569 0.334 0.345 

3 7.247 4.519 5.169 5.568 0.323 0.308 

4 4.258 4.526 5.251 5.559 0.326 0.278 

ц 4.260 
-

4.525 5.251 5.561 и.328 0.275 



t= л Si 

ъ*ьи 

2=-Д5 2*0.5 

РИС. 1. 

Распределение плотное» по сечвнме пучка. 
Значение г J4Z,г}=-2060-ч»сло, уваамное ва рас. в соот­

ветствовав! г;ч»о. 
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Г " 
48 - уь 5 

/ 5.7 5.6 5.3 
1 f ЬА 6 S-7 5.5 

I 6:5 6.4 6J 5.6 

6.8 6.7 6Л 5.9 

7.1 7 6.7 6.2 
73 7.2 6.3 W 

\ V ? 3 ? ,6-8 

\ ^ 73 7 

\ 
N. 7.3 h 

Z=t.3 j —:7.3 

2-0.4 i-o.4 
№ c . 5. 

Сечение пучка и распределение плотности ДЛИ случая 
Ио=7},066. 

Значение г j>(г , z )=-2050-цисло, указанное на рис. 
в соответствующей точке. 
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