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О НЕКОТОРЫХ СВЯЗЯХ МЕЖДУ ТИПАМИ СИСТЕМ 

ОБРАЗУЮЩИХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП 

И ИХ ПРЯМЫМИ СЛАГАЕМЫМИ 



I . Введение 

I . Существуют тесные связи меящу строением абелешх 

vpynri и внутренними свойствами их систем образуикпх. Об 

этом свидетельствуют многие работ . Одно из направлений 

исследованил таких связей развито В. Jlnadoi/ > ' . Исполь­

зуя понятие НЕПРИВОДИМОЙ системы образующих и введённые 

им понятия сильно приводимой, наследственно приводимой и 

наследственно силыю приводимой системы образующих (см. п.2) 

Длаб разделал все системы образующих абелевцх групп на 

следующие шесть типов: 

(I) - неприводимая система образующих; 

(П) - приводимая, но не сильно приводимая и не наследственно 

приводимая система оСразущих; 
(Ы) - силыю приводимая, по не наследственно пршюдшая , 

система образупщих; ^"3 у 

( Ш - наследственно приводимая система образующих, но не 

сильно приводимая; 
(У) - каследствегаю и силыю приводимая система образующих, но 

не наследственно сильно приводимая; 
•'.У'.:- наследственно сильно приводимая система образующих. 

JWa6 показал, что существуют абелевы группы, обладаю­
щие всеми шестью типами систем образующих. 1Ы установлено, 
какими вообще комбинациями типов ( I ) могут обладать абеле­
вы грушш ( см.' ' ) . 



Это следущие комбинации: 

ft); 
(D,(x); 
(D,( ir) , (ff l ); 

(f?),(F); 
( iy ) , (£ ) , (£>) ; 

( w ) . 
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В соответствии о этим абелевы группы можно разделить 
на восемь непересекающихся классов, если поставить в соот­
ветствие каждой такой комбинации типов систем образую­
щих все абелевы группы, в которых реализуется только 
она: 

2>(юоооо) — ( I ) ; 

£>(11ОО0О) (1),(Е) ' 

5)0' юоо) — (1),(1Г),(Ш); 

астм О — {1)Лл)ЛФ),№)Д)№); 

£(GQO\\ \) — с г р ) , С Р ) Д 0 ) ; 

£(000001) - (|7/)_ 
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Описание классов Ji(iooooo) t2(tl00t>i) f2(ooooo,) 

дано в работах' • ' . 
Оказалось, что класс 2)(loc>000) c < , 0 T 0 Z ! I i m одной 

нулевой грушш, а <2)(11 0 000)содержит только цикличес-
кую группу второго порядка - C(Z). Класс ЖООООО\) 
состоит из всех ненулевых полных абелевых груш. 

В работе'5' изучены примарше группы класса 3)(tll1'00)-
Показано, что примарная абелева группа G ( IGI > %• ) 

принадлежит к cO(UlQOO) тогда и только тогда, ког­
да порядки её элементов ограничены в совокупности. Для 
произвольных абелевых груш нами в работе''' получен сле­
дующий результат: если абелева группа 
то она имеет вид: 

G = T +Fn,. ( 2 ) 

где I - периодическая группа с ограниченными в совокупнос­
ти порядками элементов, а - свободная абелева группа 
ранга П. < •» . Там же показано, что если абелева группа 

) имеет вид: 

где /р - примарная группа с ограниченными в совокупности 
порядками элементов, А - группа с конечным числом обра­
зующих, то группа G € ч)(Н (OOuj^ 
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Хотя группы вида (2) устроены весьма просто, вопрос 
о том, каковы все группы класса 3 ) { l , l 0 0 o ) t остаётся 
пока открытым. Возможно, что он совпадает со всеми груп­
пами вида (2) . 

В работе ' ^ построены отдельные примеры примарных 
групп, принадлежащих классам «*У/' ' ' • i О), <5У| . ( . • / ' I , 

7)1000110), <&(oOOIIl) . 

В настоящей работа получены некоторые достаточные ус­
ловия, при которых абелева группа обладает или не обладает 
наследственно сильно приводимой системой образующих 
(тип (Л)). Это позволило доказать теоремы вложения для 
классов ,2>(П 1110) .cZ(nnn) , 3) (OCOll I) . И э 

теорем следует, что для любой абелевой группы G в каж­
дом из указанных классов существует группа, содержащая G 
в качестве прямого слагаемого. Полученные результаты могут 
рассматриваться и как достаточные условия принадлежности 
абелевых групп к классам °Э( ' 11 11 О ) , оО(1 < I I» ' ) , 
, 2 ( 0 0 0 1 I I ) . 

Далее нами описаны все счётные периодические группы 
классов 2)(000110), S)(000lll) . Найдены также не­
которые виды счётных непериодических групп класса 

<2) (000 110) . Показано, что каждая абелева группа 
с конечным числом образующих может быть вложена в качестве 
прямого слагаемого в некоторую счётную группу класса 

cZ)(0OO I I О J . Аналогичные утверждения доказ^чы и 

для классов £)(и\ооо) , £)(11И10) , 3>(щ\\\) , 
3)(oooiii) . 
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2. Далее всвду под группами m будем подразумевать 
абелеш группы. Через J и 5Г будем обозначать образа 
элемента 9 и подмножества 3) группы От в фактор-группе 
G = G/A • Символ^С^ " употребляется нами для 

обозначения строгого вложения подмножеств, в отличие от 
„ £ = " . Множество, состоящее из элементов А , А f-Л- , 
будем обозначать через I $*ji(A • а разность некоторого 
множества 3) и однозлементного множества 4 - через 
cZ>\? . Для обозначения прямой суммы групп мы употреб­

ляем знаки „ + " и ^ 7 

Пусть Я - система образующих некоторой группы Q 

Определение I . 3) - неприводима. если соотношение 

/е {2>\}!г 
d (4) 

не выполняется ни для одного элемента 9 (; °& . В против­
ном случае Sb - приводима. 
Определение 2 . Q) - сильно пдаводима. если сооиюшение 
(4) выполняется для любого элемента 9 ( Sb . 

Ш_3. <£D - наследственнп приводим^, если приво­
дима всякая подсистема Я ' £ Г <2> p порождающая G-x^j. 
Определение 4 . £> - наследственно сильно приводима, если 
сильно приводима всякая подсистема 3>'^ S& , которая порожда­
ет 
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П. О группах с системами образующих типа (У!) 
Лемма I. Если все прямые слагаемые /L группы 

обладают системами образующих ЗУ л типа (JI), то 

3) = U2> -
система образующих типа (У1) группы (_? 
Доказательство. Пусть Л'<~ <2> = ^А^1' и •{ °Э J r G . 
Тогда, ввиду разложения Q = X? Л * , <2>' - ^Тл. * > 
где c2i S"oZb и .('ajy = ^ л , для всех л f / 1 . 
По условию, все системы Sb\ наследственно сильно приводимы. 
Следовательно, все системы 3>* сильно приводимы. Поэтому 
система •И ~}fA'"^ сильно приводима, так как 5Ь, 1\3)\^~ 0 
при Хл+^г (можно считать, что О (• <S)j. , •» f-Л ). 
Лемма доказана. 
Лемма 2. Если система образующих S) труппы G наследствен­
но сильно приводима, то для любой истинной подгруппы 

{2>olr С Qr t Г д е S>a а оО > система образующих 2\3>с 

фактор-группы G/'l^Ooy , также наследственно сильно 
приводима. 
Доказательство. Допустим, что система S3\2)e не наслед­
ственно сильно приводима. Тогда она должна содержать неко­
торую не сильно приводимую подсистему З)^ , которая так-
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же порождает Иными словами, должен су­
ществовать такой элемент £ f °v -> , что 1 € \ °0„ \ "-J, 
Если теперь в качестве оД, и ^ взять прообразы сЭ* 

Ж , СУоОо будет не сильно приводимой системой образую­
щих группы G i содержащейся в S) . Действительно, 
а (• 3), U3)o и « 6" {(3>,U2)o)\<t}t так как в <?/1^ 

2 6 /й>, l*j # 

Таким образом, мы пришли к противоречию. Лемма доказана. 

Теорема I . Если группа G - А + о , где D -полная 

группа, обладает 

наследственно сильно приводимой системой образующих. 

Доказательство. Рассмотрим самый простой случай, когда 

A ' iW^o и г(&) = 1 . дусть о(а.},т , м < « , 
Ь-{ ^' I ° г , >'",•••- J . где элементы чй-
удовлетворяют соотношениям 

если В - С ^ , 
(5) 

шш соотношениям 

если группа о изомо!)фна аддитивной группе рациональных 
чисел. 
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Покажем, что во всех случаях множество 

с = /"<•,•;/,«<- , г д в Q-* +&, 

является системой образующих типа (Л) для группы и- -- {"i+Ё,. 
Это будет следовать из того, что всякая счётная подсистема 
(2 также порождает (j (вообще, любая система образующих 

Q должна быть счётной). 
Действительно, пусть С -некоторая счётная подсистема 

С . Если 0(a)* т. < <*>, то 

{С'Ь 2 г»{С'} 
Так как С содержит некоторый элемент С - а > $" 

и /« (• 3 Q { Су , то « ( i^J . Следователь­
но, {C'hG . Если 0(a) --°° ш С'=[ c«<]tfii"= 
(к,- < fcj мри I <j _) , то , при выполнении соотношений (5) 
для элементов /<• , 

Как и в предыдущем случае,элемент Л б . То есть, 
I ' - T y - G ? . Пусть теперь 0(4)^°° , С'-[с«; Ъ.ч<" 
где номера К; образуют возрастающую последовательность, 
я элементы «^ удовлетворяют соотношениям (6). Множество 
Г о*. ~)\(к«> является системой образующих группы В • 
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Вели Я t °> - / , то г С у - о - t т а к Н ак Ctc. - 0«с Л. 
С / < '' < Л * У . Рассмотрим разность 

Если J".*У , то найдётся элемент ^ ^ *-
с номером Kj >, S • К^ . Элемент 

= (f,*,)-(s-b)~K,)-j)4: = to. 6 {С'} 

и \t т > . Следовательно, & $ * J . 
Таким образом, мы показали, что для случая 2(B) -1 

утверадение теоремы справедливо. Перейдём теперь к общему 
случаю. Пусть 

, где 

? ев; >,1м1чл1. 
Тогда G можно представить в виде прямой суммы 

G ~ г\ »(Л • г л - е в о е ^ Л ~ полные группы 
ранга I , а В - некоторая паяная группа. Покажем, что 
группа G ~ п +^с.ил обладает системой образующих 
типа (51). 

Отсюда , в силу лемш I , будет следовать утверждение 
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теоремы, поскольку прямое слагаемое В либо равно нулю, 
либо, как ненулевая полная грушш, обладает системой 
образующая типа (У1). 

Воспользуемся предыдущими построениями. Цусть, 
при кадцом Л <F/i , 

&х~- { (ч . * \ , • • • • , ' - " V , • - • \ , 

где элементы щ- удовлетворяют соотношениям типа (5) или 
(6). Построим мнолества элементы 
которых 

с м •= а,х •+- 6^i . 

г- Ud 
Объединение этих множеств -̂ " -ЧЛ и является систе­
мой образующих типа (У1) для грушш Q ~ A +"^_ D ) 
Действительно, всякая подсистема L *= С , поровданцая 
Q , долгота иметь вид С = J ^ < где подсистемы 
С д С С , — счётш, при концом A i Л . В этом 

легко убедиться, рассмотрев фактор-группу 
и её систему образующих С ~jtf^-> • С другой сторонк, 
если, при всех А {/I , подсистемы <~о - С л и являются 
счётными, то, как было показано выше, 

{сЦ-. 4с*$ '- J «Л f 

Поэтому 
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Отсюда видно, что всякая подсистема С , порождающая G , 
сильно приводима, то есть С- _ система образующих типа 
(Л) группы G . 
Теорема доказана. 
Теорема 2. Всякая счётная группа, содержащая подгруппу 
без кручения ранга I, тип которой содержит символ о о 
на бесконечном множестве мест, обладает системой образующих 
типа (У1). 
Доказательство. Пусть группа G — о , где О -группа 
без кручения ранга I указанного выше типа. Сама группа В , 
как объединение возрастающей последовательности циклических 
подгрупп, обладает системой образующих типа (.71). Поэтому 
будем считать, что В ^ Lr . Для некоторого элемента 
О ^ о 6 D разрешимы уравнешш: 

* = ?*&, ик<°° , <*U& , 

где г ? Pi ( ' ~ ' ' / - различные простые числа. 

Факте-p-rpyi ша G/{g} представима в виде 

G/{f} = В' +Г&С+-А .где 
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В; - (( & JU<~ } = С(Г7 , /7, ̂  ^ , 
| ^ с , /С < <», 

/А - некоторое, не более, чем счётное дополнительное пря­

мое слагаемое. Подгруппа S B ; + / 4 обладает некоторой 

системой образующих типа (У1), вниду теоремы I . 

Пусть ЗУ состоит из прообразов всех элементов =2> в G . 
Покажем, что множество <Z)-i~(l- ^ « « " у ^ я в л я е т с л системой 

образующих типа ( Л ) группы G . Группа G ~ { £>-} , 
так как состоит из представителей 

элементов системы образующих . Пусть 

некоторэя подсистема 10., , поровдающая G . Пересече­

ние <21П(Г'^]|.<к<«у, очевидно, счётно, а од' , образ 

аориядает . Лия любого 

At Q'n([sK],fK<~x 
" Н ~ ° , го есть 6 (7 ( 5 ) i \ ° ^ } . Если »х и Of — 
-различные элементы из«Э,7)^Г rfVJim»*,) J"< ? , то 

"^ ~ [ l>f . Если некоторый элемент я 6 <53 , 
то в G / У / / его образ 5. € { £&']&} , так как 2 ) '= •? 
л, следовательно, сильно приводима. Поэтому, для Ос выпол­
няется соотношение 
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Таким ойразом, показано, что система <Э» сильно приводима. 
Следовательно, 3)^ 2 м^ _ система образующих типа 
(У1) группы G . Теорема доказана. 

Тесш.и 3 . Если группа G - А + В , где В - непериоди­

ческая полная группа и | ВI ^ / А \ , то G обладает 

системой образующих типа (У1). 

Доказательство. По условию, грушу В можно представить в 

где прямое слагаемое R, изоморфно аддитивной группе рацио­
нальных чисел. То есть 

Если | А | ч JVo , то прямое слагаемое A + f t ,по геореие 2, 
обладает системой образующих типа ( Л ) . Следовательно, 
вввду леммы I , группа С имеет систему образующих ти­
па (У1), поскольку б ' - полная группа. Если jAI>]to , 
то •£ ( S J = / В I ^ / п | . В атом случае группа Q удов­
летворяет условию теореш I и поэтому обладает систе­
мой образующих типа (У1). 
Теорема доказана. 

Приведём некоторые следствия, вытекающие из теорем 
1,2,3. 
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Следствие I. Все счётные группы без кручения классов 
3>(И\\\0) и 2)(о001Ю) редуцированы. Более того, 
они не имеют элементов, типы которых содержат символ °е> 
на бесконечном множестве мест. 
Следствие 2. Если счётная периодическая группа принадле­
жит классу 3)(1ШЮ) или £>(оооио) , то ранг 
её полной части конечен. 
Следствие 3. Полная часть всякой счётной смешанной груп­
пы, принадлежащей к <2(7 / / /1 О ) или к 
является периодической группой конечного ранга. 
Следствие 4. Если несчётная группа G принадлежит классу 
ЗХШЧО) шш 3) (00ОНО) > т о Q 

не содержит ни 
одной равномощной полной подгруппы. 

Ш. О расширениях с помощью групп, обладающих 
системами образующих типа (I) 

Прежде всего, мы приведём без доказательства теорему 
4 СКхаббаз' ' ) и теоремы 5,6 (Сойфер ' ' ) . Эти результаты 
нам потребуются в дальнейшем. 
Теорема 4 . Пусть Т" - периодическая абелева группа. 

Тогда следующие утвервдения эквивалентны: 
1)Т обладает неприводимой системой образующих; 
2) 7~ имеет ту же мощность, что и её базисная подгруп­
па; 
3) | обладает прямым слагаемым, которое является прямой 
суммой циклических групп и тлеет ту же мощность, что и I . 

Под базисной подгруппой непришркой периодической 
группы здесь подразумевается прямая сумма базисных подгрупп 
всех иё примарных компонент. 

17 



Теорема 5. Пусть груша G ° n = i ^ } , Ст/Л = О я 
| g | > | М | . Группа £ г обладает системой образумит 
типа (I) тогда и только тогда, когда группа D обладает 
системой образующих типа ( I ) . 
Теорема 6. Если группа Q-A + о , / В / •#• / Л / 
и группа В обладает бесконечной неприводимой системой 
образующих, то и группа G обладает неприводимой системой 
образующих. 

Из теорем 4 и 5 вытекают следующее утверждения. 
Следствие 5. Счётная периодическая груша 

Т б 3)(ooono)U<2)(oo о т) 

тогда и только тогда, когда она имеет вид: 

"!"•= Т + ' Та. > г д а ~П^° ~ к о н в ч н а я группа, а 
Т^ t О — полная группа. 

Следствие 6. Если груша 
Q - полная группа и | В I > / М | , то G не обладает 

неприводимой системой образующих. 
Приведём два следствия из теоремы 6. 

Следствие 7. Если груша Q разлагается в прямую сумму 
G = f + A, 

где г - прямая сумма циклических груш и 
то Ст обладает системой образующих типа (I) . 
Следствие 8. Гстшд у ^сов odfoooito ) и 3)(oootll)ns 
содержат равноыои" *х им прямых слагаемых из 3>( " П I О) 7 
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g)(l I I I I I ) и равномощных им прямых слагаемых бес­
конечного ранга из Z>(iaoouJ. 

Докажем следуйте утверждение. 
Теорема 7. Если А - подгруппа группы G ,\G/A\>IA\ 
и (у/A ST+Tn. - группа вида (2), то G обладает 
системой образующих типа (I) и не обладает системой образую­
щих типа (Л) . 
Доказательство. Первое утверждение теоремы следует из тео­
ремы 5, так как G/A - прямая сумма циклических групп 
и | G / А | > I Д | . Для доказательства второго утверждения 
мы воспользуемся тем обстоятельством, что группы типа (2) 
а, следовательно, и любые их фактор-группы, не обладают 
системами образующих типа (Н) (см. 

Допустим, что группа G- имеет систему образующих 
типа (У1) - <Z) . Ттда и должна существовать 
такая подсистема 3)а *- ^ , ' ®° ' ' ' » что 
{ ^ 2 А (например, 3 0 = , b U * , где й , с оЭ , 
.•>f"/.2)»£ , I Я>« / < 0 0 ). Фактор-группа 

должна обладать системой образующих типа (У1) (см. Лемму 2). 
Но, в то же время, как гомоморфный образ груп­
пы типа (2), является группой типа (2). А такие группы 
не обладают системами образу«лих типа '.ТЕ). 
Мы пришли к противоречию. 
Теорема доказана. 

19 



1У. Теоремы влодешя 
I. 0 a m c 3>(:>0 0°o) _3)f/!000o)_ 3>(0Q000t). 

Вввду известных результатов (см. Введение), можно 
;'шд;ат5 зсе грушш (5 , влояиыве в качестве прямого сла-
гаеного з грушш каздого из этих трёх ялассов: 

£(100 0 00) — G = 0, 

3) (iioooo) — G=C(z) ми С =0, 

•£(000001) ___ О 
- любая полная 

группа. 

2. 0 модешшх в грушш класса £)\Ч I О ° °]. 

Теорема В. Группа G является пряным слагаемым некоторой 
грушш G'€3>(II!0D0Jt Хогда я только тогда, когда 

GOpllOOO) шш / G K £ . 
Доказательство. Если группа 0'~G +G-, f S}(l I I OOOJ f 

то G не овладеет яаследотвенно приведшими сястедая об­
разующих ( с м / 7 / ) . Следовательно, 

£ £ <2>(/ОО0ОО) U<Z>(IIOOD0)U£>(l I 1 000,). 
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То есть. 
С другой стороны, если группа G 6 <*У I ' ' I0O0J 
или IGUZ t то при 

G'^G+{a^ (о(а)>л) 
груша G 6 oS(lII 000) (ом.' ' ) . Теорема доказана. 
Теорема 9. Всякая группа / ) с конечным числом образующих 
может быть влояена в некоторую счётную группу 

в качестве прямого слагаемого. 
Доказательство. Пусть г — счётная примариая группа с 
ограниченными в совокупности портками элементов. 
Тогда G =А + г - группа вида СЗ) и, следовательно, 

С £ £>( I П ООО) ( С М У 7 / ) . Утверждение 
доказано. 

3 . О вложениях в группы класса ° ^ ( ' ' М / С? у . 

Теорема 10. Люоая группа А с конечным числом образующих 

может быть влояена в некоторую счётную группу 

в качестве прямого слагаемого. 

Доказательство. Пусть 

I p - простое число). Покахем, что, при 

G'e 3(111110) . известно, что G, t °$0 < ' ' ' °) 
1 с м . ' * 0 . Поэтому G кнеет неприводимув систему обра­

зующих ( см. теорему 6) и наследственно приводяадш системы 

образующих (си. То есть 

G'€ а0тю)и<2)(1 щп). 

21 



Остаётся показать, что G не обладает системой образую­
щих типа СУ1). Допустим противное. Пусть <2> - система 
образующих типа ( Л ) группы G . Тогда существует такая 
конечная подсистема *Эо *— ^ , что л^^т — А 
Ввиду леммы 3 фактор-группа должна обладать 

системой образующих тина ( Я ) . Но 

G'/t&b ^ а/«^ЬПС) $ G,. 

А группа G-, не обладает системой образующих типа (У1). 
Mil пришли к противоречию. Следовательно, 
Теорема доказана. 

Теорема I I . Для любой группы О и любого кардинального 
числа М- >1&1Х0 существует группа G 6 °& 0 ' ' I I 0) 
мо11|ности М- , содержащая G в качестве прямого слагае­
мого. Если G, = Г+'+'ч, - некоторая груша типа (2) мощ­
ности -Щ. , а 

ГС , е«и G6~2)('iiOCw)K IGf>2 ; 

L 7 иди JGK2 , 
то груша G'^Gi+Gi&QliUo). 
Доказательство. Для любой группы G группа Gz , опре -

делённая соотношением (7) , не принадлежит к 

,3(К> о О ,- о '1 L ' о? - ; .' d г • ^ о 1 О ' сЭ (" , ; С О О ) . 
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То есть группа G^ обладает наследственно приводимой сис­
темой образующих. Следовательно, и группа G'*G, + G* 
обладает наследственно приводимыми системами образующих 
( с м / ' ) . С другой стороны, по теореме 7, у группы С 
есть системы образующее типа (I) и нет систем образующих 
типа ( Л ) . Поэтому группа G -G-, + С г с oZ)(l 1111 О ) 
и содержит подгруппу G в качестве прямого слагаемого. 
Теорема доказана. 

4. О вложениях в группы класса °0\* у • 

Теорема 12. Для любой группы Сг и любого кардинального 

числа Ш>Ю\К0 . группа G'=G i-G, *G, tGd('iiui): 

где G> - обладает бесконечной неприводшой системой 

образующих ( в частности, G, - прямая сумма циклических 

групп), a C?z ~ п о л н а я группа и [G-, / - Ъ (v-гд/ - Ш- _ 

При I G I ^ д 0 , в качестве Gz можно взять адди­

тивную группу рациональных чисел, а в качестве G-, - любую 

счётную группу, обладающую бесконечной неприводимой систе­

мой образующих. 

Доказательство. Пусть G _ некоторая группа, №1яа£ М, 
а '•-> ~ G + (jr., + G2 , где &1 и Gj_ удовлетворяют 

условию теоремы. 

Тогда группа G обладает неприводтюй системой образующих 

(см. теорему 6) и наследственно сильно приводимой системой 

образующих (см. теорему I ) . То есть группа G't°&\'" I' 'J 

(см. й ) ) . Если IGI4 Хо , Gi - счётная группа, 

обладающая бесконечной неприводимой системой образующих, 
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a Gz изоморфна аддитивной группе рациональных чисел, 
то группа G'~;-r + G, f O j , ввиду теоремы 6, обладает 
неприводимой системой образующих. По теореме 2, группа G-

'.ест ;:..г.тему образующих типа (УХ). Следовательно, 
Л / • ' ' ' ;. Теорема доказана. 

^.ючание. Теорема 12 допускает возможность выбора груп-
гй; 'V , соответственно, примерной, периодической, еме-
....,ной ;ши без кручения, если головой является группа С? . 

6. О вложениях в группы масса 'х-'< ° ° ° ! I У 

Тоорощ 13. Если группа Q = •(<*,, • • > <?i> J О , п < о , 
то, для .шбой полной группы G, ранга Ш ?- ^ , 
.группы ( J -'•-'• *"<-'i и Q"~Cr f Л , где R - аддитивная 
группа рашюналькых чисел, принадлежат классу аЭ (°^° < " ) . 

/ - / /->« Доказательство, Ввиду следствия 6, 
и грушах G- и 1_г нет неприводимых систем образуиих. 
Из теорем I и 2 следует, что эти группы обладают системами 
образующих типа ( Л ) . Kpov- того , группы G' и о " 
обладают системами образующих типа (1У) и (У), тш; как не 
являются полными. Отсвда ш заклпчаем, что 

G\ G" e 2)fooom) 

(см. (1 )). Теорема доказана. 
Теорема 14. Для любой неполной группы G всякая группа 
вида G'-G +G-, (2)(oooill) t Г де Q, _ полная группа 
мощности Ш- > | G ! X o • Е с л и G - полная группа, то 
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группа G"= G + CO*) e 2>(°oo, n) f ^ ш б т 

y^ , J < m 4 со . 
Доказательство. Второе утверждение теоремы является 
следствием теоремы 13. Если группа G - неполная, то и 
группа G'~G + Gi - неполная, где GV удовлетворяет 
условию теоремы. Так как |G.,| = ^ > / G / A o "% \о , 
то Y(G)=M >IGI Применяя теорему I к группе 
Q''~ G + Gi • получаем, что у неё есть система образующих 
типа (П) . Б то же время группа G не обладает неприводи­
мыми системами образующих, ввиду следствия 6.Итак, G — 
- неполная группа, обладающая системами образу -(их типа 
(У1) п не обладающая системами типа CD. Следовательно, 
(см. И 1 ) ) , G'^3)(°00in). Теорема доказана. 
Замечание. Теоремы 13 и 14 допускают возможность выбора 
группы G , содержащей G в качестве прямого слагае­
мого, соответственно периодической, првдарной, без круче­
ния или смешанной, если таковой является группа G . 

У. О некоторых группах классов 2)(ооопо) 
2)(0ОО III) . 

I . О счётных периодических группах класса 
£)(О001\О) 

Класс <2>(°ооп oj содержит вое примарные группы 
типа G(P ) *• G(P) + С(р°°) (Длаб/ 4 /). Ниже список 
групп этого класса будет расширен. Однако, пока jgm3)(oooii6) 
мы не располагаем теоремами, аналогичными тем, которые по-
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лучены для других классов. Возможно, что =Z>(ooo 11 о) 
содержит только счётные группы. 

Счётные периодические группе класса о&(оооII о) 
допускают полное описание. Всякая такая группа О- должна 

где G-, * ° - конечная груша, а Стг ^ О 
-полная группа введу следствия 5. Введём обозначение 

I.UiK ( 8 ) 

где Р; (Ii <(<г <°°) - простые числа, соответствующие 

разложению G» на примарные компонента. Очевидно, что 

конечная грушш G., разлагается в прямую сумму hx(G^) 
циклических групп. Из теоремы I следует, что при 

группа Ст должна обладать 

системой образующих типа (УП. Поэтому для иигереоующих 

нас груш класса <2)(сооп о) должно выполняться 

соотношение 

tCCJ < >n(G,X 
Это приводит нас к следующему утверждению. 
Теорени 15. Счётная периодическая группа G <? 3)(о00 11 о) 
тогда и только тогда, когда она имеет вид: 

G ~ G, + GX. (9) 
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где Gi*° - конечная группа, 
Qz*0 - полная периодическая груша 

ранга 

?(G*)< тп(С-

Доказательство. Благодаря предыдущим рассмотрениям 
достаточно показать, что группы вида (9) не ооладают сис­
темами образующих типа (ТО. Для этого воспользуемся мето­
дом индукции.Пусть группа G'Gi^Gj, имеет вид (Э) я 
x(Gi )--{ , то есть С 5= С(Г) , а Ы (<?,) > Z . 

Предположим, что2>- система образующих типа (Л) группы 
G . Если 2) = [*>]* еЛ , то каждый её элемент <2>, 

можно представить в виде 

ал =о; <•#/ , где а; ( G, } <?/ 6 G-z _ 

можно выделить счётную подсистему 
состоящую из элементов й> с различными компонентами 
Я?£0 . Так как группа G-? конечна, то при А (-А*, , 
<?•/ принимает только конечное множество значений. Следова­
тельно, из оЭ-г можно выделить счётную подсистему 
ob\~l^^jx(-Л', ( A.,S/I, J t в о е элементы которой 
имеют одну и ту же компоненту Я'* ~# <с о-, . То есть 
элементы Ял , -) f / 1 , имеют вид: 
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где бД'-система образующих группы 
Поэтому ( ом. доказательство теоремы I) 

, поскольку lv(G,)>,£ . Далее, фактор 
-группа G//&} должна обладать системой образующих 
тала (У1), так как « Э 3 °&-i (Лемма 2). Но 

- конечная группа в не может 
обладать системой образующих типа (Л) . Полученное 
противоречие дотаивает наше утверждение при ?( С%)- { . 
Допустим, что это утверждение доказано для всех групп 
Бида (9) с *(£,)< К (к •>>) . Рассмотрим группу 
G - G-, •*• Gz вида (9), у которой Г (Gi) - К. 
Предположим, что £& = Г Сл]* (-Л - система образующих 
типа (У1) группы G . Представим Gz в виде прямой суммы 
Gi. - Gz + Gz 1 где G[ ~C(fJ (p - простое 

число). Элементы С> , A (-yi , соответственно, мож­
но представить в виде 

С - с/" +с,'г> + сл

(\> 
где 

c?4G.. , C«>6G; , СГ'С-G: . 

Так же как и в случае *"( G, / : / , из 3) можно выделить та­
кую счётную подсистему <2>,'Г CIJA t-Л,, что, при всех Л(-Л, 

(•Л, - система образующих 
подгруппы Gz • Пересечннке {3>,\f\Gx - бесконечно, так 
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как при fс = О , г т «я,/£ Cr A и порядки элемен­
тов группы f ' l 2)-,$ не ограничены в совокупности. 
Следовательно, группа содержит, по крайней 
мере, одно прямое слагаемое группы Qx типа С (г*) 
и *(G//(faM&)) < К . Группа -p.KG =3*G„ 
так как V Д>,} Л G, С-/*-"} , a tn(G^)~> i.. 
Фактор-группа 

G = G/Mj = f /ff,, a j/te* ; ^ Я И"^ 
должна обладать системой образующих типа (У1), поскольку 
й с "О ( см. Лемму 2). Следовательно, её полная часть 

не равна нулю. Группа , где 
G ; = G, /Ус> , так как {G,, Щ - Щ + G„ ,, 
следовательно, 

Для группы О- выполняются соотношения: 

( m (а)ж). 
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Поэтому, ввиду предположения индукции, она не может 

обладать системой ойразуюиих типа (У1). Мы пришли к проти­

воречию. Следовательно, паше утверждение верно при лю­

бом К >, { , т . е . грушш вида (0) не обладают системами 

образугастх типа ( Л ) . 

Теорема доказана. 

2. О счётша периодических группах класса 

3)(ОООЩ) 

Теорема 16. Счётнач периодическая группа Q (• 3)(о00 III) 
тогда и только тогда, когда она имеет вид: 

С - С, » G2 , 
^ * (_т, - конечная группа 

где 

(Ю) 
О t '••т^ - полная группа ранга 

*(&) >*(&,) 
(см. (8)). 
Доказательство. В силу следствия 5, счетная периодическая 
группа 

С ^ od(oooi io)U 2)(oooi п) 

тогда и только тогда, когда она имеет вид 

G-G, +G,, 
где 0 ? & 7 - конечная группа , а 

Gi*° - полная группа. 
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Класс 3>(ooi?hO) состоит из всех групп ввда (9) (теорема 
15), поэтому класс 3>(ооо1! lj состоит из всех групп вида 
(10). Теорема доказана. 
Замечание. Для групп вида (10) не исключается возможность 

равенства 

3. О счётных непериодических гмйдах класса 

2>(ооои о). 
Обозначим через Е класс всех абелевнх групп без 

кручения ранга I , каждая из которых имеет тип, содержа­
ний символ с*3 на конечном множестве мест и 0 - на всех 
остальных. Если группа G € t , то через -C(G-) будем 
обозначать общее количество мест, на которых тип группы G 
содержит символ °° . Для группы^ G = С будем считать 
if(G)=0 . Воли груша G - J T f t ; и R ; € " E ,цг.\<«'*>, 

то положим 

с - I 

Доопределим функцию т(G) ( см. (8)): Уп(&1 = 0 , если 
С- - О , Будем считать, что ранг нулевой группы 

равен нулю. 
Справедливо следующее утверадение. 

Теорема 17. Если абелева группа Сг имеет вид 

£=£, +GZ + G}+G4> 

31 



где 
G - конечная группа 
Qrz -полная периодическая группа ((тл 2 о ) , (П) 
G" 3 - или равна 0 или свободная группа конеч­

ного ранга, 
G , =ZR; , R;f £ (llUb-<«>) или <Я = ° 

и удовлетворяет соотношению 

>>т(а) <- x(G3) > b(Gz )+ f(G<)u j (12) 

то G 6 2)fooo/io; . 
Доказательство. Если группа Сг удовлетворяет условию 
теоремы и ( г 3

= G> ~ ° , то G- имеет вид (9) и принадле­
жит к 2>(0OOll0) (теорема 15). Если G**£Ri , R; 6E , 

R ; " / ^ ! * , i « ' ' ^ n - < « ' , то при В = / " ^ 1 « ^ , 
G<,/{bS - полная периодическая группа ранга 

Для любого простого числа /> , фактор-группа 
свободной груши Gr 3 по подгруппе А~{Ра'>-->Pa'<j- t 

где ff,, --,#* 0 <-к<<х') -базис Lrj , является при-
шрной по j> группой ранга к =?(&з,). В частности, для 
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'(G, +Gi)/A ) = yn(G,) +)n(G>№)--*(&)+7&j. 

любой конечной груши , можно выбрать такое 
простое число /> , что в силу определения функции т (G) 

(см. (9)> 

Из предыдущих рассуждений следует, что если группа G-

имеет вид ( I I ) и удовлетворяет соотношению (12), то, для 

некоторого конечного подмножества о С Ст фактор-группа 

G -G//S} имеет вид (9) , то есть G7 £ 3)(ооо I / о) 
(теорема 15) . Предположим, что группа G обладает системой 

образующих типа (У1) — = 2 ) . Пусть 

- образ . Система 

образующих <5? группы G не является наследственно 

сильно приводимой, так как G € с£>(00 oilOJ 
Поэтому существует такая подсистема 25/ *—' £>, <А~' J л (Л, 

что - не сильно приводима. 

Следовательно, не сильно приводимая сис­

тема образующих группы , пос­

кольку . Груша должна обладать 

системой образующих типа (Г1) (см. Лемму 2 ) . С другой 

стороны, ( - V ' г 0 ' / - группа с конечным числом образующих , 

так как Lr - i S UJi^i^ ( и н е м о я е т иметь систему образую­

щих типа (У1). Из полученного противоречия следует, что 

группа О" не обладает наследственно сильно приводимыми 

системами образующих. В то же время группа Ст не обладает 

неприводимыми системами образующих, как расширение конечно-
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порождённой подгруппы ( S } 0 помощью счётной группы 
G С ой{000110 у ( о м _ т е 0 р е м у 5 ) . Следовательно, 
группа £ ? 3(00011 о)ч 

Теорема доказана. 

Следствие 9. Всякое расширение группы г* с конечным 
числом образующих с помощью группы o f "O(ooo 11 о) 
принадлежит J)(oro 1I О ) ( э т 0 утверждение содержится 
в доказательстве теоремы 17). 

4. О вложениях и ггопш класса cZ>(0'>O I > О 

Теорема IB. Для любой гругаш G с конечным числом образую­
щих существует счетиин группа С 6 U)\oo«no^ содержащая 

(т в качестве прямого слагаемого. 
Доказательство. Пусть G, — СС*')* <Г(""'/| а Сг, ^ С(f'v"' 
( р - простое число). Тогда группа 

удоплетво1Нпт условию теоремы 17. Следовательно. 

G (г " J ( f V • I О } . Теорема доказана . 

Л . Заключение 
На основе результатов главы 1У и У, для каждого 

из следуюиих классов мохно указать группы G , влачимые в 
качестве прямого слагаемого в некоторые группы этих 
классов: 
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£)(i о о ооо) - G- ~- ° 

<£){\\0ооо)— G = C ^ j ™ & =» 

Q~)(l I ' О О 0) ~ G б£(11<000) или IGUI 

$)(l ' I ' ' О ) - любая группа G ; 

2)(| N I I I j - любая группа G ; 

- любая группа Or с конечный чис-
7 лом образующих; 

Х(оооп i) . „ Й ^ С ; 

С2) / О О О Й О / у - любая полная группа Сг 

(для перечисленных классов, кроме 2>(0ОО 11 О) 
здесь указаны все такие группы). 
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