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где 

В последнее время большое внимание уделяется вопросам суще­
ствования и исследовании свойств частицеподобных решений нели­
нейных задач,возникающих в теории элементарных частиц ' 1 , г'. 
Например, в простейшей модели скалярного поля задача сводится 
к исследованию существования частицеподобных решений следующего 
нелинейного уравнения: 

Л 
4>(х) - Qt(x)Wx),. ц <,*> (I) 

при граничных условиях; 
Ч>(о)= *(«,) = о , ( 2 ) 

Уравнение (I) при 1-0 ранее исследовалось в работах'2"4; 
В работе'"' проведено исследование этого уравнения при 

любых натуралышх^эначеннях параметра £ . В ней с помощью ва­
риационного подхода, который является дальнейшим развитием ме­
тода HexapV*', Доказана следующая 

Теорема I. При выполнении условия 
<* i<k'<s 

существует положительное частицеподобное решение f (x) зада­
чи (1)-(2). 

«.ьнеймие исследования уравнения (I) проведены в рабо-
где доказаны теоремы об отсутствии положительного 

часгицеподобного решения краевой задачи (1)-(2) при o<kn 
и при к*е . 

тУ*г 
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В данной работе для любых натуральных значений параметра I 
доказана следующая 
Теорема 2. Для любого 

| - *Р** ( Р и f - натуральные числа) (3) 
при выполнении условия 

i <k <s 
существуют решения <f(x) = </>„. (л) ("• • °, *.г>--,) задачи 
(1)-(2), имеющие точно п- нулей в интервале о< ос < °°. 

Доказательство теоремы 2 проведено с помощью вариационного 
подхода,развитого в работах Нехарг 3 , 3'. 

Доказательство разбито на несколько этапов. В первом раз­
деле сформулирована соответствующая вариационная задача (см. 
(I.D-U.2)) в интервале о i ос < <х> . Затем решение этой 
вариационной задачи у (эо) связывается с решением </j (*•) вспо­
могательной вариационной задачи (см.(1.5)-(1.6)) в промежутках 
Xj6xsacj*< (\*1,&,...,п) • где о = эс*<я,< xt< ...tx^x^r* 
Во втором разделе установлено три свойства функционала, опреде­
ленного в С Х{| , #(•*•<] . С помощью этих свойств доказано, 
что исходный функционал достигает минимума при некотором разбие­
нии (Sv, Л*,.,, , *„. ) интервала (otco) . в третьем разделе ус­
тановлена непрерывность первых производных ч,(сеЛ в точках осj ( i =-U,... , п.) 

X. Сформулируе» 
Ищется минимум функционала 
3(g) = Пч*ш*о«(«Л«]л ( 1 Л ) 

при нормировочном условии 

В - фиксированное число из промежутка О < 6 < °° . 
Вариационную задачу (1.1)-(1.2) будем рассматривать в 

классе функций Y(o,°°) , определяемых следующими условиям» 
а) уЫ) непрерывны в [0,°°] и имеет в нем кусочно-

непрерывные первые производные Ч(эс); 
б) 3(^<-; 

= Н,а,... , п.) и завершается доказательство теоремы 2. 
X. Сформулируем соответствующую вариационную задачу 5'. 

KC S)-J-
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в) КЧч) = Я> ; Я> - произвольное число из промежутка 
о< » < ~; 

Г> ЛЯ о ) =У(о°.)=0 ; / 
д) ytx) имеет п. ( п - о , 1 , г , ъ , . . . ) нулей в интервале 

(О, оо). 
Под решением вариационной задачи (1.1Ы1.2) будем понимать 

функции 4C^J бУ(о,°°) , доставляющую мянкмум функционалу 
(I.I). 

В дальнейшем будет показано, что решение вариационной зада­
чи (I.IMI.2) является я решением задачи (1)-(2). 

Доказательство существования решения вариационной задачи 
(1.1)-(1.2) проведем в несколько этапов, 

Рассмотрим некоторое разбиение интервала (о,*о) точками 
li д;,,,,, Sn , где 0=Х,<Х, <Xi <... < Х„.< Хпг, =оо. 

Учитывая это разбиение, вариационную задачу (1 .1Ы1.2) перепи­
шем тая: 

3ix.,x,,...,ab.txn„,y) = it 3. ? (1.3) 
И. 

КСав,*<, . . . ,* ,* ,а^, ,^)= X Д- ; (1.4) 

где хл*' 

А' Г % <" • 
Далее для любого промежутка Xj&x 6 i J ( , рассмотрим суще­

ствование энахоопределентх решений вариационной задачи (1 .5) -
(1.6) в uacee функции Yjtej ,з^*,) , определявшее следущшл 
условиями: 

a) I{J(:E) непрерывна в [а^.ас^.,] я жмет в нем кусочно-
непрерывные первые производные ц (Х); 

6>»|(« 4}-«jCa 1,0-o i •* 
в) 3j -с,«° ; 
г) JL ^й*-<^* = Jh > где Д - произвольное, 

отличное от нуля вещественное число. 

(1.5) 

(1.6) 
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Повторяя рассуждения, аналогичные тем, которые проведены 
в работе'5', можно убедиться,что для любого промежутка 
Xji х ( x ^ i существует в классе функций Y; С •*/ . xi+<} 
знакоопределенное решение у.- вариационной задачи (1.5)-(1.6), 
причем функция и является решением следующей краевой задачи: 

Ъ<*>-Ъ(*> %<*>=-%- £ & -
при ее•• i х £ cz 

(1.7) 
f-f г 

4l(x4>-ii(*<«)-° , «-8) 
где X . - точная нижняя грань функционала ^ в классе функ­
ций Y^ (Xj}Xj+, ) при условии нормировки (1.6). 

Если для любого Xj s i s 3Cj+ 1 нормировочные постоян­
ные fij взять из условия jj- =/(; , то уравнения (1.7) и (I) 
совпадут. Это означает, что для любого я .* я * */** функция 
^j является нетривиальным безузловым решением уравнения (I) 
при граничных условиях (1.8), причем условие нормировки можно 
записать^в виде x-.ti 

(1.9) 
Итак, в каждом промежутке л . ^ х * ^ , < существует не­

тривиальное беэузловое решение уравнения (I) при граничных усло­
виях (1.8), удовлетворяющее условию нормировки (1.9). 

Каждому значению 3(у) = ЗСх*, хи ..., ае„. 7 ос„,, # ̂  ) 
при фиксированном разбиении интервала (й/ ао) соответствует 
кривая у(х) , составленная из foC-*) ("/ = о 1,2., ,,. , п, ) . 
Поскольку уравнение (I) при рассматриваемых к (см.(З)) от 
смены знака Ч,(х) не зависит, можно построить кривую так,что 
^.fjcj и Ч.,^(-Х) имеют разные знаки. Покажем, что функция 

ЗС^«,^1,... хлtcc„,,, и ) достигает минимума при некотором 
разбиении ( х, >.,., 3: «.) интервала (о, «>) при соблюдении 
нормировки (1.9) в каждом промежутке f* v . ^ ^ J . Существо­
вание такого разбиения является следствием следующих трех свойств: 

*4 в 3 5 ' * / • • » > • . » > 8 ' 9 . 
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2. Лемма I. 
а) Если X: i эс- < •£,,,« x ^ , , то 
<5) 3jCaj,j:^,,yj>^»' .если (xj.,-xp-~o ; 
в) 3jCxi , ctd-,, , ̂ j) - непрерывная функция от .*, , J ; f, . 
Докажем первое утверждение леммы I. Пусть функция Щ яв­

ляется нетривиальным решением вариационной задачи для интервала 
[&i, Xj-n ] при нормировочном условии (1.9). Определим функ­
цию UI.X1 следувцим образом: 

U L X ) . \ U M = ^ СХ>' " Р И ^ ' *''*J ' 
[uCsOsO, при зс^а:<^ и i j ^ * * ^ ' • 

Очевидно, 
3J <S. V-tf* V*^'- u ) = V * r */•« •% > . (2.1) 

Доказательство второго утверждения леммы I проведем лишь 
для двух интервалов: [о, а:,] и O n / » ] . Остальные случаи до­
казывается аналогично. 

Если о & х < х , . то,используя оценку'3' 
tf(x)ix3c (?.2) 

и условие (1.9),имеем, 
1 < Г(о ^ 1 "РИ 1^<5. ( 2 3 ) 

Отсюда, если х, -»о , то при /^/?<^ получаем X " * 0 0 • 
Аналогично при осл i х < о° , используя оценку / 3 / 

^ Сж) & Зп 12.4) 
и условие (1.9),имеем 

*.« , 
^ 3 7 - 7 ^ • -И» *>1 . ( 2 . 5 ) 

•J- п. 

Огсвда, если х„ •>«*> , to при 1<&s получаем J» » „, . 
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Итак, для 4<k <S доказано второе утверждение леммы I . 
Покажем, что 3j (а; , х ^ , , > ^ - непрерывная функция от 

х& и ^ j - * " 1 • Доказательство проведем для интервала 
о 4 э с с я , . Другие возможные случаи а с . й Х £ з с , + < и 

Хп. £ х < ао доказываются аналогично. 
Пусть функции ^„(эО и 4°Lx) являются решениями вариа­

ционной задачи соответственно в промежутках о s х * х и 
0 6 X 5 с с 1 , причем 0<сс^ос1 . Положим ? = -Щг- >,• i . 
Определим функцию и(х) =otyc (fee) в промежутке ах<£. , 
причем К(сО= U (•&) =-0 . Постоянную об выберем так, чтобы 
функция Щес) удовлетсоряла условию (1.9) в этом промежутке. 
Так как функция <£> Сас) является решением вариационной задачи 
и удовлетворяет условию нормировки (1.9) в промежутке О^ос<х4 , 
то при СС-+Х, имеем Ы,— i. . Функция U(xi является допус­
тимой функцией для вариационной задачи в промежутке о & ос < ос, 
поэтому х 

Переходя в последнем интеграле к новым переменным интегрирования 
5 x = t и учитывая oC-*i при £-*-.£, , получим 

& ( ° . * , * ) £ З о ( о , « « , у « ) + 1 ( ' , ( 2 - б ) 

где Jf*o и й^ЧС — о . 

Из (2.6) и свойства (а) леммы I следует непрерывная зависи­
мость Яо(о,ос < 1^ <) от К( . Это и завершает доказательство 
леммы I. 

Теперь будем минимизировать функционал 3(Ха, Xi,,,, ,3V ; 

Х*+АМ~) В интервале [<?;ooJ при соблюдении нормировки (1.9) в 
каждом промежутке x.i х й cci +* . кинимязация ведется путем 
вариации точек х; ( <j_ •/, 2,.,. и.) . Учитывая три свойства 
3 i, доказанные в лемме I, убедимся, что функция 
5 (х^х,,... ,x n. )x„ f l u") достигает минимума при некотором раз­
биении CXij-Ji ',,•• ,Siv) интервала С , 0 0 ] . 

В самом деле, согласно свойству (б), величины X. должны 
быть отделены друг от друга, т.е. (3-JH - °tj)*<£ , где £ ~ 
достаточно маленькое фиксированное число, кроме того Хп. £ Т , 
где Т- достаточно большое фиюированное число. Поэтому перемен­
ные х,,х £ 1.,. ; Х-п. изменяются в замкнутой ограниченной области, 
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причем из свойства (в) лешш I видно, что в этой области функцио­
нал 3 (x<,tXi,..., aw,г«м, и) - непрерывная функция переменных 
Xi, зг»., .,. , ос». , 

Тогда существует ограниченная последовательность точек 
{ 0С1т , ЭС2т, ... , г в д } (т = 4,2, ... ) , 

минимизирующая функционал Д (Лс , х < т , ... за-™ , ее»,-, , ^ ) 
в интервале {0,°°.] при соблюдении нормировки (1.9) в каждом 
промежутке х < х $ ее,», . Из нее можно извлечь подпоследова-

. . . „ . , _ . в i тельность 
t а < » й , СС*д, ,.. ,«.„*] (*>= 1,2,... ) , 

которая сходится к Cl< , х . 2 , ,., ,SC„.) . В силу непрерывной 
зависимости У ( х . у э с , , . . . , а л ; а^,-м,«') от переменных Х- С j = -(,2 , ,,. n.J получаем 

x-'i. rt:»,?,...«j , „ , 

Следовательно, пгсп- 3 действительно достигается при 
некотором разбиении ( о с , , х~г,,,, 7 .х„ ) интервала [о, ooj . 
Функция у/ж) в каждом из интервалов СэЕ;. , 5 ;.*.,] удов­
летворяет уравнению (I) и условию V'^i) = 4 d u ^ = 0 . 
Считаем без ограничения общности, что Ч-.№ меняет знак np.i 
прохождении через точки 6L-. , Покажем теперь, что функция Ч(х>, 
составленная из 4, (я) (j=i,i,«-n-)ficrb решение уравнения (I) на 
всем интервале С о, «=] . Для этого достаточно установить равен­
ство 

а:-*.-» * x-S^o* ' < ( ' ' ' • (2.7) 

3. В этом разделе докажем, что функция у(х) , составлен­
ная из J/jte) 0' e 1,^, . . . п . ) , не будет решением вариационной 
задачи (1.1)-(1.2) на всем интервале Со, °oJ , если не будет 
выполняться условие (2.7). Дня удобства введем следующие обоз­
начения: Осу. 1 »а- ,ссу=с и э^+ч =г£ . Пусть функция 
у ( х ) является решением вариационной задачи в L <>•,&] . 
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Без ограничения общности предположил, что Ц(х)>о в [в, с] 
и У(х) <о в i~, S3 . Определим функцию иСх) следующим 
образом: 

f U(x) = у<х), при [a,, c-S] и Lc*$J&]l 

U ( X ) = \и(.>:)=Ах*&, при [c-S-,C,S]i
 ( З Л ) 

В- y(c-Sj-(z$y'l(c-S)[ij(c<-$)-y(c-<r)] . < 3 - i i' 
Пусть в точке Л=С функция U(C)=0 . В интервале [л,с'] 
функцию UCx) умножен на б" и в интервале [с',&] - умножен 
на р . Постоянные (Г и у подбираем так, что"ч выполнялись ус­
ловия 

f J^^-Ji^-^, <3-3> 
°- а. 

. / (А' /( / '" # < 3 - 4 > 

Выполнение условий (3.3) и (3.4) обеспечивает реализацию 
условия норнировки (1.9) для функции U№> в промежутке а.£х&&. 
Так как при &-»о имеем с'— с , то из (3.3) и (3.4) получаем 

&/я. 6 4 S ) — I &т.$Сй) — 1 (з 5) 

Теперь рассмотрим функционал в промежутке О, * х & Ь ' 
JCU) = J [il<.*)+Q.t№ U*<x)]dx m 

a. 

Учитывая определение (3 .1) функции U(x) и свойства (3 .5) , пов­
торяя выкладки и рассуждения,приведенные в работе' % инеем 

3<Ю 4 3^)-|СЧ Wc) -^ tc ) f + oW , (3.6) 
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Ч-(с) =йт. й(х). 

Если ut(c) 4 й(с) , то при достаточно малом положитель­
ном S выражение - j [ 4-(d -Ч-(С)У"+ 0($) отрицательно, 
поэтому из (3.6) имеем 

Но это противоречит предположенип, что « W есть решение вариа­
ционной задачи. Противоречия можно избежать, если выполнить 
условие (2 .7) . Тем самым доказано утверждение,сформулированное 
в начале этого раздела. 

Так как функция У/(х> в каждом промежутке х^л^о^^ 
является решением уравнения (I) и на концах промежутка выполня­
ется условие (1.8) и (2 .7) , то функция ц(х) , составленная из 
У)(-х) (j-•>,*,-••, " ' ) , является решением краевой задачи ( I ) -

(2), и тем самым завершается доказательство теоремы 2 . 
В заключение отметим, что вопрос об однозначной разрешимос­

ти вариационной задачи (1.1)-(1 .2) остается открнтш.Лруго! воп­
рос, который остается без ответа,-имеет ли задача (1)-(2) допол­
нительные рвнвняя crt нулями в [о,°о] , который в то же время не 
является решением вариационной задачи (1 .1) - (1 .2) . 

Авторы виражам благодарность В.Г.Каханьхову за интерес 
к работе ж признательны И.Л.Боголюбскому, Г.А.£мельшенхо, 
Г.И.Макаренко, С.И.СердмсовоЯ ж Б.Н.Хоромскому за полезнее об­
суждения. 
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