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1. Введение 

Иаучение коллективных состояний отрицательной четности в рам­

ках метода моментов функции Вигнера было начато в работах [1, 
2, 3]. В работах [1, 2] были рассчитаны энергии и вероятности 
воабуждения электрических 3- - и магнитного 2- - реаонансов в 

приближении реакого края ядра с поверхностным натяжением. В 

работе [3] те же расчеты были проделаны уже с вааи:модействием 
Скирма ( SJ( м• ), что поаволило наряду с иаоскалярными описать 
также и иаовекторные моды. 

В данной статье предпринято исследование эффектов, свяаан­

ных с нелокальностью вааимодействия, которые еще не рассматри­

вались в рамках метода моментов . Во-первых , :зависящая от ско­

рости часть вааимодействия приводит к существенному воараста­

нию роли квантовых поправок к уравнению Власова, так что вы­

воды, сделанные на основании расчетов с локальным вааимодей­

ствием [2], :заметно меняются. Другая проблема :заключается в 

определении тока. Дело в том, что иа-аа нелокальности вааимодей­

ствия уравнение непрерывности существенно модифицируется , по­

аволяя учитывать обменные эффекты [4]. Простым переопределе­
нием тока можно вернуться к классическому выражению для этого 

уравнения. Обсуждение последствий: такого шага и его целесообра­

аности при описании состояний отрицательной четности 3-, 2- , 
а также 1- , или гигантского дипольнога реаонанса (ГДР) , соста­

вляет большую часть статьи. Продемонстрировано также влияние 

кулонавекого вааимодействия на эти состояния. Кроме того, ис­

следуется важный для нашего подхода методический вопрос о так 

нааываемых "вложенных" уравнениях . 

. 2. Формализм 

2.1. Проблема "вложенных" уравнений 

Динамические уравнения ДЛЯ ПЛОТНОСТИ НУКЛОНОВ nq( r, t) (уравне­
НИе непрерЫВНОСТИ) , ИХ среднеЙ СКОрОСТИ Uq(r, t), тенаора давлениЙ 
Pqi;(r, t) и тенаора Pqijk(r, t) (q -индекс, отличающий нейтроны и 
протоны) в случае вааимодействия Скирма были получены в [3, 5]. 

i""" .. ,'t 



Однако, строго говоря, они не могут быть исполь::юваны в методе 
моментов в том виде, как они там представлены . Поэтому выведем 

их :заново. Следуя [3, 5], интегрируем по импульсам с ра:зличными 
весами уравнение для функции Вигнера fч(r,p, t) : 

дfч _ ~ sin (~('V'н · 'V'1 - v: · V!)) (Нч)w · fч =О, 
дt n 2 r р (1) 

где (Hq)w - Вигнер-обра:з самосогласованного гамильтониана Йч. 
Интегрирование с единичным весом дает уравнение непрерывности 

F(nч) = дд~q + div(nqiLq + rynqnq'(uq- uq' )) =О. (2) 

Интегрирование с весом р; приводит к уравнению для среднеit 
скорости: 

( _ диq; . ( nq дЙq ~ д ( Pqi• 
F uq;) = nq-д + uq;F nq) +--д +~-д . . -) + 

t т х; • х. т; 

_ дЁч дСч (~ 2) 
+nquq ·-д +-д ~Pqs• + тnquq + Xj Xj 

8 

. _ т - n2 дСч 
+пq{ич-. + Bq) · 'Y'uq;- -tJ.( -д nq) =О. 

тq 4т х; 
(3) 

Здесь~; = (~+2Сч), т- масса нуклона, Cq = 1,;,-(t+n- 12пч) , n = 
в- m (t - t_ - ) - - · - и- и h2 лс nп+np, q = -w +nu- 2 nquq, nu = nnun+nPuP, q = ч+4u ч• 

7J = ';~t, t+ и t_ -параметры SI< М*. Выражение для самосогласо­
ванного потенциала Ич вместе с определениями nq, uq ; Pqij и Pqijk 
чере:з fч(r,p, t) можно найти в [3, 5]. 

Интегрируя (1) с весом. p;pj, nолучаем уравнение для тен:зора 
давлений Pq;j(r, t): 

д 
дtPqij + тuq;UqjF(nq) + т[uq;F(uqj)];j + 

д т 
+ L -д (-(Pqijk + PqjjUqk) + BqkPqij) + 

k xk т; · 

[~ (т дич; дВчk) дСч ~( р ) + ~Pчjk -.-- + -- +т-~ Pqjkk + 2щ чkj-
k тq дхk дх; дх; k 

2 

.. 

;"2( ? )( дСч)] - ~Uqj + ~'V'Uqj'Y' nq-д 
4 Х; . . 

1) 

;"2 д2 jj д2С 
-'V'(пч(д дч +2тйчд дч ))=0, 
4т Xj Xj Х; Xj 

(4) 

где [ ... ];j о:значает симметри:зацию по индексам i, j . 
Как видно, уравнение (3) содержит в себе целиком уравнение 

непрерывности (2) , а в уравнение для тен;:юра давлениi1 входят ура­

внения (2) и (3), т.е. одни уравнения как бы "вложены" в другие. 
Ка:залось бы, в силу их "очевидного" равенства нулю, соответству­

ющие члены ( F( nq) и F( uq;)) в уравнениях ( 3) и ( 4) можно опустить, 
что 11 делалось во всех предыдущих работах. И это было бы бе:зу­

словно правильно, если бы мы действительно решали систему ура­

внений (2-4) и находили такие nq, t79 , Pqij ,nри подстановке которых 

в уравнения (2-4) они тождественно обращались бы в нуль. Но мы 
этого не делаем! Суть метода моментов :заключается в том, что мы 

интегрируем уравнения (3),(4) и др. по координатам с ра:зличными 
весами и находим такие nq, u9 , Pqij и т.д.; что в нуль обращаются 
только эти моменты динамических уравнений, а не сами уравнения . 

(Лишь уравнение неnрерывности решается нами точно, nоскольку 
и:з него находится свя:зь между вариацией плотности и смещени­

ями [5].) Так что оnускать "вложенные" уравнения, строго го­
воря, нель:зя. К этому :заключению можно прийти и посредством чи­

сто ф~рмальных рассуждений . Действительно, мы ра:звиваем nод­
ход, :замечательная особенность которого состоит в том, что он 

nо:зволяет написать :замкнутые системы динамических уравнений 

для ра:зличных моментов функции Вигнера в фа:зовом nростран­

стве. Эти моменты являются динамическими nеременными :задачи, 

и вывод уравнений для них совершенно одно:значен: они получа­

ются интегрированием уравнения ( 1) по имnульсам и координатам 
с ра:зличными весами PiPj .. ·PkXtXm ... Xn· При этом промежуточ­
ные ре:зультаты интегрирования по одной и:з переменных (р или 1~ 

не представляют особого интереса. Очевидно, что с такоi1 точки 

:зрения ни о каком исключении "вложенных" уравнений не может 

быть и речи. 

Насколько велика роль "вложенных" уравнений, могут nока:зать 

только численные ре:зультаты, которые демонстрируются далее. 
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2.2. Проблема определения тока 

Обычно ток оnределяется следующим обра:зом [4]: 

~(r, t) = ~ J f 9(r,p, t)pdp, (5) 

а средняя скорость свя:зана с ним соотношением i1
9 

= J:jn
9

• Ура­
внение неnрерывности (2) можно nривести к классическому виду , 
модифицировав очевидным обра:зом оnределение тока: 

i; = ~ + 7J(n9,J: - n9 J:,) = n9 i19 + 7Jn9 n9,( i19 - i1
9

, ), (6) 

что, в свою очередь, nриводит к nереоnределению бесконечно ма­

лых смещений, с nомощью которых мы оnисываем движения малой 
амnлитуды. В [5] смещения оnределяются как~= i1

9 
dt = (J:jn

9
) dt. 

Естественной модификацией будет , очевидно, ~; = и; dt = ( J; j n
9

) dt. 
Еще одним следствием nереоnределения тока является новое выра­
жение для вариации nлотности : Бп9 = -div(n

9
{;). Для новых сме-

щений [; сохраним ту же nараметри:зацию, что и для ~ : 

~;i{r, t) = L9i(t) + L Lqi,sXs + L Lqi,skXsXk + · · · {7) 
s,k 

Поль:зуясь соотношением д~;i/дt = ~;i = Б(J;Jn9 ) и формулой (6) , 
находим вариацию скорости 

Би9; = [(1 + ryn9, )~;i + 7Jn9~~;,iJ/(1 + ryn) . {8) 

Здесь мы nоложили равновесное :значение u~~) равным нулю. Дина­
мические уравнения для функций L9i,jk(t) и L9;(t) nолучаются инте­
гр~рованием no координатам (с весами XjXk и 1) очевидной комби­
нации уравнений (3): 

F(u9i) + 7J(n9,F(u9i)- n9 F(uq'i)) =О (9) 

и nоследующим варьированием nолученных соотношений. Оконча­

тельный вид уравнений ока:зывается достаточно громо:здким, nо­
этому :здесь не nриводится. Динамические уравнения для вариаций 

БР9;j и БPqijk имеют ту же структуру , что и в [3], с той лишь ра:з­
ницей, что теnерь в них nодставляются новые выражения для Бu9i 
и Бп9 • 
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2.3. Квантовая поправка 

В работе [1], где уравнения метода моментов анали:зировались 

с локальным в:заимодействием, отмечалось, что квантовая nоnра­

вка, отличающая уравнение для функции Вигнера от уравнения 

Больцмана-Власова, вnервые nоявляется в динамическом уравне­

нии для тен:зора Pчiik(r, t) . В случае пелокальнаго в:заимодействия 
nоложение существенно меняется: квантовые nоnравки имеются во 

всех уравнениях, кроме уравнения неnрерывности. Так, в уравне­

ниях (3) и (4) это члены, имеющие множитель n?. 

3. з- - и 2- - возбуждения 

В табл.1 nриведены ре:зультаты расчета ра:зличными сnособами 

энергий 3- - во:збуждений и их вкладов в nравила сумм для двух 

ядер . О влиянии "вложенных" уравнений можно судить, сравнив 

столбцы I, где nока:заны старые ре:зультаты ( т.е . "вложенные" ура­

внения исключаются) , и II , где "вложенные" уравнения не исклю­

чаются . Нетрудно :заметить, что в общем и целом ра:зница между 

старыми и новыми числами невелика, так что коррекция решений 

динамических уравнений для моментов катастрофических nослед­

ствий не вы:звала. Наиболее чувствительными к коррекции ока:за­

лись ИQоскалярные моды в легких ядрах , где ра:зница в оценке энер­

гий достигает 5%, а вероятностей- 10%. 
Зависимость ре:зультатов от оnределения тока демонстрируется 

на рис. 1-3. n.1гантские октуnольные ре:зонансы , как видно no рис. 
1,2, мало чувствительны к и:зменению оnределения тока. Энергия 

и:зоскалярного ре:зонанса увеличивается nримерно на 5%, а его вклад 
в nравило сумм уменьшается на 5- 10%. Согласие с эксnеримен­
том nри этом несколько ухудшается. И:зменения и:зовекторного ре­

:зонанса :значительно меньше. 

Более чувствительными к оnределению тока ока:зываются ни:з­

колежащие моды. Так, энергия ни:зколежащего и:зовекторного во:з­

буждения во:зрастает nримерно на 1 МэВ и его вклад в nравило сумм 
увеличивается на,......, 7.5% в легких ядрах и на,......, 3.5% - в тяжелых. 

Самые большие и:зменения nретерnевает и:зоскалярная ни:зколе­

жащая мода ( рис.3) . Кривые для энергий, соответствующие ра:з-
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столбцов nока:эывает, что учет "вложенных" уравнений не приво­

дит к nринциnиальным и:змененпям в ре:зультатах . Как и в случае 

з- -во:збуждений, более чувствительными к сnособу расчета ока:эа­
лись легкие ядра. Так, в 20 N е и 28 $i энергии ре:зонансов во:зрастают 
nримерно на 1.5 МэВ ("' 20%) в сторону лучшего согласия с экспе­
риментом в то время , как в 208 РЬ они совершенно не меняются. 
Относительно В(М2) можно :заметить, что прои:зошло их :замет­

ное nерераспределение между уровнями, которому вряд ли стоит 

приписывать какоii-то смысл ввиду их бли:зости друг к другу. Сум­

марная же сила nерехода, как видно, и:зменилась не:значительно. 

О влиянии оnределения тока на магнитные 2- -моды можно со­

ставить nредставление, сравнивая столбцы II и IV таблицы 2. Как 
видно, энергии меняются мало (1-2%). В(.Л12)-факторы :заметно nе­

рерасnределяются между уровнями (особенно в легких ядрах), оста­

вляя суммарную силу nерехода почти неи:зменной. Отдать nредnо­

чтение какому-либо оnределению тока, основываясь на этих ре:зуль­

татах, нево:зможно, тем более что не учтены спиновые степени сво­

боды, играющие доминирующую роль в токовых модах. 

Расчеты nока:эывают , что квантовая поправка совершенно не 

влияет ни на энергии, ни на В(М2)- факторы М2-ре:зонанса. И это 

не удивительно, nоскольку для его оnисания не нужно динамическое 

уравнение для тен:зора Pqijk, содержащее главную часть квантовой 
nоnравки. 

Кулонавекое в:заимодействие влияет на свойства М2-ре:зонанса 

очень слабо (столбцы II и III таблицы 2). 

4. Гигантский дипольный резонанс 

Расчеты ГДР в рамках метода моментов с в:заимодействием Ски­

рма до сих пор не были оnубликованы, хотя и nроделаны почти 

nять лет на:эад, поэтому представим более подробно вывод осно­

вных формул. Согласно методу моментов для описания самых про­

стых движений системы с мультипольностью Л = 1 достаточно 
иметь уравнения движения для декартовых тен:зоров 1-го ранга, 

т.е. фактически для координат центра тяжести системы. Ра:эуме­

ется, движение центра масс ядра не представляет интереса, а вот 

относительное движение центров масс протонов и нейтронов мо-
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жет быть свя:зано с ГДР. Требуемые уравнения получаются ин­

тегрированием по координатам с единичным весом динамического 

уравнения для средней скорости и последующим его варьированием . 

Проанали:зируем сначала вариант со старым определением тока, 

т.е. будем интегрировать и потом варьировать уравнение (3). За­

метим сра:эу же, что при интегрировании обращается в нуль член, 

nропорциональный h2
, т.е. квантовой поправки к ГДР не суще­

ствует. Не во:зникает :здесь, очевидно, и проблема "вложенных" 

уравнений. Равновесное :значение 17~0) положим равным нулю. Вспо-

миная также [5] ,что buqi = ~q;, находим 

Здесь 

~ j (Б Pq '\7 ;nq' - Ь Pq' '\7 ;nq) dr + 

+ J<~'V;P+V'\l;n- t~'V;.C:ш)bnqdr= -m j пiq;dr. (10) 

v = to(1 + хо/2) + ~ (2а(а- 1)(1 + 2x3 )nqnq'nu-2 + 
24 

+ (а+ 1)nи [а(1- х3 ) + 2(2 + хз)J), 
а, to, tз, Хо, Хз- параметры sкм·, Pq = L:s Pqss, р = Pq+Pq'· Сме­
щения нуклонов считаем не :зависящими от координат, как и в мо­

дели Гольдхабера-Теллера: ~q;( r, t) = Lq;( t ). Требование неподвиж­
ности центра масс ядра приводит к соотношению bnq = -bnq', 
и:з которого в свою очередь следует ZqLq; = -Zq'Lq'i· Как видно, 
кроме тен:зора первого ранга ~qi в (10) входит также тен:зор вто­
рого ранга bPqss· Он появляется :здесь только и:з-:за нелокальности 
в:заимодействия (члены, пропорциональные t+, t_) и должен играть 
небольшую роль. Его вклад можно довольно точно оценить. Для 

этого нужно проварьировать уравнение ( 4), исключив и:з него тен­
:зор третьего ранга Pqijk· В ре:зультате bPq выражается чере:з Lq;: 

(
-mt_ [1 1 ] БРq = ~ ~ 3Pq'Vsnq + 2'Vs(Pqnq) + 

t+ + S'Vs(nq6.n)- 2nq'VsUq + 

+ ~ [2~'V;n, · 'V; + дп,] 'V,(C, - С,·)) L,,. (11) 
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Расчеты пока:зывают, что вклад БРч пренебрежимо мал. Оконча­
тельная формула для центроида :энергии ГДР имеет вид 

2 -41!" 1i
2 J д 2 2 

Е = ЗА т К · дr ( n + 77n ) r dr, (12) 

где 

К = !!.. дР + V. дп _ t_ д6.п. 
2дr дr 4дr 

Мы исполь:зуем приближение Томаса-Ферми для тен:зора давлений 

Pq(r) = const · n 9(r) 513 и Ферми-распределение для плотности с па­
раметрами и:з [10]. Как видно, главные члены в подынтегральном 
выражении (с t0 и t3 ) содержат ( ~; )2

. Это о:значает, что интеграл 
имеет четко выраженный поверхностный характер и должен быть 

пропорционален R 2 = rбА213 , откуда следует, что Е,....., А- 1 16 . 
Ре:зультаты расчета представлены на рис.4 сплошной кривой. 

Учет 8Р9 приводит к ничтожным и:зменениям в пределах толщины 
линии. 

Формула (12) получена для старого определения тока. Чтобы 
вычислить :энергию при новом определении тока, надо проинтегри­

ровать по координатам с единичным весом уравнение (9) и про­
варьировать . ре:зультат. Формула для энергии получается суще­

ственно сложнее, чем (12). Опуская члены с БР, имеем 

2 -41!" 1i2 J дп 2 
Е = ЗА т (К · (1 +77n) -77 · (G9 + G9,)) дrr dr, 

где 

Gч 
= n дИч + тР дСч - fi2 дпq д2Сq - 1i2 дСq 6-п + 

q дr q дr 2 дr д1"2 4 дr q 
1 д · 1 тt_ дnq• 

+ 3 дr (Pq. (1 + 2тСq)) + 3 41i2 Pqar· 

Ре:зуль.таты расчета пока:заны на рис.4 точечной кривой. Они, как 

видно, не очень сильно отличаются от предыдущих и немного лучше 

согласуются с :экспериментальными данными . 

Для расчета В( El )-факторов мы применяем вариант теории ли­
nейного отклика, предложенный Лейном [7]; правила его исполь:зо­
вания в методе моментов описаны в [1] . Следуя и:зложенной там 
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процедуре, получаем: 

9 n2 Z · N 1 
В(Е1) = 87r т л-(1 + 77ii) Е е2 fт2 , 

- 1 f 2 d-где n =А n r. 
Вклад ре:зонанса в правило сумм получается умножением :этого 

вЫражения на Е. С другой стороны, вычисляя двойной коммута­
тор дипольнога оператора !Jf(NБq,p- ZБq,n)rYj,. с гамильтонианом, 
находим !!равило сумм 

9 i~2 Z · N 
S(E1) = -

8 
--

4
-(1 + 17ii) е 2 fт2 , 

7Г т . 

которое отличается от классического множителем: ( 1 + 77ii ), во:з­

нпкающпм и:з-:за нелокальности в:запмодействия (так на:зываемый 

фактор усиления [8]). Как видно, п:зучаемыii нами ре:зонанс исчер­
пывает полностью правило сумм. Фактор усиления меняется от 1.25 
при А = 20 до 1.42 при А = 240 и очень :заметно улучшает согласие 
теории с :экспериментом [9], хотя было бы лучше,. если бы он был 
несколько меньше (менялся бы, скажем, ~т 1.1 до 1.З). Величина 
В(Е1)-факторов немного меняется в :зависимости от определения 
тока, но отдать предпочтение какому-лпбо и:з них, сравнивая тео­

рию с :экспериментом, в данном случае нель:зя, так как эксперимен­

тал!>но и:звестны лишь полные сечения, которые пропорциональны 

правилу сумм, а оно от определения тока не :зависит. 

5. Заключение 

Перечислим основные ре:зультаты. В рамках метода моментов рас­
считаны :энергии и вероятности во:збуждения коллективных з- -, 2-
_ состояний п гигантского дппольного ре:зонанса с силами Скпрма. 
На их примере исследован ряд методических проблем. Пока:зано, 
что учет "вложеннь1х" уравнений не:значительно отражается на ре­
зультатах расчета всех мод. Тем самым косвенно подтверждается, 

что и:зучаемые нами моменты функции Вигнера несут весьма точ­

ную информацию о самой функции. 

Во:зникающая и:з-:за нелокальности в:заимодействия проблема оп­
ределения и параметри:зации тока ока::залась важноi1: для описания 

11 



150 

I'Q · 130 
(1) 

:Е 110 .. 
' -< 110 

!! 
rJ 70 

5О 
100 

~ 80
1 1 1 1 • ._.. 

!! 80 

" g:; 40 

~ ~j t о • 
1 

100 150 200 о 50 250 
А 

Рис. 1. И:зоскалярный ГОР. Центроиды энергий (вверху) и 

nроцент исчерnывания и:зоскалярного EWSR (вни:зу). Ссылки на 
эксnериментальные данные - в работе [3] . Сnлошная и точечная 

кривые соответствуют старому (5) и новому (6) оnределениям тока. 
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Рис.2. Центроиды энергий и:зовекторных 3- - во:збуждений. 

Обо:значения те же, что на рис. 1. 
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Рис. 3. Центроиды энергий и:зоскалярных 3- - состояний, ле­

жащих ниже ГОР (вверху), и nроцент исчерnывания EWSR (вни:зу). 
Сnлошная и точечная кривые соответствуют старому ( 5) и новому 
(6) оnределениям тока. Короткий и длинный nунктир - то же бе:з 

квантовой nоnравки. 
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Рис. 4. Центроид гигантского диnольного ре:зонанса. Сnло-
шная и точечная кривые соответствуют старому (5) и новому (6) 
оnределениям тока. Пунктирная кривая - модель жидкой каnли, Е ~ 
70А-1 13 МэБ. Эксnериментальные данные и:з [11]. 
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только ни:зколежащего и:зоскалярного з- - состояния, само суще­

ствование которого обусловлено нелокальностью в:заимодействия, 

nричем старое оnределение тока (5) ока:залось лучше. Остальные 
моды нечувствительны к и:зменению оnределения тока, что демон­

стрирует устойчивость метода к ра:зличным параметри:зациям тока 

и смещений. 

Квантовая nоnравка слабо внияет на свойства всех во:збужде­

ний, кроме нижнего з- , где ее роль ока:залась весьма :заметной. 

Учет кулонавекого в:заимодействия мало ска:зывается на ре:зульта­

тах расчета всех во:збуждений. 

Ре:зультаты для ГДР, полученные в рамках метода моментов, 

nредставлены :здесь впервые . Они неплохо согласуются с экспери­

ментом. 
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