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I. Введение и постановка задачи 

При адиабатическом описании Г 1.2} квантовых систем выделяются 
медленная s и быстрая / подсистемы, т.е. гамильтониан Н 
представляется в виде 

где И - параметрическое семейство гамильтонианов, зависящее от 
медленных переменных. Полная волновая функция системы представляется 
в виде разложения 

ТСх) - ^ ЪСК-)У»(х) ( 2 ) 

по собственным состояниям %^(x,-) гамильтониана быстрого движения 
/, ' А •) при каждом фиксированном значении медленной переменной X '• 

^ • ; 4 < ч - ; - & / х ; ^ о . 13) 

Точкой мы обозначаем быстрые переменные, которые в дальнейшем будут 
определяться в зависимости от конкретной постановки задачи. 

Подстановка разложения (2) в исходное уравнение Шредингера 

Я 4fi) - £ t£{?) (4) 
и усреднение по быстрым переменным движущегося репера % (у, •) при
водит к многоканальной задаче рассеяния для коэффициентов g, • 

[~~ЪУх)+ У~(х)~ }2 1УГ*) = - О. (5) 

Здесь ~Ъ(,X) = 1)х + *АСх)~ ковариантная производная, А(Х)~ эф
фективный векторный потенциал, генерируемый функциями базиса т / ^ ^ . у 

-//„„ Гх; = - , < ^ / 9 у if,m у (б) 

Эффективный скалярный потенциал 1f()(\ = J/^/x)+~l,7~/x)coc?om из 
двух частей: диагональной потенциальной матрицы 

uL(x) -{<^(Ч-)/А(>,-Я^ао>- &»(*+->?*-.(7) 
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элементы которой совпадают с энергетическими уровнями<j^ (x) мгно
венного гамильтониана I *~ (3), и некоторой дополнительной потенциаль
ной матрицы 1/ (у.) , содержащейся только в системе уравнений (5), 
зависящей от медленных переменных 

тс; с*). <-<isx,o/rrx,-)/ys«,- ;> . ( 8 ) 

(В частности, при V (/)~ О задача упрощается). 
При каждом фиксированном значении медленной переменной X 

функции базиса % / Х • ) образуют полный, ортонормированный набор функ
ций 

«/>,/« > - у ^ ^ х ^ ; К, ̂ ; -- , ( 9 ) 

5f КЛ С ; ; ti>.0,tf)= Гу- ) 
/ / 

Здесь через-У,,/ обозначены быстрые переменные. Используя эти соот
ношения, определим в некоторой фиксированной точке X репер 

I- > - / ^П-)Ъ> 
Движущийся репер ¥(/_, • ) связан с фиксированным /(?(- )ус помощью 
унитарного билокального оператора Ч/(х^у)^ I/ft), 1*(*' ) ^ Ъ/~УУ 

J TlCx, •) S _- /<r > fyfx, X ) , (10) 
?(Yx, x ) - <rW ^'ХХ • J> > , „ 

осуществляющего параллельный перенос репера из X в X . Из опре
деления оператора А (6) и с учетом (10) и (9) получаем 

На основе адиабатического представления в работах [2-53 д а н ы поста
новки прямо» и обратной трехчастичкых задач рассеяния. Здесь на их 
основе разрабатывается метод, позволяющий генерировать широкий 
класс точно решаемых многомерных и многочастичних моделей. ,го насто
ящего времени исследован один класс точно решаемых паршх потснци-
.'шов системы ^-взаимодействующих частиц, расположенных на прш.юй 
[C,?J . jT.'.iera.i, что в работах £ 3-5] уже указывалось, что можно кон
струировать точно решаемые трехчастичные модели на основе обратной 
задачи в адиабатическом подходе с учетом правильных граничных условий 
для процессов рассеяния как с перераспределением част;щ, так и с раз
валом.Поскольку U-частичная задача сводится,по сути дела,к многомерной, 
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имеющей также и самостоятельный интерес, в данной работе мы сконцентри
руем основное внимание на построении точно решаемых многомерных моде
лей, не забывая параллельно рассматривать системы трех частиц, и де
тально разберем некоторые простые, с точки зрения обратной задачи, 
примеры получения аналитических решений. 

Для получения в явном виде решений многомерного уравнения Шрединге 
ра (4) с использованием адиабатического представления (2) необходимо 
уметь точно решать уравнения меньшей размерности (3) для быстрого дви
жения, а также системы связанных уравнений (5) для медленного движе
ния. Таким целям в наибольшей мере отвечает аппарат обратной задачи 
рассеяния, который позволяет генерировать точно решаемые модели как 
для систем одномерных уравнений, так и для двух-и трехмерных 
уравнений в частных производных f8,9,I0j. 

В работах [3-5] при исследовании 3-частичанх взаимодействий мы 
сформулировали обратнуг задачу рассеяния для систем уравнений с удли
ненной производной ~lyV )= ~дк +i-A (>t) , причем А является анти
эрмитовой матрицей (б), играющей роль калибровочного потенциала. До 
появления этих работ обратная задача для систем уравнений с зацепле -
нием за счет оператора кинетической энергии не была сформулирована 

Такая задача сводится к определению о -матрицы, отвечающей 
системе (5), по известным многомерным амплитудам-^ ('У, Р ) и последую
щему восстановлению эффективных векторной -А(*) и потенциальной 
Ь'(X) матриц, а также решений JA . Принципиально она решена благо
даря использованию унитарного преобразования калибровочного типа (II), 
приводящего систему (5) к системе обыкновенных уравнений с зацеплением 
за счет эффективной потенциальной матрицы. Тем самым были созданы 
предпосылки для генерирования широкого класса точно решаемых моделей 
для многомерных и многочастичных объектов. 

Однако задача решена не полностью,пока не определен исходный 
многомерный потенциал~\ ri[X) • В общей постановке, когда заранее не 
известен потенциал У V'Xj . его нельзя определить, как в обычной мно
гоканальной теории рассеяния [ 8 ] , даже после того, как по заданной 
Д -матрице найдены потенциальные матричные элементы ~[/ ~>(х ) — 

:<'^/i'W;.М^системы (5).Дело в том, что здесь базисные функ
ции VyX, • ) определяются тем же потенциалом (' 'fa, • ) при решении 
"быстрого" уравнения (3), параметрически зависящего от медленных пе
ременных. Восстановить потенциал ~V~'(X> • ) и найти функции движу
щегося репера т(Х, • ) можно с помощью формализма обратной задачи 
для уравнения (3) при параметрической зависимости данных рассеяния 
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от медленных переменных, определяемой при решении "медленной" систе
мы уравнений (5). Это второй важный момент адиабатического представ
ления, интересный в связи с новой постановкой обратной задачи с пара
метрической зависимостью от медленных переменных. Ситуация до извест
ной степени аналогична теории нелинейных эволюционных уравнений. Наш 
подход может быть обобщен и на нелинейные уравнения. Однако 
мы имеем дело со значительно более сложной системой уравнений (5) для 
определения параметрической зависимости спектральных данных от медлен
ных переменных, вместо простого эволюционного уравнения в теории со-
литонов. На основе многоканальной и одноканальной техники баргмановс-
ких потенциалов для преобразованной системы уравнений (5) и параметри
чески зависящего уравнения (3) мы предлагаем способ аналитического 
моделирования эффективных взаимодействий в многомерных и трехчастич-
ннх задачах и нахождения соответствующих решений. 

Итак, в данной работе рассматривается многомерная обратная зада
ча в адиабатическом подходе, которая представлена в виде двух обрат
ных задач: одна - для уравнения Шредингера (3), описывающего быструю 
динамику при параметрической зависимости от медленных переменных, 
другая - для системы уравнений (5), описывающей медленное движение. 
Дан способ конструирования точно решаемых моделей для обоих этих слу
чаев, а тем самым и для полной многомерной задачи (4). 

2. Обратная задача для системы уравнений, 
описывающей медленную динамику 

В результате калибровочного преобразования (II) эффективные 
скалярные и векторные потенциальные матрицы в (5) принимают вид 

(12) 

J 7*)* у J V -Ц/^У. ( I 3 ) 

При этом система уравнений (5) сводится к обычной многоканальной 
системе уравнений с потенциальным зацеплением 

(14) 

? - -'•(-/ (т~ ; , / . - \'z-&\f77~jr; 
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/ 
для новых коэффициентов Q( , связанных со старыми "X соотношением 

' 'Ч /О- <?<''< V<?>,/>- ( 1 5 ) 

Теперь мы можем применить стандартные методы многоканальной об
ратной задачи для системы уравнений (14), если известна отвечающая 
ей матрица рассеяния £>Л>) и информация по состояниям дискретного 
спектра: их положениям j сл] и нормировкам j Pi) } . Вследствие уни
тарного произвола в калибровке радиальных функций оказывается, что 

М) -- М) , < 1 6 а ) 

S fa) -.- ^'{? ) - (16б) 

Действительно, подставим в определение нормировочных матриц /Му, соот
ношение связи (15) и воспользуемся свойством унитарности матриц tf/fxj. 
Тогда ^ 

М/= f P* f'fa,*) FY'**, X)J~'-

- /_ [Л г fa* х) Я/^Х) W*) ffa^ xjj- м* 
Для полноты изложения повторим также вывод соотношения (166), предло
женный в |зЗ • Как известно, унитарная по открытым каналам симметрич
ная S -матрица, отвечающая системе (14), определяется следующим 
образом: 

Используя соотношение (15) в стандартном определении матричных функ
ций Йоста f (р), получаем 

7tfa) = "/У/г,У*,?), Ф^х^ )/ - w} Fi^fi Ф : / ^ 1 8 ) 

З д е с ь ^ и S ^ -матрицы регулярных решений систем уравнений (14) 
и ( 5 ) соответственно. Знак " ~ " используется для обозначе
ния транспонирования. Но такими матричными решениями Йоста определя
ется ^ -матрица, отвечающая системе (5V-
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В итоге, учитывая (18), получаем (166). Пока предполагается, что нет 
квазипересечени* уровней (&, / X ) , ответственных за нарушение 
унитарности tff в этих точках, возникновение вследствие этого сингу
лярных членов в (14) и нетривиальной топологической фазы Берри/~П 1 
в данных рассеяния. 

В обобщенном подходе Марченко [12 | , когда опорный потенциал 
Vf/^)^ О , основные матричные уравнения обратной задачи, соответ
ствующие системе уравнений (14), следующие: 
Kfax'j + а(х, *') \£ #/r, -i) gftx'yf - *> (го 
V'fi) = -(/fa - *-£ К{Х, Л ), ( 2i) 

f 'fa? > ??*,?) + £*&, *') гУх^ }Jx\m 
^Матрицы решений Йоста/'/Л^/^/^^связаны с решениями Йоста ^{^X^jb J 
~//;Р ) в соответствии с (155. Система уравнений (20) решается отно
сительно матричного ядра обобщенного сдвига Kfx,-t) при известном 
ядре Qfx-t ) , определяемом данньми рассеяния 
и &Yf> ) } М* ? i-^A^ • отвечающими системе уравнений (14) с по
тенциальными матрицами" I'Y'x ) и ~L>'~/'X ) , соответственно 

cr^j^l^^r^p)-^;)^:^, (23) 

Решения Йоста f~(X, /-** ) и Гfx < <?л ) системы (14) с матрицей 
"W//x) должны быть взяты при энергиях связанных состояний £ ^ и 
Ь~ обеих задач с~(,гХХ) и ЪгХх[ ) . 

Для определенности рассмотрим А ' -мерную задачу рассеяния в 
сферических координатах. Свободное движение описывается уравнением 

- ^JJ-p, у' - -?; # - x2J; 9 - г U . (24) 



Перепишем это уравнение через удлиненную производную 
(24') 

4 - -Л 
Здесь ^ (М-J ) /2 . Поскольку v U f - -' ̂ ^ * "' ̂ х ^ 
получим ,̂ /V - у ^. В соответствии с (15) введем новые функции 

.-/ V. 
После подстановки такого ̂  в (24) получим уравнение для ч> без 
первой производной: 

- - £ # v w-n ~* V - * 3 ^ ^ ^ . 7 (25> 

Неисчезающий центробежный барьер ^ V - Z ^ Y связан с дефектом вло
жения сферы % / у" в R -> ] О } . Лишь для одномерного 

• г ? ~ О и трехмерного у'- 'пространств дефект вложения отсут
ствует. Наличие барьера yfj>--ijx приводит к возникновению тополо
гической фазы ^ , которая легко определяется при вычислении интег
рала с помощью формул контурного интегрирования: 

X 
(26) 

Рассмотрим теперь А/ -мерную задачу рассеяния с воэмущыошим сфе
рически-несимметричным взаимодействием I V X) . Пусть радиус X 
сферы ^"'(Х ) -медленная переменная, углы к -быстрые переменные. 
Тогда параметрическое "быстрое" уравнение (3) перепишется в виде 

(У) 
и система "медленных" уравнений (5) будет выглядеть следующим обра
зом: 
/"- fiK +. -J)\ j/y-j)у l-LTfa-f ^'ЗУ^Х;/>) - D, 
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Матричные элементы эффективных векторного и скалярного потенциалов 
получаются при усреднении по углам подвижного репера 1тУ , удов
летворяющего (3 ). 

Исследуем вначале наиболее простую ситуацию, когда заранее извес
тен потенциал V '(X ) • В трехчастичной задаче это может быть эф
фективный потенциал V (Щ = ^ К-- У*-) ^ ) > равный сумме двухчастич
ных. Необходимо определить дополнительный потенциал V W y . В рас
сматриваемом примере - потенциал трехчастичного взаимодействия "\,,!/х) г 
- (,>гз (/*) • Б У Д е м считать, что амплитуды -f^f/xj,- //р.х) и 4{Р,к ) 
известны. При каждом фиксированном значении медленной переменной из 
решения прямой задачи на собственные значения для уравнения (3) опре
деляем реперные функции и термы с£' / V y , параметрически 
зависящие от J( . Помимо параметрической задачи Штурма-Лиувилля 
можно рассматривать для уравнения (3) задачи рассеяния или с перио
дическими граничными условиями. По известным базисным функциям 
находим матричные элементы оператора связности -flfx) (б), а впослед
ствии по формулам (II) или (10) - билокальный транспортный оператор 
Ч./{Х) . Унитарный оператор позволяет перейти от системы урав
нений (5) к системе (14) с неизвестным пока потенциалом Y(X ') = 

? V Y ^ ; ') в обкладках фиксированного репера (**• ~~> . 
Физические асимптотики (5) 

Л(«,Р ) -> -ОО /<- ( ; / I - е ' ' f Щ;/> / (27) 
определяются известным асимптотическим поведением полной волновой 
функции , 
# (К V ) - >{$,-) ' J> ,г(х.?) -к'1 к? , ft?- YO-ffx, .Р)&В) 

Мы ввели У = V -I, используя традиционную форму записи, в которой 
выделяется часть фазы без дефекта вложения, сферы £ в IR-^ {(?'$. 

Поскольку мы считаем амплитуды •({х, р ) и -fYx P~) заданны
ми, находим соответствующие им матрицы 3V/W и X 'fp >> используя 
соотношения (166) и связь полной многомерной амплитуды с парцмхь-
ными: 

* . * •*• 

(29) f{*> ~*h ^ /? ̂  '*>/> Ц^/.Пи~) S„ fr ) 

S„„ /? ,. /?£}-ы ) ? f-..f) 
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где 1 - оператор полной инверсии в 

/• - обычный оператор рассеяния/2 J, [l3j . Например, в трехчастич-
ной задаче X - 3/2 для процессов 3 -» 3, З-i 2 я Y - 0 для про
цессов 2-1 2, 2-» 3, поскольку в системе центра масс тр "частич
ная задача становится шестимерной, >' = 5/2. 

Здесь подразумевалось, что система уравнений (5) ограничена. Ес
ли полный набор состояний включен в разложение (2), то она точная. Обыч
но разложение (2), в общем случае содержащее состояния %{х, •) дискрет
ного и непрерывного спектров гамильтониана 1> , ограничивается ко
нечным неполным набором А / состояний. Тогда в системе (5) возникает 
некоторый дополнительный эффективный потенциал 
^„^<.^к Q 1^/>^У^/Л- Вклад опущенных членов в (5) можно учесть, 
используя проективную технику фешбаховского типа. Это приводит 
к появлению дополнительных потенциальных членов в системе, состоящей 
из конечного набора "медленных" уравнений. Система такого типа из 
ограниченного числа уравнений была исследована в£1],где вкладои оста
точных членов пренебрегалось в предположении их малости. 

Теперь основные обобщенные уравнения многоканальной обратной за
дачи Гельфанда - Левитана - Марченко (20) - (22) дают возможность опре
делить потенциальную матрицу</е/ l'YK x'/)/*J>H отвечающие ей матрич
ные решения. 

Возвращаясь к представлению в базисе /</'> , получаем следующие 
соотношения в подходе Марченко: 

Fjfcf)- ?/У*)Г*Ух,>) * ^ . (32) 
- f / ''У) [ С /У, р > , fx W*. X ') Г, Ал [р ),/ „ ' J 

( У/У) г '!('{*•, * Л УД° б Н 0 выбрать X •*• оо , . 
физические решения системы (5) получаются,как линейная комбина

ция решений Иоста: 

/? А ,*> )- {з.){ Г-'Я Р ' - F'У*, / )р'' .7 Аг> У <!. (33) 

Полагая ( f.< *'^ С fx ), ' ( т{ \ ) v у , Л |„А/. : >/УЧ соотноше-

ч 



ния (31)-(33) сразу же становятся выражениями для матриц трехчастич-
ного азаимодейввия и,г. (%) и соответствующих решений. 
Подробности см.в статье 13 J . 

Для потенциалов баргмановского типа ядро Cv/^y,1 представило в 
виде суммы факторизованных членов, благодаря чему системы интеграль
ных уравнений (20)-(22) сводятся к алгебраическим. 

Отметим, что при конструировании точно решаемых моделей метода
ми обратной задачи необхо,";дго удовлетворить требования на данные рас
сеяния, при которых они отвечают соответст- ющей краевой задаче для 
уравнения или системы уравнений Шредингера^ 14],в данном случае (5), 
(27) с локальной по медленной переменной >< и ограниченной потенци
альной матрицей: 

Р х I u(x) }J-Y < **> , I / (Yxj /<* >' "' 
о ° 

Основываясь на результатах работы \ 15] , выпишем алгебраическую схе
му решения многоканальной обратной задачи з адиабатическом пред
ставлении. 

Для примера рассмотрим достаточно простую ситуацию, когда иско
мый потенциал '(/[*) добавляет несколько связанных состояний, оставляя 
данные рассеяния или спектральные характеристики задачи г ir/у ) ; ~Сг/х) 
без изменений. Этому может t отвечать задача на всей оси в под
ходе Марченко с S'/f ) -- Л^р ) ; /т е А'% ) ._ £ ^„, '. 

.-(*, , */ ' л~ ^ . ' , ,J о, (34) 
G (X, х > - Ш Ff* У>,х) М> Ff;*^ х > г f*)MFr/'), 
или радиальная задача в подходе Гельфанда - Левитана с равными спект
ральными матрицами г> ( р ) =- Р Ср ) при Г — о Ца 3 

В такой сокращенной записи QCX,* ^является "суперматрицей" как по 
индексам связанных состояний ? ,так и до индексам каналов р/ . Впер
вые такую запись мы использовали в работе /16 ] , посвященной ана
литическому решению а <0 -матричной постановке обратной задачи (см. 
также [ {"/ 7). с , -

В соотношении (34) Г /к I -векгор-столбец, Г /V ' -строка, сос
тавленные иэ 'V элементов Г( '<у х ) , каждый из которых есть матри-

"Ч. (34 1 ) 
?'/ / О - •> 

ФА у х). с/> 'ОФ?*') 

* В рабэте '3 ' в отличие от данной используются другие обозначения. 
10 



ца^>7<1^ по числу каналов; М - диагональная матрица s/x Л нормиро
вочных коэффициентов, элементы которой также матрицы "тх *1 . Анало
гично записано соотношение (34 ) для Q1 /Xj*/. Здесь Ф'^Х)-вектор-
-столбец, <£> (х) - строка по индексам связанных состояний 3 , отдель
ные элементы которых матрицы п™ * г» регулярных решений по 
канальным состояниям^Транспонированные матрицы по канальный числам 
ъ мы обозначили <Р и F , в отличие от <р ' и F т по индексам 

-) . Матричные уравнения Гельфанда-Левитана отличаются от основных 
уравнений Марченко лишь знаком в (21), (3D и пределами интегрирования 
в (20), (22), (32): 

tSrA/ где г) fx, у I - матричное интегральное ядро уравнения Гельфанда-Левита-
н а : Г/1 Х х-

КГУ*У)Ф О f*,x')-+£x,rfc'l)Qrft,x')c/J = £>, (2Й 
определяемое по заданным (J/ ( х х ) '• 

->Г*А, ,'\ Р"""', / ' ~'s ( 3 5 ) 

Здесь PrPj и Р fh) - спектральные матрицы, отвечающие системе (14): 

cf!E l 2- <Г^-е»)0( , £< о. 
Нормировочная матрица Ол определяется соотношением 

а матричные решения с»тЛ//'системы урамений (5)-граничными условиями 

( ^ - гипермомент). / / 
Отметим, ч т о р ^ J = J>/f>) в силу того, что ^^pj'^f) и 0^-Ол. 
Более внимательно изучим вопрос, касающийся свойств нормировоч

ных матриц связанных состояний. .. 



Поскольку система (14) - обыкновенная с эрмитово сопряженной по 
тенциальной матрицей, то ее матричные физические решения удовлетворя 
ют соотношению полноты , 

Благодаря сведению системы (5) к (14) и стала возможной формулировка 
обратной задачи. м 

Векторы решений, отвечающие связанным состояниям £~^ - f'•*?*), 
могут быть ортонормированы ^ 

или в развернутой записи: 
•<- . ,/ , / 

38) 

J " ' IV'/' ' \ 
Каждый элемент по индексам каналов вектора '/ /'<*J, х ) у получается 
как линейная комбинация элементов матрицы решений Моста: 

/r7,^,/v= ^X^jr ;//-,>, < 3 9 ) 

yLf^y*) , f- FyY'-K, * )*у • 
Тогда 

Отсюда 

A rfasJFK-jf^fl - 1ПХгА ).МЛ. 
(40) 

Т.е. нормировочные матрицы состояний дискретного спектра представля
ются в фанториэованном по индексам каналов виде (впервые такая запись 
применялась в работе Коха [ 18 J ). 

Аналогична факторизация нормировочных матриц регулярных решений: 
Ол , / о ^ с > /. < 4 о 1 ) 

Применение (40) в (34) позволило в работе [15/записать матричное 
ядро Qfaj) в виде суммы К слагаемых, факториз о ванных как по коор-
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динатам, так и по индексам каналов, и благодаря этому дать простые ана
литические выражения для потенциальных матриц баргмановского типа и 
соответствующих решений. В подходе Марченко ядро^у' /v ^(34) имеет 
вид .̂ ' 

= ^ / /X ъ, *) ><хл ъ, -/;/ - J' '/*) Jf'/sj. 
Здесь используется обозначение 

" '/ sir- ^ ( 4 2 ) 

/ X Л ^ х-; > = Г А э-ч, х- У/; > , 
или в покомпонентной записи: 

Также, как (41), можно записать ядро £v' , где Х^'^ ^ к о м 
бинируется из регулярных решений Cyt ': 

В факторизованном виде записываются ядра Си и С,- при сдвиге уровней, 
осуществляемом в задачах с разными потенциальными матрицами. Соотноше
ния (41) в этом случае записываются с вычитанием еще одной суммы фак-
торизованных слагаемых, определяемых спектральными характеристиками 

j$„ #«J исходной потенциальной матрицы ~(У~(/Х )'• 

Для полноты изложения приведем алгебраические соотношения для 
матричного ядра обобщенного сдвига ft/у-/J , потенциальных матриц 
и решений (15) , получающиеся теперь из основных уравнений обратной 
задачи (20)-(22) не сложнее ,чем в одноканальном случае. Матрица 
/( / У / / h e x хй,«алтл(у/Х^-^А представима в виде суммы факторизованных 
членов: л/ . -, / 

где каждый элемент вектора решений (39) определяется после подстанов
ки (41) и (43) в (20): 

13 



Приче-4 матричные элементы У у // J не зависят от индексов каналов 

Л. ^; - ^ v 7 / ^ Л ^ М / f'*^<j)c(j-
Тогда 

или в матричной записи 
Л' 

Тогда, как следует из соотношений (21)-(22), баргмановская потенциаль
ная матрица и решения Йоста при любых импульсах Р записываются в 
виде 

5 ^ - '№*>*<>£ **У'Ъ, 'ЛАц '**, у), ( 4 7 ) 

г- / • ° ' v ' / ~ ' '"—/*' > г (А 

или . _ . . 
, (48) 

Аналогичен вывод соотношений (47), (48) при сдвиге уровней 
с учетом дополнительной суммы в ядрах Qfyy'j и,соответственно,^/^ х"А 
К алгебраической процедуре сводятся также случаи с дробно рациональ
ной матрицей Иоста. Подобным же образом получаются потенциальные мат
рицы и решения в подходе Гельфанда-Левитана и R -матричной обратной 
задаче рассеяния. После определения потенциальной матрицы '(/ /у) на
ходим по формулам (31), (32) потенциальную матрицу l/fx) системы 
(14) и соответствующую ей матрицу решений. Поскольку функции парамет
рического базиса"^fy'/y) известны и образуют полный набор (9), можем 
определить и многомерный потенциал ( V(x/i.) =§$(*-*') |/Л, ^x'j^'x'): 

(' W ) _- \Y\ x ) - i' уЯ х) -- (49) 
- J .T U A ; )n f/'л, -f л~Х • /Ov x )> ^;Д ^/*i <)fy/<) 4/*}) 

'J '' "' c *> ' * * < / ' < * ' / i ^ 
в общем случае нелокальный по углам 

Рассмотрим теперь более сложную задачу восстановления как 
Г V >, л'̂  так и Г /"л, у^ по известным данным рассеяния или спект-
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ральным характеристикам исходной многомерной задачи. Вначале исследу
ем задачу по восстановлению-1/уЗ?) , впоследствии, используя обобщен
ные формулы обратной задачи (20)-(22), можно реконструировать также и 

Восстановление матрицы взаимодействия, характеризующего 
быструю динамику 

По набору данных рассеяния \_S(p),^ Мя f восстанавливаем потен
циальную матрицу IT'ft) =Я{iNtyty и находим решения JX"/ системы 
(14) по обычным или обобщенным многокннальным формулам Гельфанда-Леви-
тана-Марченко (20)-(22). 

Теперь можно найти билокальный оператор переноса ^W/Xj и термы 
C.fi) B результате решения алгебраической задачи на собственные зна
чения /3/: 

•£>! <?y/C,r£>./ti h s . ~l (50) ВД 1Щ= Wfxyvfx) - Wx>r&/*)-£-f»->l 
Это способ нахождения термов из решения многоканальной обратной задачи, 
а не прямой для реперного уравнения (3*), как в предыдущем случае. Зна
ние ^/(Х) позволяет восстановить и матрицу эффективного вектор-потен
циала (6): 

•щ - - ,• vfog >̂V> ( 6 l ) 

ответственного за появление потенциала, зависящего от скорости. 
Пользуясь изложенной выше техникой вырожденных ядер, дадим при

мер точно решаемой модели для системы уравнений по медленным перемен
ным (14). Для максимального упрощения в качестве опорного потенциа
ла при восстановлении 1/~'(Х) можно взять ~и{Х)=0. Тогда 
алгебраические формулы многоканальной обратной задачи (41)-(48) еще 
более упростятся., Для безотражательных потенциалов по медленной пе
ременной в (~)''(X) Х г ) остается лишь сумма по связанным состояниям. 
Ограничимся рассмотрением простого случая с одним связанным состоя
нием /E"j =-#.—£/для системы (14): 

/ 

'Х( ' ' / / (51) 
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к УУ ' ^ Л /• jT'~, Л~"" - • — 7 » (52) 

Отметим, что суммирование проводится по числу'?" термов c\/xj , ко
торые можно найти, осуществляя процедуру диагонализации (50) потен
циальной матрицы (53). При этом найдем^и матрицу '•'f/'/'xJ. Для восста
новления многомерного потенциала V^fX) необходимо на втором этапе 
по спектральным данным ̂  S(x, i)c/*;^xjl являющимся функциями медленной 
переменной / , сформулировать параметрическую обратную задачу по вос
становлению V /Х,-) и ty- Сх •) Д л я быстрого динамического уравнения 
(3) при каждом фиксированном значении у. Причем для параметричес
кого семейства обратных задач,так же как и для обычных, можно разра
ботать технику баргмановских потенциалов, которая позволяет в явном 
аналитическом виде конструировать решения г,(К-) и потенциал [//^ • ) . 

3. Параметрическое семейство обратных задач для быстрого 
динамического уравнения 

Рассмотрим параметрическую постановку обратной задачи на примере 
восстановления двумерного потенциала V (*,ч} . В декартовых координа
тах уравнение (3) по быстрой переменной у при каждом фиксирован
ной значении медленной переменной к запишем в виде 

_ ч.' 
поскольку существенным при формулировке обратной задачи является 
свойство полноты набора собственных функций, используем (9) для 
физических нормированных собственных функций уравнения (3), параметри
чески зависящих от х : 

^ (tjf»fy).r) *- f„ h)J+f&*6-).4 ) , 
и для регулярных решений: 

w >> (551 
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Матрица рассеяния 

S'f'll- );f_f,;i )//.{*; H ( 5 ? > 

определяется функциями Иоста -j-^ (Xjк/, зависящими от У, как от пара
метра 

Нормировку <f /л-; термов fc/je'/, как обычно, определяем через решения 
Иоста при ^ . ,-^^х)' с учетом (10) получим 

или 
-г/ ^~sn, , -г^ „ -2. - ^ 

Осуществляя стандартный вывод уравнений обратнэй задачи [ 12,9,8J , по
лучим следующие параметрические формулы: 

*(*',#/)•< сЪм''+/М,м Н>6ГЧ:> > 5 : .-• (59) 

Ufa id, . ^ ^ r V V ^ , 
Пределы интегрирования в (59), (61) и знаки в (60) зависят от конк
ретного подхода обратной задачи. Пределы от У до ^ (от ч до ̂  ) 
в (59), (61) и знак "- * в (60) отвечают формулировке Марченко ( f( -
матричной ОЗР [16J ). Пределы [0,чJ в (59), (61) и знак "+" в (60) 
отвечают подходу Гельфанда-Левитана. 

В рамках обобщенного подхода Марченко /12,207 интегральные ядра 
Q (X, <j4 '/, зависящие параметрически от ^: -' 
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'cc ' v f f - _ . ' ;̂  ' ' d (62) 

строим по двум наборам данных рассеяния: i Z fa, ^ ) , ^'У'х')/У„ fa'jj, 
отвечающим уравнению (З 1) при каждом значении параметра У и обыч
ным данным рассеяния j S (*) , £l <£, J, отвечающим (3 ) с 

Vff«:j) -о. ( 3 п } 

мункиуж fa( А,у ) - обычные решения Иоста уравнения (3 ) с известным 

По интегральным ядрам К (YsJ-,if '\ относительно которых при 
потенциалом v У С? I • м 

каждом фиксированном значении X решается линейное интегральное урав
нение (59), определяются потенциалы (60) и решения Иоста (61). Анало
гично строится параметрическое семейство ядер Q fa • у.у 'jинтеграль
ного уравнения типа Гельфанда-Левитана: " (-

• -ГА '"" 

ь <v<i '* -' У ̂ 4/ } * ^'<? 'J J/'yr*' *J "f^^ ( 6 3 ) 

Спектральная функциярЛ5', к) определяется функциями Иоста fa/"*1 к); 

/ • L > ^ ' С б 4 ) 

а нормировка С я - регулярными решениями ^ у ^ ' / г , п р и £ =г<Кч j У ) : 

- -' - ' (65) 
С -Yfa , / J $ [ <Г?.УУХ)^)Т1 

Связь с обычными нормировочными коэффициентами легко устанавливается 
после подстановки соотношения связи подвижного с фиксированным репе
ром (10) в (65): 

Спектральные характеристики j /V*J, С^ _, ст» 1 и регулярные решения 
V(kfa отвечают уравнению (3 ). После того, как решено уравнение (59) 

(У 
18 
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гл 
относительно К ^"rJ-Jf ) по формулам (60) (нижний знак) и (61) (преде
лы [ о, х J ), находим потенциал и регулярные решения уравнения (3 ). 
Аналогично можно выписать соотношения параметрического семейства обрат
ных задач в Л? - матричной теории рассеяния. Из приведенных формул 
обратных задач следует, что при одномерном быстром движении можно вос
становить двумерный потенциал с параметрической зависимостью от мед
ленной переменной и как функцию быстрой переменной. При этом исполь
зуются непривычные данные рассеяния с параметрической зависимостью от 
координатной переменной. При полной постановке обратной задачи, ког
да в качестве исходных данных выступает многомерная амплитуда, зави
симость спектральных параметров от медленных переменных определяется 
из (50) после восстановления потенциальной матрицы If' (*) при ре
шении обратной задачи для системы (14), описывающей медленную дина
мику. Можно рассмотреть модельные задачи, задавая функциональную зави
симость спектральных параметров, с целью изучения геометрических ас
пектов многомерной и многочастичной квантовой теории рассеяния. На 
основе этой работы можно исследовать обе возможности. Аналогичная си
туация имеет место и для большей размерности уравнений (3 ), описы
вающих быструю динамику. Таким образом, используя представленную здесь 
технику адиабатического представления, можно увеличить размерность 
пространства, для которого возможна формулировка обратной задачи. При
меним разработанную технику баргмановских потенциалов £8,19,21] к па
раметрическому семейству обратных задач для уравнений (3 ). 

4. Потенциалы Баргмана с параметрической зависимостью от мед
ленной переменной 

Потенциалам Баргмана для обычного одномерного уравнения Шредин-
гера отвечают дробно-рациональные функции Иоста 

/ # ; - ff<)п к-<~* (66) 

ий обрат 
V (67) 

У 
Тогда ядра интегральных уравнений обратных задач сепарабелмзуотся 

QQ.j'J- ? tf-^tf-grV. 
а сами уравнения сводятся к системам алгебраических и решаются в яв
ном виде, если опорные потенциалы v ^ J J допускают аналитические ре
шения. 
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Построим теперь широкий класс потенциалов, для которых 
можно найти в замкнутом аналитическом виде решения параметри
ческого уравнения Шредингера (3 J 1). По аналогии с (66) выберем 
функцию Йоста в дробно-рациональном виде, однако теперь она 
параметрически зависит от динамической модельной переменной 
через зависимость от неё спектральных параметров: 

к -+ ,л/хj 

Параметрическая функция Йоста (68) имеет л простых полисов 
в точках к - - 'А,/*? к ^ х простых нулей при А? < «?,(*) • 
Причем в c*V-V содержатся не только нули на мнимой полу
оси, отвечающие связанным состояниям /~е У?:Щ^О, ч=/м у /*у > с. 

" У / • --• 7 у 

О • 

(69) 

(70) 

но и нули в нижней полуплоскости с 1/*. ̂ у ^ <-О 
(число простых полюсов А ^ ' равно числу значений Э£,- и > , 
вместе взятых). Тогда матрица рассеяния и спектральная пункция 
приобретают вид 

*/*; ̂  i/O /7 /1^^Ъ^^-

о /7 - , ^ v j /> г <*л у у 
.ушник ^ / / / и Р(^) известны, ^поскольку известен по
тенциал \?fjf / р в частном случае ^'С/) = ^ • Для таких fy*'/-/, 

р(Ху 4/,Y.aK(e9,'70),swpat!*fK<f,(f J интегральных уравнений об
ратных задач выроздаются и представляются в виде сут.мы нес
кольких членов с факторизованной координатной зависимостью 
по быстрой переменной 
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::Осле подстановки такого ядра (^ в основное 
параметрическое уравнение обратно:! задачи /sj) 
очевидно, что ядра обобщенного сдвига К{"х,ч,ч 'J также 
становятся вырожденными 

л. 

Xai: следствии этого, интегральные уравнения становятся алгебра-
ическиш, суерически-несж.кетрячный потенцил и отвечающие 
ему решения втоажаются в замкнутом виде через известные реше
ния непараметрической задачи (зМ с потенциалом У(у) и через 
спектральные характеристики двух задач (УМ: непараметрической 
с потенциалом V(y) и параметрической с потенциалом V(j) + 
т V(K,y). 

Пример в подходе Гельфанда-Левитана 
Пусть в подходе Гельфанда-Левитана р(х, к) =fCk; и тле

ется лишь одно связанное состояние ё Сх ) = -г£г(х)п Vf(y)=0. 
В том, что это возможно, легко убедиться. Действительно, этому 
случаю отвечает функция Поста: 

i (х • А ) - -* -i*(*i_ 
**''*'<'«> . (73) 

Отсвда, как следует из (61), Р (*.; к ) ^ ^—--/°°/'^. 
Тогда из соотношения (60) получаем "̂  

*o*fi»)- ^ M ^ L г ( 7 6 ) 
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(Г О 

:.юяно проверить метод построения следующшл образом. Переходя 
Б (67) к асимптотике при Ч-г ^ и выделяя слагаемые с 

-<?-* h ± ; kjt, находим коэффициенты при них. Это и есть 
функции лоста -f±-(x\ * J > которые совпадают с (77). По 
ним, используя определение (54), строим >? -матрицу: 

( ' -j'+ А; к} (*- .'^v/' ' (79) 
Легко записать случаы /Y - связанных состоянии, которому соот
ветствует 

-/;^;<0- 1 
(80) 

где <£\ (х) - -jf-\ ( X) определяются при решении многока
нально:! систем:: уравнении по медленн:гм переменным и последующей 
дпагопализацип (5и). Исследования легко провести в суерических 
коо-;д:::1а?а::, в::5:гра1 Б качестве быстро:; переменной угол, медлен
но:: - координат:',:: наоборот. 
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Пример в подходе Марченко 
Безотражательным (прозрачным) потенциалам вдоль быстрой 

переменной^ отвечает одномерная обратная зада
ча на всей осп - -а -<-у <:' <*~ с равным нулю коэффициентом 
отражения S * ^ = О. Коэффициент прохождения 5."/"*, рав
нин по модулю I, имеет вид рациональной дроби 

Ъ / (*. к) = I Г . . ( 8 1 ) 

» k - i еП ГХ) 
Обратная задача на всей оси очень похожа на двухканальную 
с двумя расцепленными основншш интегральными уравнениями. 
Однако,поскольку \f(У) i) выражается icaK через ядро ^/К1У/У^ 
одного интегрального уравнения, так и через ядро K1^x^j/ у'/ 
другого уравнения, достаточно найти одно из & ^<С*1У'Я? 
по формуле, совпадающей с (51). Тогда в Q^fx'/Jrrf- ' А опре
деляемом в данном случае при \,'{' ч / ^ сЭ по формуле 

ОY'w> frjf ^*: и**/< Цу '?А -
(82) 

остается лишь вклад от состояний дискретного спектра 

&%!?'>- # ^ ^ ^ У / у V- (82i, 
Аналогично для К /*"//// ) имеем 

^Возможны разные варианты: прозрачные потенциалы как вдоль 
медленной, так и вдоль быстрой переменных, прозрачные 
вдоль.одной из них, запирающие вдоль одной из координат 
лжбо одежх ж тому подобные рассмотрения. 
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Для решений поста при к= \<У„(К) получаем из (5i) сис
тему алгебраических уравнений 

с матрицей коэффициентов / * / { У ) , параметрически (через 
спектральные параметры ) зависящих ит X •• 

Подставляя У Л'<^^<*Л $) в И (^'у, ч/J VS3) :: 
используя (57),(58), получаем у </ (/ 

В случае одного связанного состояния получаем потенциал типа 
Эккарта 

(86) 

(88) 

который преобразуется к более простому виду, при использовашш 
подстановки ^.яь J deftly fr) ^$1/2. <£(Х) и преобразования 
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CL* [х(х)(*-уУ*)~] ' (89) 

(91) 
Заключение 

"lu продемонстрировал7 некотоше пример-; точно решаемых миде
ле"', с тем, чтобы показать, кгис переносится техника баргчановскпх 
потентхиалов на параметрическое семейство обратных задач. 

Используя приведенннеформулы .можно изучать некоторые геомет
рические аспекты !Свантовой механики. Например, задавая функцио
нальную зависимость термов, можго увидеть,как ведут себя матрич
ные элемента оператора индуцированной связности ц скалярного по-
тенцнаяа при сближении уровней влоть до их кяазгптересечени:*. В 
последовательном подходе параметрическая зависимость тернов от 
медлеитп'х переменных лолгага определяться после Решения обратной 
задачи лдя где дленной снстемн уравнени'' (раздел 2). В плане прило
жений параметрическая ^орг.улнровка обратно" задачи в рамках адиа
батического подхода позволяет элТекгивио решать вопрос о выборе 
того или иного класса парных потенциалов, применяемых в расчетах 
различных ядерных систем. ПРИ |Тчксивоваи,1ом "ляп^е парнмх потен
циалов решение обратной задачи для оистещ кг*'лз-:радиальп1:х урав
нений позволяет восстановить трехчастпчные потенциям:. 
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