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. 1. 1Iony11eHae JIBHOro Bwpa:>KeHHJI AJIJI aMilJIHTYALI pac
CeJIHH.11 f( 0) Ha OCHOBe TpexMepuoii 4K>PMYJIHPOBKH BLICOK0-
3HepreTB'leCKOro npa6na:>KeHBJI B31I /E/V» 1 • k a>> 1 , 
r,ne a - o6nacTJ. ,neiicTBBJI noTeH.1.U1ana/. npe,ncTaBJIJleT 
JCaK TeopeTa11ecKaii, TaK a npaKTB11ecKaii HHTepec. Ilocne,n
naii CB.113aH c Ha,ne:>K,noii BMeTb AJIJI aMilJIBTYALI npOCTOe 
BhlpallCeHBe B B36ellCaTL TaKHM o6pa30M BLl'IHCJieHBJI 6oni.
moro 11acna c}Ml3 pacceJ1HBJ1 a CYMMHposaHHJI nnoxo cxo,nJ1-
1QerocJ1 nap1U1ani.uoro pJ1,1'a. KpoMe Toro, s TpexMepHoii 
~PMYJIBPOBJCe He Tpe6yeTCJI cne.1.U1aJibHOro paCCMOTpeHBJI 
.-n.a ueneHTpaJibHLIX IlOTeHQBaJIOB. 

B 3TOM uanpasJieHBB BLIXOABT MHOro pa6oT /CM. CCLIJI
I<B, eanp., s/1,2/ /. 0,nuaKo B npaKTB11ecKax pac11eTax 
eae6oJiee IlpOCTLIMB IlOKa OCTaIOTC.11 c)opMyJILI rnay6epa/3/ 
a Wac)c}Ml/4/ •• 1IepsaJ1 nony11ena Ha ocHose 3iiKoHaJii.Horo 
DOAXOAa B cnpaBe,nJIJIBa B o6naCTB ARHaMB'leCKB MaJILIX 
yrJIOB (J < 1/ y'ka. BTOpaJI nony11eHa CYMMBpoBaHBeM 6opHOB
CKOro p.a,na MeTo,noM cTanaoHapuoii cb1uJa1 AJI.11 (J > 1 / y'k a • 
Ee TO'IHOCTb COCTaBJIJleT "'20-30~-/5/ • II03TOMY B Tex 
cny11a•x, Kor,na noTeHnaan He napaMeTpa3yeTc.a no,nroHKoii 
DOA 3JCCnepaMeHT, a B3BeCTeH TO'IHO, JCaJC Hanpauep, B 3a
Aa'1aX pacce.RHB.11 3JieKTPOHOB •.npaMB, Heo6XOAHMO BCKaTi. 
AR• f ( 0) 6onee cTporoe BLlpalKeuae. UenL uacTo.aine:ii pa-
6oT.w - nony'IBTh aMnJIBTYAY B3II a o6nacTa uaJIL1x a 
60JIJ.IDBX yrJIOB pacceJIHBJI c ens.wx Il03BlUIH - Ha OCHOBe 
TpexMepHoi JCBa3BJCJiaCCBICB. 

2. 3anBDieM BOJlHOBOe ypaBHeHBe 

I 2 
rAe BMilYJihC B none K = yk - u ' a 

/1/ 

- IlOTeH-

3 



циал взаимодействия, 
в виде 

К вазиклассические решения ищем 

X и • <•' * • / 2 / 
SC 

Подставляя / 2 / в / I / , получаем, что функция действия 
S( г) удовлетворяет уравнению Гамиль гона-Якоби: 

(\ >г к' • / з / 

определяющему -ц как интеграл по классической траек
тории 

S(r) - } kds. / 4 / 
г' 

а амплитудная функция и( г) - уравнению сохранения тока 

(и г \ S) О / 5 / 

или 

и г ( г, ) К( r',) [)( г', ) .- и 2 ( г*,) К( г2 ) |)( г'г) . /6/ 

где 1)( г ) есть площадь нормального сечения трубки тока 
в точке г'. Напомним - "• , что справа в / 3 / отброшен 
квазиклассически малый член \u,'u = ( '. к а) 

В условиях квазиклассики при V/E•< 1 основную об
ласть рассеяния составляют классически недоступные 
углы 0>вс = \'/Е , куда, очевидно, частица попадает 
с экспоненциально малой вероятностью. В то же время 
найти соответствующую рассеянную волну на основе соб
ственно квазиклассики невозможно, ибо х естьасимп-
тотический ряд по степеням ( 1Да) 2 , а при такой точ
ности теряются искомые экспоненциально малые члены. 
Из этого затруднения можно выйти, если воспользоваться 
методом 6 /. согласно которому функцию ищем в виде 
\'~ X'sc + Ф • Тогда задача сводится к решению соот
ветствующего неоднородного уравнения для ф . 

3. В основе такого решения лежит квазиклассическая 
функция - поэтому исследуем ее более подробно, исполь-



зуя для этого ВЭП. Теперь в качестве траекторий можно 
брать прямые линии вдоль падающего пучка o z t t k j , 
а фазы / 4 / раскладывать по малости V/E, ограничиваясь 
линейными членами. В качестве исходной функции доста
точно взять суперпозицию двух решений вида / 2 / . Одно -
плоская волна с амплитудой и = 1 - соответствует 
движению по трубе тока вдали от области действия 
потенциала ( г » а) , второе - соответствует движению 
по трубке тока, проходящего внутри области г а 
Тогда 

где 

Н> i s , 
U . • О ' 

I 
/ 8 / 

S. •- k . r . Ф . ( г ' , к ,) Ф • - — / ' ' ( г - k , s) d s . / 9 / 

В /7/ не учитывается несущественный для дальнейшего 
фактор exp(ik.h) ( L-. ~ ) . который появляется в обеих 
функциях из-за интегрирования в фазе k. J d,r no 

-L 
прямой вдоль падающего пучка. 

Вид функции и ( . + ) определяется на основе / 6 / . 
Левая часть уравнения / 6 / определяется начальными 
условиями (к (г*=-"о) : u 0 = 1 , К 0 — k 4 , l)0^pQdp0d<j> 
Справа входят величины в области действия потенциала 
г = а : К = k s( 1- V/2E) , , С - рйрйф / р0 и р -

соответствующие прицельные параметры/. Для оценки 
отношения D/DQ используем закон сохранения момента: 

P0U r pk.( 1 - 1/2Е) . / Ю / 

откуда 

d p 0 = ( l-{p/'2E){0\/dP\dp. / 1 1 / 

Тогда из / 6 / , / Ю / , / 1 1 / получаем 
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i / | \ r = a) = 1 -(V/4E) x, / 1 2 / 

где 

x = 1 + (р/\){д\/др). / 1 3 / 

Например, для гауссовскогопотенциала V=VGexp(-3r /2IT). 
где R - среднеквадратичный радиус, величина х равна 

Х ( Г 1 -ЧР

г/Ёг . / 1 , / 

Аналогично найдем u ; на бесконечности после 
рассеяния (kj г = + ~) , где D = r2drdf?, К = k j / dft 
телесный угол/ . Вводя классическое дифференциальное 
сечение dac /dfi = p0dp>0d<jVdft, получаем 

,.(+) (г - + «) =( 1/r) у/da. (0) /df i . / 1 5 / 

При этом для функции / 7 / приходим к известному асимп
тотическому выражению 

- • -> 

Х Н Е ^ е ' к ' Г + f c ( 0 ) е 1 к Г / Г > / 1 6 / 

где амплитуда рассеяния 

(с(0) = ч/ d a c (в) ЛШ е " " ' ' ' " * 0 0 1 / 1 7 / 

имеет смысл лишь в области классических углов рассея
ния о < вс = V/E « 1. В фазе /17/ отброшен квадратичный 
по ( V/E) член k(z-r) --кгб2/2, который на самом деле 
компенсируется точно, если в разложении /9/ оставлять 
аналогичную (V/E) 2 -поправку за счет отклонения траек
тории от направления падающего пучка на участке (0,+~). 
В более общем случае к Oi надо добавить ещеп!7/2 , 
где п - число точек касания траектории с каустикой. 

4. Чтобы получить амплитуду рассеяния в области 
классически недоступных углов 0>вс = V/E t будем ис
кать решение в виде 

НЕ, 
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Подставляя / 1 8 / в / 1 / и используя / 3 / , / 5 / , / 7 / , полу
чаем для ф неоднородное уравнение 

\ф +К2ф = U e i l 4 ' r -Au (,+ e i S ' , / 1 9 / 

решение которого есть 
_, i k \ r ' . , „ is (r'k,) _, _ , 

ф(т) = / LU( г') е -Л'и ( г ' к ; ) е !G(rr ')dr ' . / 2 0 / 

В первом интеграле переменная г' ограничена конечной 
областью действия потенциала, во втором - за счет 
поведения Л'и ( + ? Действительно, в п.З мы видели, что 
всюду вне области действия потенциала i / + ) = l и Л'и ( + )=0 , 
за исключением участка траектории ( 0, + ™),гдеи ( +(г')^ Vr' 
и Л'и < + ) ~ 1/г Такое поведение подынтегральной функции 
/ 2 0 / позволяет сразу перейти в асимптотическую область 
г >~,где функция Грина 

1 ' k r t -\ 
С(тт') = - ~ - Ф , ' * , 

\п г • 
а 

**f

_)* = u ' ^ e - ' 8 * , / 2 2 / 

S f = к { г - Ф , (гк ) ; Ф, = - J L f U(r + k ,s ) ds. / 2 3 / 
2к „ 

Функция Ф ~ Д1случается ]иэ Ф операцией отражения вре-
мени' / 8 / ' Ч' ( г, к) ^ Ч' + *(г,_к). Смысл Ф + выясняется 
из рассмотрения движения соответствующего пакета волн. 
Легко видеть, что он описывает движение частицы из + г~ 
в -во вдоль -К. Для точного квантово-механического ре
шения на участке ( 0 . - ~ ) появляется еще рассеянная 
волна. Это означает, что по аналогии с рассмотрением 
Ф для амплитуды функции Ф ~ * имеем 

u ( - ) * ( k Y = + ~ ) = l; u (->*(kr >=-~) =( i - ) y/doc(n-e)/dn . 
/ 2 4 / 
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Подставляя / 2 1 / в / 2 0 / , получаем амплитуду рассея
ния 

f = f -. f , / 2 5 / 
1 2 

1 f # r ( - )«, ' « ? + | ф Г / 2 6 / 
f. = ——- J dru *e , ' 

J 4 n 

\ < + ) 

f 2 = 2 - / d r < r ) * . ( - ^ T ) . 4 ' (

i

+ , ) / 2 7 / 

где q = 2k sin 0/2 - переданный импульс. Ниже увидим, 
что fj определяет поведение амплитуды в области дина-
мически малых fl< l / \ / k a , a f 2- больших в > 1/Vk a 
углов рассеяния. 

5. Воспроизведем вывод обычного эйконального вы
р а ж е н и я / 3 / , который получается здесь из формулы/26/ . 
Для этого сделаем замену г = z + р t где р - прицельный 
параметр. Основной вклад в интеграл дает область 
г < а .Поэтому можно положить и *= 1, а в приближе
нии малых углов t ? « l / v / k a отбросить в фазе добавку 
q z « 1 . Тогда 

z 
— / U d z ' 

. 1 - ~* "* DO . « J 2 l f 

f = - - ! i / d ? e ' ^ / d ( - - ! - / Udz')e ~™ , /28/ 
1 2n- 2k _ M 

откуда 
сю 

. - - , - — / Bdz 
f = - i L / p d p d ^ e 1 ( i P [e 2 k - ~ - 1 ] . / 2 9 / 

2 7Г 

Для азимутально- симметричных потенциалов в приближе
нии малых углов qp - kpdcoscp можно выполнить еще 
одно интегрирование по Аф с помощью определения J 0 -
функции Бесселя: 
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^(0) --ik { PdPl0(kf>e)\e 2 k - ~ - И . / З О / 
0 

Выражение для амплитуды вида / 2 9 / , где все взаимодей
ствие стоит в фазе, наиболее просто использовать для 
построения теории многократного рассеяния Глаубера-
Ситенко ' 3 ' 9 ' , которая находит сейчас большое примене
ние. Поскольку, однако, основные экспериментальные 
данные сосредоточены в области геометрически малых 
углов 0 < 1 _, необходимо делать обобщения / 2 9 / на 
интервал ( l / v ka) <0-- 1. Имеется ряд возможностей такого 
обобщения / с м . , н а п р . , ' 2 ' 1 0 ' н ссылки там ж е / . В эй-
кональном подходе это проще всего делать, модифицируя 
функцию Грина. Таким способом в работе ' г ' получены 
выражения типа / 2 9 / . 

6. В нашем случае амплитуда для 0 > 1/Vka получа
ется на основе единого квазиклассического рассмотре
ния, причем не возникает ограничения, связанного с 
геометрической малостью угла рассеяния. Проведем не
обходимые упрощения / 2 7 / . 

В выражении / 1 2 / не хва/ает нужной точности для 
отыскания Ли j , которое входит в f2 -амплитуду 
/ 2 7 / . Однако можно,исполь?уя теорему Грина, перенести 
действие \ на остальную часть подынтегрального выра
жения. Причем для этого удобно так преобразовать / 2 7 / , 
чтобы эта часть исчезала на асимптотике и соответст
вующие интегралы по бесконечно удаленной поверхности 
обращались в ноль. С этой целью проведем в / 2 7 / инте
грирование по частям: 

f = - J L /dxdy " dzu (->*e i < I > f 4 - f < Ь Д и ( . ч ) е | « Г + 1 ф 1 -2 4л- i dz i 
— °o Z 

' n z — oo 

л d r ( - > * | ф f i Г J л ( + > » Ч г"*+ | ф i i 
Az-r— Lu f *e • J / dzAu , e 4 . 

dz ' „ ' 
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Первый член здесь исчезает, что очевидно для верх
него предела, а для нижнего происходит в силу условия 
/ 2 4 / . Во втором члене при дифференцировании по dz уч
тем, что и ( изменяется слабо и вносит в производную 
поправку малости 0( 1/ка) в сравнении с единицей. В 
результате: 

Г, - - ~ J «HV->* e ?>f Щт) ~ е ' " * * + ' * ' Л ч < , + ^ . / 3 2 / 
Кк 77 „ 

Интегрируя в последнем интеграле по частям, получаем 
ряд по обратным степеням л = 2k sin 9/2 : 

J~ dzAu (

i

+ , c 1 , ** + i *« = /33/ 
Z 

lq я + i Ф, „„ „, . 
= Ли | i - - Г dze г -f— [ Ли . е • . 

4z. z "Ч, г d z ' 

Подставляя в / 3 2 / только первый член из / 3 3 / , что 
справедливо в приближении больших углов 0 \/\гка. , и 
используя затем теорему Грина, получаем 

f, = - i — /dru (, + ,A[u (F4le Ч . /34/ 
£ 8 nY. a 

z 
Легко видеть, что основной результат под интегралом 

определяется действием А на наиболее быстро меняющу
юся функцию exp(iq?) . При этом остальные члены ока
зываются порядка малости 0 (1 /ка# ) и 0(V/Eka) в 
сравнении с единицей^ В результате амплитуда / 3 4 / 
принимает вид (0>1/ \ /ка) : 

f 2 = _ L / d r u (

f 4 ( i + ) e . l ' ( r) , /35/ 
4 77 

или 
f = ! г ^и ( ->*п ,^ .,.<+> W d r T ; '*U(r) 4*7' . /36/ 
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Если теперь положить u f

- ' *u <

j

+ ) = l, то /35 /переходит 
в формулу Шиффа'*'. Оценки, приведенные для нее и амп
литуды / 2 9 / в р а б о т е ' 1 1 ' . показывают, что fi и fj дей
ствительно работают в разных областях углов рассеяния 
О < l/\Jka. и 0>1/\/ка, соответственно, и имеют небольшую 
область перекрытия. 

7. Итак, на основе трехмерной квазиклассики в высо
коэнергетическом приближении удалось единым образом 
получить амплитуды / 2 6 / и / 3 5 / для динамически малых 
и больших углов рассеяния. Эти выражения отличаются 
от известных формул Глаубера и Шиффа наличием под 
интегралом, соответственно, u'f* * - и u'f* *и (

(

+^пред-
экспоненциальных множителей. Эффекты, возникающие 
за счет этих добавок, вообще говоря, малы. Поэтому 
в задачах рассеяния сильновзаимодействующих частиц 
они проявляются лишь при сравнениях с точными расче
та;.,.. При сравнении же с экспериментом их обычно 
имитируют небольшими вариациями параметров потенциа
ла, которые получить другим способом, кроме как из 
эксперимента, пока все равно невозможно. 

По-видимому, впервые роль таких предэкспоненциаль-
ных поправок в практических задачах была выявлена 
в р а б о т а х ' 1 2 ' , 3 ' , , где рассматривалось кулоновское 
рассеяние электронов ядрами. В этом случае, кроме 
обычного домножения формул Глаубера и Шиффа на фактор 
( v f v . ) , где v . f - спкнорные функции соответствую
щих каналов, пришлось модифицировать саму структуру 
исходных амплитуд. Без каких-либо выкладок, на основе 
лишь сравнения с точными расчетами и экспериментом, 
авторы по существу интуитивно пришли именно к той 
записи амплитуд / 2 6 / / в ' ' / и / 3 5 / / в ' 1 " ' / , которая 
получена нами как результат квазиклассического рас
смотрения. Последующие многочисленные расчеты и срав
нения зарядовых формфакторов я д е р ' ' показали, что эти 
формулы всегда работают с большой точностью. 

8. Квазиклассические функции начального'л конечного 
состояний рассеяния ч* можно с успехом использо
вать также для расчета других процессов, например, 
н е у т у г о г о рассеяния с переходом ядра из основного 
( | i ) в возбужденное(|f>) состояние. Пуоть такой 

II 
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переход вызывается остаточным взаимодействием Viat 

/теперь полный потенциал есть U = U + Uin t (nf ) , . р Д е 

£ - внутриядерные переменные/. Тогда, используя ВЭП, 
учтем, что при Е » V всегда выполняется приближение 
удара Е Л К if / Е if " энергия перехода в ядре/ . Это 
значит, что процесс рассеяния происходит значительно 
быстрее внутриядерного движения. Тогда амплитуду упру
гого рассеяния можно рассчитать на "замороженном" 
ядре / £ - считать постоянными/, а неупругую получить 
затем усреднением по заданным начальному и конечному 
состояниям. 

f i n e l ((I) - - - f | f e l ( < 4 ) | i - - ? / 3 7 / 

где 

fe! (<>() ^ f e ' ( U >U ч U . n t (U)) • / 3 8 / 

• • \. p i 
Здесь потенциал перехода lJjnt входит в f нелинейным 
образом, в частности, в фазу экспонент / 2 6 / н / 3 5 / 
н приводит к появлению в f l n e l высших порядков по Viat . 
Если же переходы слабые, то можно ограничиться линей-
ным по I'int членом. Тогда для углов 0> 1/ \ к а по
лучаем из / 3 6 / ; 

f f 1 ( O l / V M =- — / < И ' ( - > * < Г | 1 ! . п . | i : V . + ! / 3 9 / 
£ 477 | П 1 ' 

что совпадает с известным выражением метода искажен
ных волн. 

В заключение автор выражает благодарность 
М.Х.Ханхасаеву за обсуждение ряда затронутых в статье 
вопросов. 

Литература 

1. Б.М.Барбашов, Д.И.Блохинцев, В.В.Нестеренко, 
В.Н.Первушин, ЭЧАЯ, 4, 623 /1973/. 

2. А.Г.Ситенко. ЭЧАЯ, 4, 546/1973/. 
3. R.J.Glauber. Lectures in Theoretical Physics, v. 1, 

p. 315, N. Y. /1959/. 

12 



4. L.I.Schiff. Phys.Rev., 103, 443/1956/. 
5. J.J.Tiemann. Phys.Rev., 109, 183/1958/. 
6. И.И.Гольдман, А.Б.Мигдал. ЖЭТФ, 28, 394 /1955/. 
7. А.Б.Мигдал, В.П.Крайнев. Приближенные методы 

квантовой механики. М., Наука, 1966. 
8. А.И.Базь, Я.Б.Зельдович, A.M.Переломов, Рассея

ние, реакции и распады в нерелятивистской квантовой 
механике. М., Наука, 1971. 

9. А.Г.Ситенко. Укр.физ.журнал, 4, 15.2/1959/. 
Ю. М.Х.Ханхасаев. Сообщение ОИЯИ, Р4-8475, Дубна, 

1974. 
11. DS.Saxon, L.lSchif,'. Nuovo Cim., 6, 614 /1957/. 
12. A.Baker. Phys.Rev., 134, B240 /1964/. 
13. D.R.Yennie, F.L.Boos, D.C. Ravenna 11. Phys.Rev., 137, 

B882 /1965/. 
14. b.К.Лукьянов, Ю.С.Поль. ЭЧАЯ, 5, 955/1974/. 

Рукопись поступила в издательский отдел 
28 марта 1975 года. 

13 


