
Об'ЬВАИНВННЫМ 
ИНСТИТУТ 

ядерных 

исс11едованим 

АУ б На 

Р4 - 85 - 917 

С. И.Виницкий , В . И . Коробов , И . В . Пузынин 

ВАРИАЦИОННЫЙ РАСЧЕТ 

УРОВНЕЙ ЭНЕРГИИ 

Р -МЕЗОМОЛЕКУЛ ИЗОТОПОВ ВОДОРОДА 

Направлено в "ЖЭТФ" 

1985 



l...Ji!!ЦШ!.М~ 

В раОоте 111 Оыли nриведены значения энергии связи 22 враща
тельно-колебательных состояниЯ мезомолекул изотоnов водорода, вычис

ленные в адиабатическом представлении задачи трех тел 1?7 с точностью 
0, 1 эВ . ОсоОыИ интерес представляют уровни энергии d.dJA и J.tf' 
мезомолекул в состоянии :J = 1, 1!= I, поскольку они определяют 
резонансный механизм образования этих мезомолекул /З/ и существенны 
для вычисления скоростей ядерных реакциЯ синтеза / l!/ . Для надежных 
расчетов скоростеЯ и кинетики процессов мюонного катализа, а также 

для аккуратноЯ интерпретации новеЯших экспериментов / 5/ указанные 
слаОосвязанНЪJе уровни долхны Оыть вычислены с ошиОкоЯ порядка 

0 ,001 эв . В цитируемой выше раооте 11/ Оыли высказаны пожелания о 
независимом подтверждении выполненных :tnсчетов wетодаw.и, отличными 

от а.и;иаОатического подхода , и оО увеличении точности вычислениИ. 

Намеченная программа реализуется в двух нnправлениях. Первое 

направление, связанное с повышением точности алгоритмов в р1ыках 

адиабатич ее кого метода. пре,щ: тав лен о в не.павнеЯ раОоте /()/. О тметим, 
что только в последнее время появился ряд новых варm.ционных IRСЧетов 

/ 7 - l()/ уровн еЯ энергии мезомолекул, согласующихся в пределах точности 
с ре.сч етами по адиабат ич ескоwу wет оду, но претенJ!Ующих на Ооле е 

высокую точ н ость. 

С целью уто.чнения резу.~ыатов ра Ооты /I 1 и сравнения с резуль
татами раО от /б - 1(1/ в данпоИ раОоте реализована вариационна я cxewa 
ре1uения уравнения Шредингера для систеwы трех частиц в сфероидальных 

к оординатах 12 ,III , которое решалось и ранее в рамках адиабатическо
го мет ода . Как отмечено у][е в раО от е 112 7, эта система координат 
наиОолее по лно отра~ает сиыметрию и динамику трехчастичных взаимо

деЯствиl\ в wезомоrеку ла х. Он а. выОJХiна еще и потому, что в указанных 

выше вариа ционных :tnсчетах 17- In7 используются периметрические 
координаты н l:lНТересн о сравнить особенности независимых вычислитель

ных схе1л . 

П ервыЯ у с пе х в IRСЧетах враща.т ельных уровнея мезомолекул вариа

ционным методом с испо льзованием сфероидальных координат достигнут в 

IfiOoтe /IЗ/. В наше И cxewe используется система проОных функциl\, 
п одоОная системе, приwеняеwоЯ в этоl\ раОоте, но с расширенным набо

роw н еi!ИнеИных паiRметров и существенным увеличением количества проО

ных функциЯ для более прав ильного описания волнов о Я функции как в 

оОласти вза им одействия, так и в асиwптотическ оЯ области. 

li"J.eJБI1eiШЬiй висmу! 1 
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Реализация данной варm.ционной схемы, наряду с вариационно

разностныы мето~ом 1141, является развитием второго наnравления, от
носящегося к разработке независиwх методов расчета уровней энергии 

)" -мезомолеку л изотоnов водорода. В наст ояще\! раб от е выnолнены 

вариационные расчеты уровней энергии мезомолекул изотоnов водорода 

в состояниях с .:1 =0 и f=1 с использованием до IOOO опорных 
фу ющv~: , чтс позвоJ!и.l!о достигнуть точности вычислений ..-..о ,001 эВ, 

отвечающей современным требованиям теории и зкспериыента. 

? • ~lli!!!!Ш!Иe J!!Ы.ЦИH[!!IЩ_llд!!_jj~~Tel!Ь.J!!!L С OQI.OЯHИ!_.z __ =.Q_ 
~J_...=L!!!.!!ЗОЫО~:l!)_!!_jjЫбQ.]_jj@~!ШМQННЮСШНОВЫ,!МНКЦ!! 

М езоыолекулоl! принято называть молекулярный ион, состоящий из 

ядер изотопов водорода р , d и t и отрицательно заряженного 
мюона f' 1151 . Гаыильтониан такой систеыы трех частиц иыеет вид 
С е = Л = те= { ) 111 

-4 2 2 4 
Н,. -{2.М0)[ (~ +~/2 t;_)-[(-1+~)/2] дr} + ha. + R- (I) 

Здесь R и r - радиус-векторы, соединяющие соответственно яд-
ра с массами Ма. ~ М& и середину отрезка R с ыюоноu, 
M0 =Ma.Mf»/(Ma.+ MtJ- приведеиная масса ядер, величина <е. 
~ (Mf,- Мо..)/ (Мо. + Mt,) характеризует р:!.ССтояние ~/2 R от 
середины R до цоо тра масс цер, 

ha. = -(2m,.)- 4д,. - r;o~ - rA-.f (2) 

гамилыониан мюона в поле закрепленных зарядов ядер, Уа. и У& 

расстояния от ядер ДО мюона, та.= m,.цМа/(m,.ц+ Ма.)- приведеиная 

масса мюона в мезоатоме(аfА.) :а= р , d или t . В гамильто
ниане явно выделена зависимость от приведенноИ массы ыюона, посколь

ку интерес представпя ет не полпая энергия Е мезомолекулы, а ее энер

гия связи- E1v : (Е + f/2ma) 2 Ry . Последняя от считывается от 
энергии Е о..}А = -4/2Yna.2 Ry основного состояния мезоатоыа (О... )А ) 
с uассой ядра Мо..). Ms. В J8Счетах исr!'оль завались следующие 
константы: Ry = 13,6058041 эВ, Мр = 1836,151527, Md =3670 , 481 , 
Mt = 54J6, 918, т ,.и = 206 ,769. 

Гаwилыониан (1) в представлении полного орбитального момента 
J во вращающе\!ся сфероидальной системе координат { ~. r} = 

= { R еф, ~ z <р} был получен в работе 1161 и в явном виде выписии 
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в ра6ота:/2 • П/х) . В последних работах было получено уравнение Шредин
гера трех частиц в сфероидальной системе координат для J + I -
компонентной волнов ой функции { F~(~ ~ R)}m=o,J , заданной в 
области Q с f -~~~ <ао, -~~ ~~ -1, О~ R<oo} . Здесь т = O,I ••• ,J 
- собственные значения проекции J на R , нумерующие компоненты 
волновой функции при фиксированном значении J и А= cЬyil (-Гf=~i 
- полной четности, которая определяет знак вращательного сост оянияхх) 
Указанное уравнение позволяет р1ссчитать любые вращательно-колебатель-

ные состояния ( J\Г ) мезомолекул. При 1 =0, Л= +1 и J= 1, 
~ : -1 ОНО ПрИНИМает ВИД ( е : n = l'no. = 1 ) : 

:J=o: ( Н0°:- Е) F
0
°+= о (З) 

н О+ _ _ 1 / О 2 О i 1 . 2 ( () () 
2 

00- 2М R27>RR "3R + MR2~2-~2[(~-:tp){~-1) 7>; + R ()~(JR)+ 
2 • 

( ~) 2 ( о о ) ~ .{ 2 2 + ~-~s (1-~ J ~~ +R~poR -тf~+·H1[~+p-2-2;t(~p+1)]}· 

..i _4_ [ ..l >-: ) () () . 2 о J 4 ~ 1 
R2~2_ 72 ?>~Cs 1 о.;+ 7J?(1-~J~? - "'R ~2_ 72 + R 

SJ~J7cJR-r: (r:+/= 1, -r= 4/g R5c;~ 7
2

) 

( н:~- Е н:: ) ( F0~-) = 0 
н~ н~--Е Ff-

10 н 4 

J= 1: 

х)Ядра а. и Ь помещены, соответственно, в фокусы [~"1 , 
? :-4} И н= 1 , ~ = 1} сферОИДО.ЛЬН ОЙ системы координат: r={~ 2 Ч'} 
~=(Yo.+r!)IR. 2=(ra.-ri>)/R. ..<Р -угол поворота вок-
руг большой оси эллипса, направленной по R = { R еФJ , т.е. 
ориентация этой оси в лабораторной системе координат задается сфери

ческими углами е и ф . 

хх)Сле,!.уя м о леку лирной терминологии , будем называть коыпоненты 
с m = 0,1 - 6,1Г- компонентами; Фуж=:t1-собственное значение 

опе21тора oт~f:)J ия в плоскости, образованной сферическиыи ортами 

eR и е+ . 

3 



{ 
-4 2 2 lli 

н•-= но• + _4 н~-=f-lo+ + 1_ 1+(4M)[~+'?-2-2;t(~p+1 
оо оо MR'"' н оо R2 (~2_1)(~-? 2 ) 

~- -- ~- - J_ ~г -~ 
HOi- н.,о MR2 [(~2-i)(1-?2)]"h 

2 ( 2 ]4h 
н •- = -~ [(~-0 1-2) [С"-~~)1.. -(~-<t>?) о] 

-to MR2 ~2- ~2 ( о~ о2 

f d~d7JR-r: [ (F0-t·i+ (F1-~-)
2 ] =1. 

Здесь М= M0 /tna. -nриведен~я масса ядер, индекс (:) - знак враща
тельного состояния Л= :I . Энергия связи оnределяется выра
жением -Е.тv = (E+1/2)ma2Ry. 

Тре10.1ерные КРJ.евые задачи, подобные (J), (4), можно решать в 
раuках J1iЗличных nодходов, среди которых выделим метод сведения к 

обыкновенным дифференциальным уравнениям Канторовича и методы сведе

ния к алгебраическим уравнениям Бубнов а-Галеркина и Релея-Ритца / !7/ 
К nоследниu также сводятся многие вариационные nроцедуры, и в случа е 

нелинеЯных nараметров, так как эти nараметры обычно оnтимизируются 

независимо от линеИных. В работе /I/ бнл nринят nервыЯ nодход, реа
лизованныИ с поuощью разложения F(~?R) по nолному набору решений 
задачи двух центров (2). В данноЯ работе применtн1 11 вариационная про

цедура, основанная на nринципе миниuакса, с не с колькими наборами не

линеИных nараuетров, при выборе которых мы использовали наш nредыду

щий оnыт работы с адиабатическим базисом. Так, nри nостроении шорных 

функциЯ были )чтены особеняост и для 11 - комnонент, ( f1 , V )-

-сиw.етрия хх и некоторые известные асимnтотические своЙства решениЯ 
/г!. Соответствующие разложения для вариационных d. - и JГ- функциИ 
~и J • I иuеют вид 
х дл;;-;ера:rо; н:~ возыожно более сиuметрич н ое nредставление 
н•- 1 " {о . а 211« l- ~ . 2 :z]i!z .~ L ~i'L. 

10 = мR• r:l.-1)2 ()Е [(E-Ofii~JJтг-~$)-~(~-1)(1-pJ (~-~?>гмR2 -Of•-r2l~ 
которое, как ~ока~но в , n риводит к сиымет ричноЯ билине оИ 

форме в вариационном функционале Релея-Ритца. 

хх) p!!(3,U)=:H - собственны е значения оn ератора инве рсии 

координат мюона r-- r 

"· 

F4- ~ ~ (OS) ~--~ j--1 k-.f -r/.. R -р R ~ 
о = f.i ijk а LJ k R ; 2 е s е s (56) 

L,j, ks ~.2, .. . ; i.>j 

F4-- ~ ' (4S)( 2 ):th 24,2 i.-1 . i--1 k-1 -i. R -У R~ 
., - L L aLJk ~-1 ~.f-?) R ; z е s е s 

s .. -t Lj k 

L.J.k=-1,2, ... ; i.>j+1 

(51f) 

Для мезомолекул с тождественными я,11рами ( <t =О ) наличие 
доnолнительноИ ( Э , ~ )-симметрии n~иво~ит к ограничению на возмож

ные комбинации квантовых чисел (-~) 1+ = р nри фи ксированном полном 
сnине ядер I , к сужению области .51 no nеременноl! 7: {О~~~ ~J 
и соответственно к более редкой системе on орных функциЯ 

·F/- = ~ ~ (os> Ri.-1 ~j-1 2k-2 -J.5 R - p5R~ 
о L L Q . . k r; n е е 
~ S•4 i.jk LJ l . . . . (бЬ) 

l.,d,k•~.2, ... ; L>J 

F/- = i_ L a~~!.>(~2...f)~0-?2>4fzRi.-• ~i-•22k-•e-rsR e-YsR~ 
s S•i l.jk LJk . • . . 

L,J,k• -f.2, . •. ; ~>J+-1 . 

( 6.1Т) 

Для состояниИ с J = О имеются разложения только 6 -тиnа с i.•J. 
Оnорныuи функциями с nервым набором нелинеИных nарамет ров {.t4 ~1 '/{1 У~} 
аnnроксимировалась асиunтотика вариационных функциЯ nри · R +О, 
а со вторым набороu {J.2 ~ 2 ~2 )ll.} - nри R- оо 

J{орректныl! учет динамики слабосвязанного состояния J=i,1!=1 
ме;омолекулы dt,# был достигнут в ~зулыате nредставления 
вариационной 6 -функци11 в виде суымы ~ и ~ составляющих 

r•- == F1
- +- r•-o og ои 

F•- = ~ ~ foss>Ri.-4 j-4 2k-2. -d.s R -f3.s R~ 
03 L 4- а· · k ; 2 е 3 е 3 , 

S=4 I..J /( '-J 

r•- = 
01..1 

2 

L.L. 
S=f i.jk 

(OSti) Ri.-i j-1 2k-1 -.tsu R ·f3suR~ 
ач k ~ ? е е · 

с одной стороны оправдано малостью nараметра 

(73) 

(7 и.) 

Такое nредставление 

~(2М)-• ...... 0 ,01, 
с имметрии. С другой 

предела дисс оциации 

и, следовательно, nриближенным сохранением (8,u)
стороны, оно обеспечивает nолучение nравильного 

nри развале мезомолекулы d. tfl на мезоатом tf 
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и ядр о d. . Отметим, что правильное начало отсчета Еt,м было 
заложен о в гамилыониан (I) и, как показано в работе 121, асимпто
тически воспроизводится в уjnвнениях (З) и (4). 

С целью улучшен ия сходимости разло же н иИ (5)- (7) бы л о выполнено 

пр о реживание п ослЕЩовательн о сти опор ных функциИ. Последнее возможно 

ввиду тог о , что приведеиные в (5)- ( 7) последов ательности не являются 
миншальными согласи о определению рабо ты I I81 . С пw ощью численного 
эксперимента были выбраны некоторые подпоследовател ь ности опорных 

функциИ n (5 )- (7) , к от орiе наиболее удачно аппроксимиру ют искомое 
р ешение. В преж:тавленных jnсчетах использовались следующие подпос

ледовательности оп орных функциИ: 

П ри J = ~, ~ 'i О: 
j = 1,2.,3, .. . ; ~=j + S;., Si. = 1,2,3,5, 7, 9, ..• ; k= 1,2,3,.4,5,6,9,10,13,1-4, . ~5 1 6 ) 

j=f,2,3, ... ; i..=j+Si.+1,Si=1,2,4,6, ... ;k=i,2 ,3,4,7,8,1-1,12., ... (5
1 :1Т" ) 

При J = i, эt.=О: 

j = 1,2.,3,4,6,8,10, ... ; i.=j+s .. , s .. = 1,2,3,5,7,9,11, ... ; k=J,2,З,5, 7, 9, ... (б ' с&) 

i= 1,2,.3,5,7, .. . ; t.=J+Si.+-1, s~.=1.2,4,6,8, ... ; k= -1,2,4,8, .•. (б 'зr ) 

С оответствующие варианты предста влены в та блицах I ,2 , где индексы 

Nя , N~ и N7 означают, соотве тственно, количество опорных 
функ~иl! по координатам R , ~ и ? , выбранных согmсно (5 ') 
и (6 ) . 

з . Мgr_Q~_mцзш 

В рассматриваемоИ вычисли тельноl! схеме реали зуется известны!! 

минимальны!! п ринцип II81, со г лас но ко торому в n. -мерном простран ст-
ве~ описываемом конечным набором n- опорных функциИ { 4>; 1 

J = I, ..• , n. приближенное зm ч ение уровня энергии с номером 
дается выражением: 

Е (п) = 
v 

Здесь Y(l1) 

KOTOpi е МОГУТ 

а .Х~' (Ш) 

( u.r{n) Н u.rfnl 
min max { т , r ) } 
.х~;Ъ.U) чr сп> ( 'o/r"~ o/<n> 

(8 ) 

- произвольная линеИная комбинац ия опорных функциИ , 

зависеть также от на бора нелинеl! ных пар аметров ~ 

1J -мерн ое п одпространств о на системе оп орных 

6 

Та6;mца I. ВАРИАНТЫ РАСЧЕТА ЭНЕРГИЙ СВЯЗИ МЕ30МОЛЕКУЛ С ОРБИТАЛЬНЫМ 
МОМЕНТОМ J =о 

МЕЗОМОЛЕКУЛА I вариант 2 вариант 3 вариант 4 вариант*) 
Nв.N§.N2 NR hi ~ NRN~ N2 М.Лi~ 

PPf· ddfl 
6 4 4 7 4 6 8 5 6 IO 6 7 

6 3 4 6 4 5 7 4 6 8 5 8 

ttf' (V=O) всего:I68 всего:288 всего:408 всего:740 

dd~, tt)i 6 3 4 6 5 4 7 5 5 

6 3 6 7 4 6 7 5 5 
(1!= i) 

всего:I80 :есего:288 всего:420 

pdf. ptfl 6 3 7 7 4 9 7 5II 

6 3 7 6 4 9 7 4 II 

d.tJA ( V"=O) всего:252 всего:468 всего:693 

dtft 
6 3 7 6 4 7 7 4 9 7 5IO 

6 3 9 7 4 IO 7 5П 8 5 I4 
(11=1) 

всего: 288 всего:448 всего:637 всего:9IО 

* ) только для рр)А основного и dtjJ возбужденного состояния. 

функциИ. Как известно 1 l YI, при фиксированном наборе не линеИных пара-
метров W имеет м есто оценка Ev ~ Е'") (W) , и дополни-

Е ("'' v тельная миними ~ция 'lf ( ш) по набору w сохраняет эту оценку. 

Рассматриваемая вычислительная схема реализуется следующим обра-

з ом. Сна чала при не ко тором задан н ом наборе W вычисляется значение 

[r~>(w) в соотвеtствии с выраже н ием (8). Нахождение коэффициентов 
в ра зложсниях (5)- (7), реализующих условие (8 ), сводится к решению 
а лгебраи ческоl! задачи на собственные значения 

(n) 
А (w) Х = Е 

11 
(ш) В (Ш)Х, ( 9) 

r де 

A(w)=fai.JJ= { ( lfli(Ш), Н ~- (Ш))}, 

В (w) = { &~}.. [ ( 4'i. (w), Ч'; (ш))} . 
П ри ЗTOiol оп орные фун кции н ормир ованы на еди ницу. 
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Та6лица 3. НЕ.1IИНЕЙНЫЕ ПАРАМЕТРЫ, ИСПОЛЬ30ВАВШИЕСЯ ПРИ РАСЧЕТАХ 

J 1f 
о 

о 

о 
1 

о 1 
о 

о 

о 
1 

~ 

о 

о 
а 

1 
1 
о 
о 

о 

~ 

PPJA 
cJJf' 
ttJA 
Jd.~ 
ttr 
pdf< 
pt~ 
dtjl 
dtjA 

ffl' 
ddfl 
t;t 
~~ ,J; 
ptfi 
dtf' 
чети. 

dtrt 

rJ. 4 t'>1 iJ______'Y._c_ _ J._ 2 _______р_ 2 

5,8 1.65 - - 2. 2. 1.3 
6,8 1.6 - - 2.9 1. 2 
7,25 1.6 - - 3.9 1.2 
3.0 1.45 - - 0.8 1.2 
5.8 1.45 - - 1.9 1.2 
5.7 1.65 - - 2.2 1.3 
5.6 1,65 - - 2.2 1.3 
5.4 1.65 - - 2.8 1.3 
3.1 1.45 - - 1.0 1.2 

3.2 
4.0 
4.8 
3.5 
4.6 
3.6 
3.7 
4.3 
4.6 

1.45 
1.45 
1.45 
1.375 
1.375 
1.45 
1.45 
1.45 
1.35 

3.2 1.4 1.3 
3,6 1.4 1.6 
4,4 1.4 3,8 
3.5 1.4 o.oor 
3,9 1.4 1.4 
3,7 1.4 1,4 
::!.7 1.4 · 1.4 
4.1 1.4 2,2 

0.01 
4.0 1.4 

1.1 
1.1 
1.1 
1.0 
1.15 
1.1 
1.1. 
1. 1. 
1,15 

нечетн. 2.4 0,85 o.oor о.85 

'(2 

1.3 
1.5 
3,4 
о.о1 

1.4 
1.5 
1.4 
2.1 

o.r 

)}.2 

1.1 
1.1 
1.1 
1.1 
1.1 
1.1 
1.1 
1.1 

1.2 

Примечание: (Т=f,и=1)состояние имеет четную и нечетную составляющие 
для J, - фующии. 

Были использованы два метода решения задачи (9). Пе&вый метод 
заключается в сведении задачи (9) к стандартному виду 12 1. При этом 
использовалась следующая регуляризующая процедура. Если при каком-ли-

бо наборе dtj вып:Jлняется 1/ ~ L - Lj < ;_ d LJ \f · /1 < t, где Е. -
- параметр регуляризации, то столбцы и строки, соде~жащие эти эле
менты ~штриц А и В, вычеркивались, и решалась задача (9) меньшеЯ РJ.З

мерности. Данная процедура была встроена в алгоритм разложения матри

цы В по схеме Х олецкого, что позволило получить устойчивый алго
ритм не хуже по эффективности, чем стандартная процедура работы 1201 

В тор_оl! метод включал ~гуляризацию матрицы В 

B=B+t:E, 

1) 



где Е - единичная матрица, а € - параметр регуляриэ'ации. Реше-
ние эаддчи (<J) с регуляриэованноИ матрицей В осуществлялось uе-
тодом обратноЯ итерации 1191 . Начальные приближения к собственным 
значениям брались из работы /I/, сходимость приближениИ с требуемым 
числом знаков достигалась за З-4 итерации. Для решения системы алгеб

раических уравн ениЯ на каждой итерации использовался эффективный 

алгоритм Ьанча. Была применюна симметричная форvд хранения матриц, 

что позволило работать с заполненными матрицами размерности 1000 
в оперативно:! памяти ЭВМ . 

Оценка вычислительноЯ погрешности метода обратноЯ итерации при 

рещении регуляриэованноЯ зад'iчи (9) (с размерностью матриц до 500) 
контролировалась сравнением с гарантированными по точности результа 

тами решения задачи ( 9) , по лучеиными станддртным методом приведения. 

Эта погреiШ!ость сост авила менее ro- 5 эВ при значении параметра 
реrуляризации ю-1<'. На больших размерностях ( n > 500) оценка 
погрешности в задаче (9) производилась путем сравнения расчетов по 

методу обратной итерации с раз личными значениями параметра регуляриэа

ции С ё = ю-Il и с = ro-12). При этоr.А ошибка составила менее 
1о- '~ эв . 

Вычислен и я вы полнялись при н ее ко льких наборах н ели неИних пара

метров. В результате были найдены оптимальные значения этих парамет-

Е
(n) 

ров и минимальные значения 11 (ш). Оптимальные значения нелинеИ-

ных параметров .мя ме зомо лекул с J = О и J = 1 приведены в 
таблице 3 . 

4 • _E.!!~Yl!!!.!fH!! 

В таблицах 4 и 5 приведены резу лыаты JRCЧ етов энергии связи 

-Е- 111 меэомолекул изотопов в одорода мя основных ( '\Г= О ) и 
во эбужденных ( U = 1) вибрационных сост о яниl\ с орбитальными момен -

тами 1 =0 и ] =1 , соответственно. Там же пуиведены лучшие ре
зультаты адиnбатических /l , f>/ и ва риационных 17 - U/ р1счетов. 3 круг-

(n) 
лых скобках под каждым Э!f.•Чением - t 1 v указано количество n 

оnорных функциИ, ис:юльэованч ых при его вычислении. 

Результаты, относящиеся к д11нноИ раб от е, были получены на 

последовательности до п яти увелич и ва1чцихс я наборов опорных функциИ с 

nz ~'~t < nz < .. . < ns • .3~5~5 ' что п озво лил о проследить их сходим ость. 

ИЩJормация о наб орах опорных функциИ (5 ) , :6 ) для каждого состояния 

( 111 ) ме эомо лекулы содер жите я в т u.олица х l и ?. . {;,J 

О ст анов иLIС Я на в опросах экстраполяции значениИ энергии C.~.r 
при n-oo . В данноt:! работ е использовалась принятая в варwционных 

расчетах экстраполяционна я формула 

10 

- (n) - rJ.. 
С J"V - С, J"V + с n . 

(10) 

Ут очненное значение энергии trv , а также п араметры С и о/. 
могут быть найдены с помощью трех подходящим образом выбранных расче

тов из имеющеИся последовательности с n= n.,, ... , n5 , как это 

делается, например, в работах /7, 10/ , Эту же ::nдачу можно решить с 
помощью обработки всей по следовательности рас четов с n = 171, ..• , n5 
по методу наименьших квадратов. В .llдHHOII работе использовались оба 

указанных подхода, которые дали согmсованные между собой значения 

с rv . Анализ приведеиных в таблицах 4,5 результатов и выполнен-

ные исследования по экстраполяционной фор.~уле (10) показали, что 
уточненные значения tJv содержат ошибку не более. O,OOI эВ. Исклю

чение составляет слабосвязанное состояние ( J = I, V= 1) мезо
молекулы dt~ , д.ля которого уточненное значение энергии опреде
лено с ошибкой О ,<Ю2 эВ. 

В се расчеты были выполнены на ЭВМ ЕС-1061 в арифметике с двойной 

точностью. Наиболее трудоемкий расчет С n = 982) за нял I час 30 LIИH 

процессориого времени. Па вычисление одного варианта с меньше\\ раз

мерностью n = 200 было затрачено менее 2 мин. 

5. Q.QQPJJ;!!!Jl!!!-.W.U~Ta TQB 

Ин те рее к вариационным J8 счетам мезомолеку л, которые п~акти

чески прекратились после 1976 г., был возрожден работами 12 1 . В 
них для ыеэомоле ку л с J = О были по строены три типа вариационных 
функциИ в периметрических координатах с нетрадиционными опорными 

элементами: полиномами Лагера, дробными степенями и экспонентами. 

Разложение по экспонентаu было распространено на случаИ J:FO в 

работах 18 'IO/ . О риm тация этих раб от на вычислен и я с высокой точ
ностью привела к использованию большого количества опорных функциИ. 

Известно, однако, что увеличение числа неортогональн ых базисных 

функциИ ведет к плохой обусловленности соответств~ющих алгебраических 

систем и не щет без регуляриэирующих процедур 12 1 улучшения точ
ности результата. Н наших расчетах необходимая регуляриэация была 

выполнена , что гарантирует близость найденных решениИ к точным. 

Отмети.vi далее , что при большом числе базисных ФУRкци.й результа

ты разных варwционных расчетов слабо чувствительны к их ви,пу. 

~то виддо из сравнения результатов разных расчетов, пред

ставленных в таблицах 4 и 5, которые были по 1\У чены на разных систе

мах опор~ых функциИ. Принятым критерием лучшего качества вариационно~ 

го расчета является достш:ение более глубокого значения минимума 

вариационного функцианала . Сравнение по этому критерию показывает, 

что опорные функции в разли•rnых координатах все-таки с разной точ-
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ностыо О Ш1СI.Шают волновые функции систеr.ш трех частиц в зависимости 

от соотношеппя их масс. В мезомолеJ\улах dd_,uи cLtJ-1 , слабосвязанные 
состояния которых представляют наибольший интерес, приведеиная ),la,C

ca ядер в елика, и выбi8ННые в настоящей рlботе опорные функции в 

сфероидальных координатах являются более оптимальныии. 

Отметим, что для мезомолекулы d.tJA ( J = 1, V= 1) най
денное значение - t.jtJ хорошо согласуется с результатом, получен

ным R адиабатическом подходе /б/ • 
В заключение авторы благодарят Н.Н.Говоруна, М .Г.МещеряАова и 

Г .Н. Флерова за поддержку, Л.И.Пономарева за иющиироюние работы и 

полезные обсуждения, Г.А. l{оробову и Т.П.Пузынину за помощь в работе. 
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Виницкий С.И., Коробов В .И., Пузынин И. В. 

Вариационный р асчет уровней энергии 

~-мезомолекул изотопов водорода 

Р4-85-917 

Выполнены вариационные расчеты уровней энергии f Jv 18 вра
щательно-колебательных состояний / Jv/ мезомолекул изотопов во
дорода с орбитальными моментами J = О и J = 1 • В расчетах ис
пользовано до 1000 опорных функций , что позволило достигнуть 

точности вычислений энергии связи 0,001 эВ. Для слабосвязан

ных состояний / J = 1, v = 1 1 мезомолекул dd~ и dt~, представ
ляющих наибольший интерес для мюонного катализ а , получены сле

дующие значения f 11(dd~) = 1,975.:!:_0,001 эВ и f 11(dt~) = 0,657.:!:_ 
0,002 эВ. 

Работа выполнена в Лаборатории вычислительной техники и 

автоматизации ОИЯИ. 
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Перевод О.С.Виноградовой 

Vinitsky S.I., Korobov V.I., Puzynin I.V. 
Variational calculation of energy levels 
of mesic molecules of hydrogen isotopes 

Р4-85-917 

Variational calculations of energy levels fJv of 18 rotati
onal-vibrational states (Jv) of mesic molecules of hydrogen 
isotopes with the total angular - momenta J = О and J = О are 
performed. The set 1000.basis functions has been used, which 
has permitted us to calculate the binding energy with an accu
racy О. 001 eV. For weakly bound states ( J = 1, v = 1) of the ddJ.L 
and dt~ mesic molecules the values fll(dd~) = -1.975+0.001 eV 
and f

11 
(dt~) =-0, 657.:!:_().002 eV are obtained. -

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Computing Technigues and Automation, JINR. 
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