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ВВЕДЕНИЕ 

Задачи определеннА взаимодействиА по данным рассеАния - об
ратные задачи /03/, рассматриваются как в квантовой, так и 
в квазиклассической и классической механике. Несмотря на то, что 
до сих пор не удалось получитt. nредельного nерехода от квантовоЧ 

к классичеt:кой о'з. развитие в'сех трех форм 0.3 имеет много об
щих моментов. В каЖдом из этих случаев имеются два основных 
подхода к решению 03: потенциал восстанавливается по данным 
рассеАНИА nри фиксированных значениях либо орбитального момента, 

либо энергии. 
В классической и квазиклассической теории в недавних работах . 

ленинградских физиков и.в : Богданова, Ю.Д.Демкова 111 и Д.И.Абра
мова/2/ nредложен обОбщенный · метод 03, в котором энергиА и квад
рат орбитального момента · в исходных данных берутсА свАзанныни 

линейной зависимостью. · 
Первым ~агом к построению nодобного метода в квантовой OR 

можно считать создание соответствующих точно решаемых моде

лей 11• ' 1 • 
В данной работе nредло111енw уравнения 03 для с луча А ai: + bl(t+ 1)

=соnвt/раздел 1/. ДлА этого был использован формализм Кудре, 
Koзali/ и КорниллА/8/ явnяющийся об~ением метода Ньютона/Т/ 
на более широкий клас~ уравнени•1: 

<- ~: + W0 (r))ф0 (Л,r) .. ль(r)ф 0 (Л, r); ф0 (Л, r) -о, . /1/ 

nричем w0 мо111ет содер111атt., кроме исходного потенциала V0, слагае
мые, отвеча10111ие фиксированным значениям , t

0 
и Е 0 : 

W
0
(r) -V

0
(r) +t0 (t0 +1)/rl- &8 • 

Ньютоном/Т/ были рассмотрены два слу~ая: h(r) = 1 , что соответ
ствует ОЗ nри t • ooaat, и h(r) ·1/r!_._ Что соответствуе,т 03 при 
E=ccnat. В наwем случае 03 с аЕ + ьt(f+l) с oonat следует брать 
h (r) - (а + tжl )/ r 2 • 

В работах /i,8/ nолучены об~енные уравнениА Гельфанда
Левитана: 

r 
K(r, r')., Q(r, r') - f K(r, r") h(r")Q(r", r') dr" 

о 

/2/ 

с симметричным ядром Q(r, r'), содер111ащим вс" информацию о дан-

- .. ---Zfl ' · :1)-'Т 
8 1>, •• .,., ; , ._, ц . ' . . • • U '-'"' 
........ ..... t! ..... · ..... & ··~ .;.' ' ~.ot"..:;q 

/С.' '~ · · . - .. ~~· ·' .. ·: .t· J;, 

ных рассеАння 
\;"j,. f • •• .••. . . "" . 1 

1 

... 
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Q(r, r') = J ф 0 (Л, r) ф0 (Л, r')dЛ(Л). · /3/ 

Функции ф0 (Л, r) являются решениями уравнения /11 с известным 

потенциалом V0 (r). Решение K(r,r') уравнения /2/ представляет са
бо·~ ядро преобразования от известных ф0 (Л, r) к функциям ф(Л, r): 

r 
ф(Л, r) = 4ь (Л, r) - f K(r, r')h(r')ф 0(Л, r')dr', 

о 

которые, в свою очередь, являются решениями уравнения 

d2 
(- - . - + W(r)) ф(Л, r) = Лh(r) ф(Л, r) ; , ф(Л, 0) =О, 

dr2 

где для искомых W(r) =V(r)+l
0
(t

0
+1)/r 2 -Е 0 

V(r) = V (r) - 2h 112(r) JL[h112 (r) K(r, r)]. 
0 dr 

имеем: 

\ 

/4/ 

/51 

!61 

Уравнение /2/ переходит в обычное уравнение Гел1ьфанда-Леви
тана при h(r) = 1 и в уравнение метода Редже-Ньютона-Сабатье при 

. h(r) = 1/r 2, Случай h(r) = 1/ r, исследованный одесскими физиками 
И. В. Поплавским и М. Н .Л оnушаем 181, соответствует частному случаю 
03 с фиксированными значениями t и Е и перемен~ой величиной ку
лоновской константы связи а /заряда/. 

В разделе 1 рассмотрена 03 с фиксированным значением суммы 
аЕ + Ы (l +1 ), чему отвечает h(r) = (а+ br2 )/r 2. 

Уравнения 03 удобны для построения точно решаемых моделе\1 
9, 10, представляющих самостоятельный интерес. Обобщенное урав
нение Гельфанда-Левитана /2/ позволяет расширить класс потен
ци~лов, допускающих решения в замкнутой - аналитической форме /раз
делы 2,3/. 

Построение точно решаемых моделей для произвольных функций 

h(r) в /1 1 с помощью техники баргмановских потен.циалов рассмот
рено в разделе 2, а с пом~\ЬЮ обобщенного преобразования Дарбу
Крама-Крейна - в разделе 3. 

t 

1. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ПО ДАННЫ/1 РАССЕЯНИЯ 
ПРИ аЕ + Ь f(e + 1) = const 

Полагая в /1/-/6/ 

h (r) = (а + br 2 )/ r 2 , 

2 

171 

.. 

приходим к уравнениям с фиксированt:tым значением* аЕ + Ы (t +1). 
Уравнение Шредингера nринимает в этом случае вид 

d2 ' to<'-o+ 1 ) . а+Ьr 2 
(- -+ V(r) + · -Е 0 )ф{Л,r) =Л 2 ф(Л, r). /8/ 

dr2 r2 · r 
Изменение . ,\ в nравой части · /8/ nриводит . к согласованному ИЗt4е-
нению ,энергии Е =Е о+ ЛЬ и орбктального момента t(t + 1) = 
= l 0 (t0+ 1) -Ла, откуда следует, что аЕ + Ьl(t + 1) .. аЕ 0 + Ы0(t0 +1) = 
= const;, Для V в /8/ имеем: 

( 8 1/1 
V{r) = v

0
(r) _ 2 а+Ьr ) ~-[~а+ Ьrl) 1/2 

r dr . r K(r, r )] ' /9/ 

а ядро К оnератора nреобразования от ' Ф0 к Ф 

r Ьr'2 
Ф~. r) = ф0 (Л, r) - Г K(r, r') а+ ф0(Л, r') dr' 

о r'l 
/10/ 

является решением уравнения Гельфанда-Левитана 

r ьr"2 
K(r, r') =• Q(r, r') - J K(r, r'1 а + __ а Q(r", r') dr': /11/ 

о 

На рисунке в nлоское т и (Е, t (l + 1>1 изображены nря...,.е, вдоль ко

торых задаются исходные данные рассеяния. Параметры ~~ 'задают 
точку, через которую nроходят эти nрямые, а соотношение между 

а и Ь оnределяет наклон линий. При а ""О nолучаем 03 с фиксиро
ванным t /вертикальная nр~tмая на рисунке, а nри Ь = О - 03 -
с фиксированным Е. /гориsонтальнаR nрямая/. . 

Для оnределения ядраQ уравнения Гельфанда-Левитана /11/ необ
ходимо задать функцию Л(Л), которая содержит в себе информациn 

о даннwх рассеяния на фиксированной линии в nооскости (Е, f(f +1>1 
/см. рисунок/. · 

Было бы желательно ограничиться в выражении /3/ для Q сумми
рованием лишь по фи-зическим значениям орбитального момента: 

• -Q(r, r') ... ·F Сtф0 (Лf, r) ф 0(Л l' r'). /13/ 

• Ku частнЫе случаи могут быть тахже рассмотрены варианты об
ратных 'адач !а- кулоновекая константа связи/: 
1/ t .. oout Ь. + сЕ - OOD8t; Ь (r) - (Ьr + с)/ r ; 
2/ Е .. cooat of(f +1)- м- ооовt; Ь,(r) -(а+ cr)fr2 ; 

3/ аЕ + Ы (f +1) = cooat оЕ + Ьа- OOD8t; h(r) = &+ ~: + cr '• 

3 



Е 

E=Eoi=CO~ 

ol • а 

--1 
r;

(lf ( Ь=О_) 
-:-! ...... '-IE.,Lol 
~ 
~ .. 

~о 
() 
~ 
~ .. 

·~ 

1 

1 

1 

1 

1 

1 (l-t1) 

~\Рис. Расnоложение в nлоскости 
,. различных наборов данных рас
сеяния, по которьw восстанавли

вается потенциал. В подходе 

ГельфанДа-Левитана-Марченко 

исходные данные располагаются 

вдоль горизонтальной линии 

Е= Е 0, в подходе , Редже-Ньютона

Сабатье - вдоль вертикали 

t = f 0 ; ПРЯМаЯ С nрОИЗВОЛЬНЬП.f 
наклоном отвечает обратной за

даче, рассматриваемой в данной 

работе. ·-

Однако вопросы определения Cf 
по данным рассеяния, существо

вания и единственности решения 

·уравнения /111 требует при этоr~ 
дополнительного исследования. 

В слуЧае Е = const такие иссле
дования были выполнены в 
работах /7,9,11,12/. 

2. ПОТЕНЦИАЛЫ БАРГМАНОВСКОГО ТИПА 

Уравнение Гельфанда-Левитана /2/ сводится к системе простых 

алгебраических уравнений в случае, когда его ядро Q является вы
рожденным 

N 
Q(r,r') = ~ Ctф 0(Лf,r)ф 0 (Лt,r'). f." 1 

/14/ 

При этом как прямая, так и обратная задача рассеяния имеют точ

ные решения в замкнутой анали-тической форме. 

Ограничимся рассмотрением просте~шего случая N = 1 в 114/. 
Обобщение на случай произвольнаго N не предствляет существенных 
трудностей. ' 

Пусть 

Q(r,r')=C
1 

ф0 (Л 1 ,r)ф0 (Л 1 ,r'). /15/ 

nодставляя это .ядро в уравнение /2/ и учитывая .. /4/ • . по~учаем 
\ с 

K(r, r') = С ф(Л 1 , r) ф (Л 
1

, r'). 
1 . о 

/16/ 

4 

ll' ,j 

Из /16/ и /4/ сразу н.о~ходим * 

Ф0<л r r) 
ф(Л 1 , r) = • 

r 2 . 
1 + С 1 f Ф0 (Л 1 , r') 11(r') dr' 

о 
Следователь н~, 

K(r,r') = 
С1 ф0(Л 1, r)ф0 (Л 1, r') 

1 + с 1 } Ф:<л 1, r") h(r") dr" 
о 

' 

.,, 

, 

ОтСюда, согласно /6/ и /4/, определяем искомый"' п'Отенциал 

/17/ 

' 

/18/ 

ф2 (Л ,r) 
о 1 ] . /19/ 

1.+ С1 J Ф~\· r') h(r') dr .' 
V(r) = v (r) - 2С h 

112 
(r) ...L[ь 112 

(r) 
о 1 dr 

о 

и регулярное решение уравнения Шредингер~ /5/ с этим потенциа-
лом 

r 
С1<fь(Л 1 ,r) / Ф0 (Лt, r') h(r') Ф0 (Л, r ') dr' 

ф(Л,r)=ф(Л,r).. .• 
О r 

/20/ 
1 + с1 J ф~(Л 1 , r') h(r') dr' 

, о 

При выводе /20/ мы восполь -зовались формулой, 
нения /1/: 

r 

следующей из урав-

(Л-Л 1 ) J ф0 (-\, r')h(r')ф0 (Л, r')dr'= W[ф0 (Л, r), ф 0(Л 1 , r)), 
о 

где W[p, g) ·~ pg'- р' g • 
При h(r) = 1 и h(r) = 1/r2 формулы /171-/20/ переходят в из

вестные соотношения для потенциалов баргмановского типа с 
t::conзt и Е =const соответственно./9,10/. При h(r) = 1/r имеем фор
мулы точно решаемой модели 03 с фиксированными значениями E,f 
и переменной величиной заряда 181• , 

' 'в нашем случае имеем 

V(r) = V о (r) - 2С1 (а+ br2 )1/2 
r 

..2.._[ (а+ Ьr 2)11:. Фg (Л 1, r) 
dr r r ]. 

1+С1 Г ф2(д r')a+br'2d, 
о 1' -r 

1 
о r'2 

/21/ 

*Решение ф(Л1 , r) соответствует связанному состоянию /обобщен
ному 1. Если значение Л 1 выбрано из непрерывного сnектра исход
ной задачи /11, то ф(Л. 1, r) ~ функция связанного состояния, nо
груженного в непрерьiВный спектр 1 1З/ • 

5 
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Построим теперь функцию йоста, отвечающую потенциалу /21/ . Под-
ставляя h(r) = (a+-br2) f r2 в выражение для ф(Л ,r) в /20/ и пе-
реходя к пределу r~ ~,c учетом 

ф (Л , r) - _1_ [ f-(Л) e tkr - · f +(Л) e-tkr 1' 
r~~ 2ik 

находим функцию Йоста для V из /21/: 

f+(Л) = r0 (Л) ~ 
k + iк 

.. 
где Е 0 + Л 1Ь= -к 2 ; Е0 +ЛЬ= k2 , а r0 (Л) отвечает 

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ УРАВНЕНИй ТИПА ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ 

/22/ 

/23/ 

V
0 

(r) • 

nусть у0 (Л, r) - известные решения уравнения / 1/ с потенциалом 

V (r). Тогда 
о 

у(Л, r) 
W [ у0 (Л , r), у 

0 
(Л', r)) 

/24/ 

ь1 12 (r) у0 (Л ~ , r) (Л-Л ' ) 
являются решениями уравнения /5/ с новым потенциалом 

V(r) = V
0

(r) + h 11 2 (ь-11 2 ) "+~(lnh(r) ) ~(lny (Л',r)) 
' dr dr о 

/25/ 
d2 

- 2 -(lny,
0 
(Л', r)). 

dr2 

В /24/, /25/ фиксированное значение Л' выбрано так, что 
у0 (Л', r)- не обращалось в нуль на интервале* (r 1• r 2), на котором 
рассматривается преобразование уравнения /1/ в /5/. Функция 
h{r) также не должна qбращаться в нуль на (r1, r2). . 

Решения х 0 (Л, r), х(Л, r), линейно-независимые от у0 (Л , r), у(Л,r) , 
связаны аналогичным п~еобразованием: 

W(х0(Л , r}, у0 (Л' , r)) 
124

•
1 х(Л, r) = . 

ь112 (r) у0 (Л', r) (Л--Л') 
В- справедливости этих утверждений можно убедиться непосред

ственно подстановкой /24/ в уравнение /5/ с потенциалом /25/, 

6 

• Интервалом (r , r ) может служить н вся полуось (О, + оо ). 
1 2 

подобно тому, как это делалось в случае h(r) = 1 /см., 
например / 14/ /. · 

ФормуЛа /24/ при л = л' дает 

у(Л',r) 
I у~(Л ', t) h(t) dt 

hl/2 (r) Уо (Л,' r) 

В качестве линейно-независимого решения можно взять 

z (Л', r) = 1 , 

ь1 12 (r) у(Л', r) 
с помощь.ю которого строится обратное преобразование 

(, ) _ W [ у (Л, r) , z (Л ', r)] 
у0 л, r -

ь112 (r) z(Л' , r) 

" 
/26/ 

/27/ 

/28/ 

Описанные выше преобразования МОГУJ быть применены много

кратно. При этом получаются все новые и новые потенциалы и соот

ветствующие им решения: 1 V0 , у0 1 -. IV 1 , У 1 1 ~ ... -' IV n' У n 1 • . 
.. Оказывается, что при таком n -кратном преобразовании выра

жение для потенциала V n имеет довольно компактный вид: 

V n (r) = V
0

(r) + nh 112 (r}[ь-112 (r)]" + [lnh(r)] '[lnYn (r)] '- 2[lnY n(r)] ", 

где . /29/ 

n-1 
У (r) "' П у . (Л~ , r) , 

n i=O 1 1 
/30/ 

причем значения Л '
1 

выбираются таким образом, чтобы решения 

y . ~:,r), генерирующие п~еобразования /24/, не обра~ались в нуль 
1 1 ( ) на рассматриваемом интервале r 1,r 2 • 
Пусть функция h(r) f. О на всей r~олуоси [О,+""), а регулярное 

решение Фо(Л', r) не обращается в нуль нигде, кроме точки r =о. 
Тогда преобразование /24/ переводит регулярное решение ф0 (Л, r) 
уравнения /1/ в регулярное решение ф0 (Л',r) уравнения /5/. 

Прои~водя последовательно два преобразования: один раз с по
мощью регулярного решения ф0 (Л',r), а второй раз с помощью не

регулярного решения 

1 r 

Ь112 (r)ф' (Л' r) [l+Cl f h(t)Фg<л ',t)dt] 
о ' о ' 

/ 31/ ф(Л',r) 

получаем для потенциала и регулярного решения выражения, сов

падающие с /19/, /20 / раздола 2. Доказательство этого факта 
проводится в полной аналогии со случаем 1i(r) = 1 1141 . 

7 
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3АКЛЮ4ЕЮ1Е 

Предложена новая форма обратной задачи, в которой и~ходные ,, 
данные рассеяния берутся с фиксированным значением аЕ + Ы (l + 1): 
потенциал /9/ и регулярные функции /10/ находятся с помощью ре
шения интегрального уравнения /11/. Дополнительных исследований, . 
однако, требуют воnросы существова ния и единственностИ решений 
03, полноты наборов используемых функций, связи спектральных 
данных с данными рассеяния. 

С помощью метода 03 для уравнения Штурма-Лиувилля /1/ строят
ся потенциалы баргмановского типа, что ·существенно расширяет 
класс точно решаемых моделей. 

Получены обобщенные nреобразования Дарбу-Крама-Крейна /24/, 
/25/, с помощью которых, в частности~ можно строить баргманов
ские nотенциалы. Формулы /29/, /30/ n-кратного nреобразования 

nотенциала v
0 

... V1 ......... V n имеют довольно комnактный вид. 

Рассмотрены nредельные переходы к известным случаям Е". ooпst 

или t = oonst, а также к формализму обратной задачи с фиксирован

ными Е и t nеременной величиной кулонавекой константы связи. 

Авторы благодарны А.А.Сузько за стимулиру~ие дискуссии. 
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