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ВВЕДЕНИЕ 

Теория спина 1/2, созданная в трудах Паули 11 1 и Дирака 121 , 
оказалась первой среди возможных благодаря экспериментальным 

данным, прежде всего экспериментам Штерна-Герлаха . Однако, 

с точки зрения теории, первой должна была возникнуть идея спи­

на 1: уравнение, описывающее безмассовую частицу со спином 1 -
уравнение Максвелла - было уже известно давно, а аналогия с оп­

тикой широко использовалась при получении первых волновых урав­

нений квантовой механики~ Как известно, уравнение для частицы 
со спином 1 с ненулевой массой покоя было получено лишь 10 лет 
спустя, как Шредингер написал первое волновое уравнение кван­

товой механики. Теория спина 1 не требует введения новых мате­
матических объектов - операторы спина 1 выражаются через гене­
раторы группы З-мерных вращений и действуют в пространстве З­

мерных векторов. Эта особенность позволяет рассматривать спин 1 
как результат проявления свойств самого пространства и структуры 

связи, существующей между генераторами групп трансляции и пово­

ротов в этом пространстве 131 . Связь спина с пространством, ус­
тановленная на примере спина 1, выглядела бы вполне естествен­
ной, если бы спин 1 был фундаментальным. Однако общепринятым 
фактом является фундаментальность спина 1/2. Спином 1/2 обла­
дают самые стабильные частицы, прежде всего электрон, а с точки 

зрения теории это - единственный спин, для которого создана 

стройная последовательная теория, приводящая, применительно 

к электрону, к прекрасному согласию с экспериментом. Таким об­

разом, если искать связь спина с пространством, то она должна 

иметь место только применительно к фундаментальному спину . Как 

показано в 141 • подобная связьвнерелятивистской теории может 
быть установлена ценой перехода от З-мерного к 4-мерному евкли­
дову пространству. Особенности нерелятивистской теории частиц 

со спином 1/2 таковы, что теория становится наиболее последо­
вательной, если она сформулирована в 4-мерном евклидавам прост­
ранстве. При этом соответствие с трехмерностью реального прост­

ранства достигается путем перехода на З-мерную гиперсферу . На 

гиперсфере уравнения движения принимают канон ическую форму, по­

скольку оператор Гамил ьтона выражается через генераторы только 

одной группы - SU(~. реализующие конечно- и бесконечномерные 

представления . 
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§1. СТРУКТУРНЫЕ ОСОБЕННОСТИ 
ОПЕРАТОРОВ СПИНА 1 И 1/2 

Матрица преобразоваtiИЯ Гf~ппы 0/3/ в векторной параметриза­
ции, согласно Ф.И.Федорову 1,имеет вид 

Тз(~)= (1 + сх)/(1- сх), /1. 11 

где~ - вектор-параметр преобразования, сх - кососимметричная 
матрица 3х3 из компонент вектора с. При вращении на бесконечно 
малый угол получим 

тз ( ~) = 1 + 2 -; з 8; + ..•• /1.2/ 

где -;з = 1/2дТ3 / д~ l -;;= 0 являются матрицами спина 1, определенными 
в декартовом базисе . Они определяют явный вид операторов спина 1: 

S k = -in ТЗk . /1.3/ 

Операторы т Зk, как генераторы группы S0(3), реализуют конечномер­
ные представления . Операторы, реализующие бесконечномерные пред­
ставления группы S0(3), можно получить с помощью отображения 
Жордана. В координатном пространстве они имеют вид 

,cr in д 
JЗk = тЗ х . -­

k 1 дхn 

и определяют явный вид оператора орбитального момента 

--> 

м = -in·5" з· 

/1.4/ 

/1.5/ 

Как известно 161 , только матрицы спина 1 имеют представления 
как в декартовом, так и в циклическом базисах. Матрицы Паули, 

наиболее часто используемые для определения оператора спина 1/2, 
являются спиновыми матрицами в представлении циклического ба­

зиса. Понятие 11представление декартова базиса'' может быть при­
менено к спину, если размерность представления совпадает с чис­

лом измерений пространства . Определение матриц спина 1/2 в де­
картовом базисе возможно только в пространстве 4 измерений. Из­
вестно, что группа S0(4) изоморфна прямому произведению SU(2) x 
х SU(2)/ ± 1. Выразим этот изоморфизм в векторной параметризации 
группы S0(4) 151. Получим 

о< 4) = <1 + а+) <1 + Ь.:..) = т <;) т < ь). 
J<1+а2)<1+ь2 ) + -

/1.6/ 

Можно показать, что матрицы 

т+ = д т+ 1 д; ( ; = О) • т_ д Т 1 дь ( Ь = О) /1 . 7/ 
2 

• 

1' 

совпадают с матрицами спина 1/2, определенными в декартовом 
базисе. Бесконечномерными аналогами операторов спина 1/2 
--> --> s = - ih т 12 ± ± 

являются операторы 

m/2 =<м± N)/2, м= [;х р], N = r4p- ;Р 4 • 

/1.8/ 

/1.9/ 

которые получаются из /1.8/ с помощь~ отобр~жения Жордана в ко­
ординатном представлении. Операторы S± и :111 ±/2 реализуют ко­
нечно- и бесконечномерные представления группы S0(4) - SU(2)~ 
х SjJ(2)/± 1. Аналогично операторам М и S (S = 1) операторы m12 
и S (S = 1/2) являются объектами одинаковой природы. 

§2. СООТНОШЕНИЯ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ОПЕРАТОР ГАМИЛЬТОНА 
ЧАСТИЦЫ СО СПИНОt1 1/2 

В механике /классической и квантовой/ основным соотношением, 

определяющим структуру уравнений движения, является соотношение 

между энергией и импульсом: 

2 
2mH = Р · /2.1/ 

Энергия и импульс, действительно, являются основными динамиче­
скими величинами механики. Операторы энергии и импульса являют­

ся генераторами группы трансляции во времени и в пространстве. 

Однако в квантовой механике соотношение /2.1/ имеет ограничен­
ную область применения - оно определяет уравнения движения лишь 

для бесспиновых частиц. Следовательно, /2.1/ должно быть моди­
фицировано или обобщено, с тем чтобы на его основе можно было 

получить уравнения движения для частиц со спином. 

Ограниченность соотношения /2.1/ состоит в том, что оно не 
учитывает структуру оператора момента импульса. Последнее, как 

известно, тесно связано со свойством изотропности пространства. 

Согласно 73 • 41 определение ковариантной зависимости оператора 
энергии от операторов импульса равносильно определению операто­

ра Гамильтона для частицы со спином 1. Эта зависимость выража­

ется в виде системы 

; 2mH = -[М х ;] + s;, М = [ ; х ;] , s = ( r р) . /2 . 2/ 

Оп ределяя радиус-вектор r через базисные векторы пространства 
;k ( k : 1 , 2,3 ), 

-о -о -о -+ 8 [-о -о ] 
r = rkek, (enei) = ni' ek х ef 

-о 

( kfi е i /2 . 3/ 
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и приравнивая выражения при rk' получим оператор Гамильтона для 
частицы со спином 1: 

2mH = р 2 + (;[; х ;]), /2 . 4/ 

где 

· -+ -+ i -+ n 
r 1n = (ek[e х е ]). /2.5/ 
k 

В формулах /2 . 2/-/2 . 5/ выражена жесткая, или прямая,связь между 
спином 1 и базисными векторами 3-мерного пространства. Однако 
согласно точке зрения, изложенной во введении, если такая связь 

и существует, то она должна иметь место только применительно 

к фундаментальному спину. Поскольку фундаментальным является 

спин 1/2, необходимо преобразовать /2.2/ к виду, который был бы 
справедлив для оператора Гамильтона частицы со спином 1/2. 
С этой целью, пользуясь ~оотношением 

..... -+ -+ ..... -+ -+ -+ -+ -+ 

-(Ат)(Вт) =( АВ)+ (т[А х В]), /2.6/ 

запишем /2.2/ в базисе т-матриц: 

(; ;)2mH = (S +М;)(~;)=(;;)(~ 7) (~ ;), /2.7/ 

что совпадает с /2.2/ при условии 
-+ -+ ....... -+ ..... 

(Мр) = (r(p х pl) =О. /2.8/ 

Из /2.7/ следует оператор энергии уравнения Паули для частицы 
со спином 1/2 

2mH =- (р7) (р7). /2.9/ 

Но условие /2.8/ выполнимо только в отсутствие взаимодействия. 
Если в /2.7/ включить электромагнитное взаимодействие по пра­
вилу 

-+ ..... е _, 

Р -. р+-А, 
с 

то, в силу 

-> 
_. -+ е 

[ р х р] .= - i h - J{ • 
с 

-> 

где J{ - напряженность магнитного поля, получим 
-+ 

..... -+ е ..... 
(МР) = -in- (r }{) = о. 

с 

4 

/2.10/ 

/2 . 11/ 

/2.12/ 

.. 

В силу произвела, существующего в выборе начала системы коор­

динат, радиус-вектор произволен . Поэтому условие /2.12/ в общем 
случае не выполняется. Ясно, что появление нефизического условия 

/2.12/ обусловлено выбором неполного базиса (r1). Условие /2.12/ 
исчезает, как только мы переходим в 4-мерное пространство, и в 
системе /2.7/ будем использовать 4-мерный радиус-вектор r = 
: r 4 1 + (~ 7) . _. 

В систему /2.2/ ковариантным образом входит оператор М­
бесконечномерный аналог спина 1. Следовательно, для получения _, 

аналогичной системы для спина 1/2 следует применять оператор m. 
В свою очередь, это означает, что 4-мерное пространство, на ко­
тором действует группа преобразования 0/4/, должно быть евкли­
довым. -> 

Обобщая /2 . 2/ на 4-мерный случай с применением оператора m+• 
получим следующую систему: 

-> 

r 42mH = (m+;) + sp 4, 

/2. 13/ -> 

;2mH=-[m+ x p]+sp- m; 4• 

где s = (~ р) + r4 p
4

• _. 

Определяя 4-мерный радиус-вектор (r 4 , r) через базисные векторы 
пространства efl, е 4fl (fl = 1, ...• 4). 

-> -> 8 
eve fl + e4ve4fl = Vfl' (r , ;) =(е , ~ ) х 

4 4fl fl fl 
/2.14/ 

и приравнивая выражения при независимых координатах xfl' полу­

чим 141 

2mH(+) = (р 4 + -;.р) (р 4 - -;.р), /2.15/ 

где матрицы~ /k = 1,2,3/ определяются следующим образом через 
базисные единицы 4-мерного пространства: 

-;±а, {3 = (~а х ~ i) ± (е 4а~ f3 - е 4 {3 ~а)· 
-> 

Применяя оператор m_аналогичным способом, имеем 

2mH(-) = (р 4 - -;;) (р 4 + ;р). 

§3. ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЧЕТВЕРТОЙ КООРДИНАТЫ 
И ПРИНЦИП СООТВЕТСТВИЯ 

/2.16/ 

/2.17/ 

Операторы Гамильтона /2 . 15/, /2 . 17/ записаны в 4-мерном прост­
ранстве, однако реальное пространство трехмерно, поэтому необ-
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ходимо найти интерпретацию четвертой координаты и привести в со­

ответствие 4-мерную формулировку теории с традиционной 3-мерной 
теорией. 

Как было отмечено выше, ограниченность 3-мерной формулировки 

в нерелятивистской теории спина 1/2 в присутствии ~заимодействия 

приводит к появлению нефизического условия типа а J{) = о. Для 
устранения этого противоречия достаточно ввести четвертую коор­

динату, причем введение четвертой компоненты импульса обуслов­

лено только соображениями сохранения четной размерности фазово­

го пространства. Далее, группа 0/4/ является группой движений 
на 3-мерной гиперсфере. Таким образом, из двух возможных спо­

собов перехода в 3-мерное пространство, координатное или импульс­

ное, мы должны выбрать первый. В этом случае интерпретация чет­

вертой координаты равносильна преобразованиям поворота в плоско­

стях (~4 • ~k),/k = 1,2,3/. В рамках выбранного нами способа пе­
рехода единственным кандидатом на идентификацию такого преобра­

зования является трансляция. Однако генератор преобразования 

трансляции - оператор импульса не коммутирует с условием пере­

хода на 3-мерную сферу · 

2 2 2 
R = ~ 4 + ~ k' /3.1/ 

поэтому он должен быть обобщен до генератора поворота в плос­

костях (~4 • ~k) . Ограничиваясь преобразованием в плоскости (~4 . ~ k), 
запишем 

~ '= cos 8 ~ - sin 8 /;4 , ~ 4 = cos 8 ~4 + sin 8 ~ , ~- = ~ , 
х х . х у у 

~- = ~ • z z /3.2/ 

В плоском случае формулы преобразования должны перейти в транс­

ляцию 

х'=х-А, у у. z = z. 13 . 3/ 

Поэтому 

1 A/ R 
sin 8 = ----- , 8 = arc tg (A / R). 

j1+A
2/ R2 

/3.4/ 

Теперь покажем, что интерпретация ~ 4 через параметр масштаба f, 
а именно 

~ 4 =Re, /3 . 5/ 

позволяет преобразовать /3.2/ в формулы трансляции на 3-мерной 

сфере радиуса R 171 . Выделим явную зависимость координат от па­
раметра масштаба, записав их в виде 

~k = erk. 

6 

/3.6/ 

l 

{ 

Подставляя /3.4/, /3.5/, /3.6/ в /3 . 2/, получим 

х'=(х-А)/ {3, у'=уа / {3, z'=za/ {3,e'=ef3/a, 

j 2 2 2 /3.7/ 
а = 1 +А / R , f3 = (1 + Ах 1 R ) . 

Как следует из /3 . 7/, закон преобразования масштаба имеет тот 
же вид, что и преобразование выражения 

~ = 11 jl + r 
2 
/R 2 

, 13 • 81 

а выражения 

... 
r 

• Тf 4 = R/ /1 + r 
2
/ R 

2 ... 
ТJ = -;::=:=== 

/1 + r 
2
/ R2 

преобразуются как l и ~4· Сле~овательно, мы можем положить Р = ~ 
~= ~, ~ 4 ='1/ 4 , причем ~ 2+~ 4=R~ т.е. /3.7/ есть формулы пре­
образования трансляции на 3-мерной сфере, 

В формулах /3 . 7/ принцип соответствия выражен в явном виде: 
при R .. "" они переходят в обычные формулы трансляции 3-мерного 

пространства /3 . 3/. Формулы /3 . 8/ задают правило редукции из 
4-мерного пространства в 3-мерную сферу радиуса R. Пользуясь 
/3.8/, 4-мерные векторы- операторы импульса · тr11 =-ihд/д~11 
и операторы mkможно выразить через 3-мерные величины . Получим 

~11 тr11 =0, тr 4 = -Cf1j)/ R, тrk = /1+ r
2
/ R

2 
pk, 

м=[~ х р), N = Rp + ;(~p)/R. 
/3.9/ 

При этом только оператор m± не теряет коммутационные свойства 
своих компонент. По-прежнему 

... .. 
rm x mJ=iЪ2m. /3 . 10/ 

Коммутаторы операторов тr 4 , "k имеют вид 

[ 17 k • 17i ) = 2 Mki • [ 17 4 • 17k) = 2 N k · /3.11/ 

2 2 2 
Переход на 3-мерную сферу ~ 4 + ~ k = R позволяет выразить опе:: 
раторы Гамильтона /2.15/, /2.16/ в терминах операторов 1 и m 
Перепишем /2. 15/, применяя соотношение R 2 = ( ~4 + -; ~) ( ~ 4 - ; {) .±' 

Получим 

2mH(+) = (тr 4 - 7;)(~ 4 + 7{) (~ 4 - 7{) 
... ... 2 

( тr 4 + т тr ) / R 
... ... 

= <s _;m)(s +;m), s 1 =~"· 2 + 1 + /1/1 s 2 = 17/1 ~11' 
7 



на сфереs 1 =О, s 2 =-4in.Следовательно, 

_.,-+ .... ..... 2 
2m Н ( +) = - ( 4 i h + т :m ) ( т :m )/ R . 

+ + 
/3.12/ 

-+ ..... .... ..... 

Аналогично, преобразуя /2. 171, применяя R = ( ~ - т~) ( ~ + т О, 
получим 

........ .... ~ 2 ......... -+-+ 
2mН(-) = (s 2 - т :JП _) ( s 1 + т JH_ )/ R = - ( 4 i h + т т_ ) ( т :!П_) 1 R 2 • /3.13/ 

__, __, 

Из формул /3.9/ следует, что при R __, оо :JП /R __, р, поэтому операторы 
Гамильтона /3.12/, /3.13/ в предельном случае переходят в опера­
тор энергии для уравнения Паули limH(±) = -(р 1) (р 1)/2m. 

R ->oo 

§4. СВОйСТВА КОВАРИАНТНОСТИ 
ОТНОСИТЕЛЬНО 3-МЕРНЫХ ВРАЩЕНИй И ТРАНСЛЯЦИИ. 
ИНВЕРСИЯ И ДВА ТИПА ЭЛЕКТРОНА 

Операторы Гамильтона /3.12/, /3.13/ можно записать в виде 

2 т 2 т 
Н=-!(-) + 2(S- )!, 

mR2 2 2 
/4.1/ 

г де S = - i h 1/2 -оператор спина 1/2. Из /4.1/ следует, что со-
храняется полный момент: 

__, 
__, :m __, 
J =- + s. 

2 
Кроме того, сохраняются по отдельности операторы 

1м=м+s 

- генератор 3-мерных вращений и 

/4.2/ 

/4.3/ 

JN=N+S /4.4/ 
- генератор трансляции на 3-мерной сфере. Введем соответственно 

унитарные операторы преобразования вращения на угол · ф относи-_, 
тельно единичного вектора n 

...... i -+-+ 
U = ехр(- ф(n J )) 

ъ м 
/4.5/ 

и оператор преобразования трансляции на А= Rtg/9 в направлении 

единичного вектора ~ 
...... i _"-+ 

W = exp(h O(m JN)). /4.6/ 
В силу коммутационных соотношений [Н, Jм] = О, [Н, JN] = О, 
имеем Н'= uнu- 1 = Н, H"=WHW- 1 = Н, т.е. оператор Гамиль­
тона инвариантен относительно преобразования вращения и транс-
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ляции, а волновая функция будет преобразовываться по представ­
лениям 'ii'=U'il -при вращении и I\I"=W'il -при трансляции . 

Отметим, что как при повороте на угол ф относительно оси ~. 
так И при траНСЛЯЦИИ на расстояние A = Rtgф ПО ОСИ n операто-_, __, 
ры :m и т подвергаются изменению одинаковым образом . 

В отличие от теории Паули в настоящей теории мы имеем два 

оператора Гамильтона Н(+) и Н(-), которые переходят друг в друга 

при операции инверсии . Аналогичное положение имеет место в ре­

лятивистской теории частиц со спином 1/2 в формализме двухком­

понентных спиноров 1 13~которые переходят друг в друга при ин­
версии . Соответственно вводится понятие 11левых 11 и 11правых 11 

электронов. Настоящая теория позволяет ввести 11левые 11 и 11 правые 11 

электроны уже на нерелятивистском уровне. Более того, в силу 

выражения /6.71, понятие 11левого11 и ••правого•• сохраняется и в 
системе покоя, а следовательно, перестает быть условным. Ясно, 

что на этом этапе нет нарушения четности, поскольку теория ли-

нейна и число левых и правых 

дает. 

§5 . ДВИЖЕНИЕ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

электронов в точности совпа-

Структура уравнения Паули характерна тем, что введение по­

тенциалов внешнего поля калибровочно-инвариантным способом 
__, __, __, 

Р .... р+~А 
с 

/5.1/ 

приводит к появлению в уравнении члена, содержащего напряжен­

ность магнитного поля: 

-+-+ _"-+ -+ 2 -+ _" -+ -+ е -+ 2 е _"-+ 

2mH = -(Рт)(Рт) => Р + ([Р х Р] т)=> (р +-А) - ih-(т}{), /5.2/ 
с с 

__, 

н=!..~_[,;+ ~А) х с;+ ~A)J. en с с 
/5.3/ 

Поскольку в пределе при R __, оо оператор :m ±/R переходит в р, то 
внешнее поле в уравнениях /3 . 12/, /3 . 13/ будет вводиться по 
правилу 

__, __, __, 

:JП+ .... :m + +~В+, /5.4/ 
- - с -

где 

Б±=[; х А]± (RA + ;<;A) / R). /5.5/ 
Вектор B±/ R является аналогом потенциала магнитного поля на 
сфере . Тогда калибровочно-инвариантное выражение для напряжен­

ности будет иметь вид 

9 



-+ ..... -+-+ 2 
G± = (~ ОП± х В]+ 2В± ) / R. /5.6/ 

При замене /5.4/ в уравнениях /3.12/, /3 . 13/ появляется член 

tlн± =- ~ь <;±а±) = _IL (s+a). /5 . 7/ 
чнс mc -

который интерпретируется как энергия взаимодействия спинового 

магнитного момента с магнитным полем на сфере. Здесь аналогом 

/5.3/ является выражение 
• 

а+= ~21(<m++ ~~+) х< ,п++ ~в+)l- <,п++ ~~+)!. 15.81 - ehR - с - - с - - с -
Напряженность /5.6/ инвариантна относительно калибровочного пре­
образования 

в'= в + i. m Ф. 
± ± h ± 

/5.9/ 

Формулу для напряженности G+ можно написать, используя обычное 

выражение напряженности. ПоДставив /3.9/ и /5.5/ в /5.6/, полу­
чим 

G =(H+(;xHl 
+ - -~---- R 

r2 
)(1+-). 

R2 
/5.10/ 

Таким образом, сравнительно простым способом удалось получить 

правило, по которому внешнее магнитное поле включается в урав­

нения движения /3.12/, /3.13/. Однако в рамках нерелятивистско­

го подхода невозможно сделать то же самое для внешнего электри­

ческого поля. 

Отметим, что впервые релятивистское уравнение для электро­

на - уравнение Дирака ~8уферическом мире де Ситтера - было рас­

смотрено самим Дираком ·Далее, вторичное квантование этого 

уравнение исследовалось в работах 191 . В 1101 были решены вопросы 
квантования электромагнитного поля в сферическом мире де Сит­

тера. В отличие от результатов указанных работ в настоящей 

статье к формулировке теории частиц со спином 1/2 на 3-мерной 
сфере мы приходим в результате развития свойств и особенностей 

спинового оператора. ТакИм образом, 3-мерная сфера реализуется 
только в рамках нерелятивистского подхода. Если же аналогичным 

образом попытаться обобщить релятивистскую теорию спина 1/2, 
то, как показано в 1 11~эта задача оказывается разрешимой только 
в пространстве 8 измерений. 

§6. КВАНТОВАННОСТЬ ЭНЕРГИИ НЕСВЯЗАННОГО СОСТОЯНИЯ. 
ЭНЕРГИЯ СПИНА 

Рассмотрим собственные значения и собственные функции опера­

тора Гамильтона 

10 

-> 

2 m 2 ... m 
Н=-1(-) +2(S-)!. 

mR2 2 2 /6.11 
-> 2 

Оператор m совпадает с выражением для угловой части 4-мерного 
оператора Лапласа . Поэтому 

;( yfm = f (f + 2) yfm' mzY fm = mYfm • /6.2/ 

где Yfm- гиперсферическая гармоника, f = 0,1,2,3, ••• , m = 
= -f, -f + 1, ... , f- 1,f.Гиперсферические гармоники Yfm образуют 
канонический базис Гельфанда-Цетлина для неприводимого of(4)_ 
представления класса 1 0/4/ - группы 112(Лоделив первое уравне­
ние /6.2/ на 4, второе - на 2, получим 

т 
( __! )2У 

2 LM 

т 
L(L + 1) У , _z У 

LM 2 LM MYLM' /6.3/ 

где L = f/2, М= m/ 2. 
Построим тензорную сферическую гармонику по известному спо­

собу: 

LS JM 
'.YJM (8, ф, Ч') = ~ CL sa YL (8, ф, Ч') Xsa· /6.4/ 

m,a m m 

Будем искать собственные значения /6.1/ в базисе функции /6 . 4/. 
Поскольку 

т --> 2 L 1/2 L 112 
(2 + S) '.YJM = J(J + 1)'.YJM 
то 

2q 1 L 112 _ ~ L 112 
S ;:, JM - 4 '.I:JJM /6.5/ 

т 2 --> т L 112 3 L 112 
1(-) +2(S-)!'.YJM =(J(J+1)---)'.YJM, J=O,l/2,1,3/ 2, . ., 

2 2 4 /6. 6! 
Из /6.5/, /6 . 6/ следует, что при J =О, Н < О, т.е. энергия 
свободного состояния отрицательна. Для того чтобы получить Н;:::: О 
при всех J, к /6.1/ необходимо добавить оператор 

t!H - 2 ... 2 
---2S' 

mR 
!6.7! 

который естественно интерпретировать как энергию спина. Действи­

тельно, спин есть квантово-механическое понятие собственного 

углового момента частицы, поэтому ему должна соответствовать 

некоторая энергия "вращения" . Традиционные теории спина 1/2 не 
могли, однако, содержать оператор энергии спина, так как для 

точечной частицы невозможно было определить момент инерции . 

При построении настоящей теории мы исходили из жесткой связи 
фундаментального спина с пространством, поэтому неудивительно, 
что момент инерции определяется фундаментальной константой R. 

С учетом /6.7/ оператор Гамильтона частицы со спином 1/2 
принимает канонический вид 

11 



2 m ... 2 
Н=--,(-+ S) . 

mR 2 
/6. 8/ 

Итак, спектр энергии свободного состояния представляет счетное 

множество , а именно 

2h2 
н '1' =- J (J + 1)'1', 

mR
2 

/ 6 .9/ J = о . 1/2 • 1 • 3/2 • . . . . 

Расстояние между двумя '~ровнями'' составляет величину 

2h
2 

3 
~Е= -(J +- ). 

mR2 4 

!6. 10/ 

Электрон при переходе с одного "уровня" на другой с определен­
ным J излучает /или поглощает/ гамма-квант определенной энер­

гии lЬу =~ Е. Таким образом, если дана энергия излучающего элект­
рона, дана минимально возможная частота излучения, то, в прин­

ип~, может быть оп редел~ на фундаментальная константа R .' 

Автор выражает признательность чл.-корр. АН СССР М.Г.Меще­
рякову за поддержку и интерес к работе, В . М.Дубовику и А.Б.Пес­

тову за стимулирующие обсуждения . 
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Яналеев Р.М . Р4-84-727 
Теория движения частицы со сnином 1/2 
на трехмерной сфере четырехмерного евклидова nрос тра нства 

Уравнение дв ижен ия час тицы со сnином 1/2 на сфере S 3 сформулиров ано , 
исходя из тесной свя зи груnnы SU(2) с груnnой движений на трехмерной сфере. 

Пока за но, что эта связь nринимает явную форму , если сnиновые оnераторы и их 

бесконечномерные аналоги оnределены в п редставлении декартова базиса. Полу­

чена система операторных соотношений в четырехмерном евклидавон пространстве 

для определения оператора Ганильтона частицы со спином 1/ 2 и дана интерnре­
тация четвертой координаты . Теория nринимает каноническую форму , если пе­

рейти на сферу S 3, где оnератор Гамильтона выражается исключительно в терми­
нах груnпы SU(2) х SU(2) 1 ± 1, реализуnщих конечно- и бесконечномерные nред­
ставления . llсследованы т рансформационные свойства урав нения относ ительно 

преобразований координа т и рассмотрен вопрос калибровочно- инвариантного 

способа введения внеwliего электромагнитного поля . Пока за но, чт.о теория при­

водит к понятию энергии сnина и квантованности энергии несвязанного состоя-

ния. 

Работа выполнена в Лаборатории вычислитель ной техники и автоматизаци и 

оия и . 
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Перевод О.С.Виноградовой 

Yamaleev R.M. Р4-84-727 
Theory of Spin 1/2 Paгticle Motion 
оп а Thгee-Dimensional Spheгe in Eucl idean Fouг-Dimensional Space 

Equation of motion for paгticles with spin 1/2 оп s 3 sphere аге formu­
lated basing оп the intimate connection of SU{2) group with the group of 
movement on thгee-dimensional sphere. lt is shown that this connection be­
comes obvious if spin operators and their infinite-dimensional analogues аге 
defined in the representation of Caгtesian basis. А system of орегаtог гa­
tios in 4-dimensional Euclidean space fог defining Hamiltonian орегаtог for 
а particle with spin 1/2 is oьtained, and interpгetation of the fourth co­
ordinate is given. The theory becomes canonical, when passing to sphere s 3, 

wheгe Hamiltonian орегаtог is expressed exceptionally in terms of SU{2)x 
SU{2)/+1 gгoup realizing finite- and infinite-dimensional representation. 
Tгansfoгmational pгopeгties of the equation with regard to cooгdinate trans­
formations, and the ргоЬ\еm of gauge invariant method of introducing the 
exteгnal electгomagnetic field are investigated. lt is shown that the theory 
leads to the conception of spin eneгgy and unbound state ene.rgy quantization. 

The investigation has been perfoгmed at the Laboratory of Computing 
Techniques and Automation, JINR. 
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