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1 • Для вычисления скоростей резонансного образования мезо
молекул dd/l и dt/l в реакциях 1 1 - 41 

dll + D2 -+ [{ddll) d2e]*, tll + D 2 ... [{dt/l) d2e]* и т.д .• /1/ 

а также для интерпретации результатов новых экспериментов 15 - 71 , 
в которых изучались реакции /1/, необходимо с высокой точностью 
знать энергии слабосвязанных состояний мезомолекул ddll и dtll 
с полным моментом J = 1 и колебательным квантовым числом v = 1 . 
Расчеты нерелятивистских~ровней энергии были начаты нами 

в 1973 г. 181 , продолжены в работах / 9- 111 и в настоящее время 
завершены в данной работе .• Далее мы будем следовать обозначе

ниям работы l ll i и обзора 1 121• 

" 2. Н~релятивис тский г а миль тониан Н и волновая функция 

Ч'Jv ( r,R) системы трех частиц, состоящей из двух ядер изотопов 
водорода с массами Ма ~ Мь , удаленных на расстояние R друг 
от друга, и /!--мезона с массой mll, удаленного на расстояние r 
от середины отрезка R , имеют вид 

" " " н= та+ wa ' Ta=-(2Mo)- 1 1(V""'+~V r -(~-2~2 1 к2r" 2Jr", 

"' " -1 Wa=ha+R , 
" -1 -1 -1 
h =-(2m ) ~ ... -ra -rь 
а а r /2/ 

-1_ -1 м-1 м-1_ м-1 м-1 . 
ma-m 11 + а • о- а+ ь к=(Мь-Ма) / (Мь+Ма); 

... ... J J -1 
Ч' J v ( r, R) = l Р mm ( Ф, 6, t) R . ' 

m•O J 

1 l ф (f · R) Jv ( R) - о -о n n mp ,,7], Xn n mp + 
p=g,u n2- nc 1 2 1 2 

~ 

l l 131 

~ Jv 
+ ( dk ф (-7,7J;k,R) • )( . (k,R)I, 

0 
n2 mp n2 mp 

где '.t=C!'.a+rь) / 2 и 7J=(ra-rь) / 2- сфероидальные КООJ?.дИНаты 
веJ<тора r = 1-7 ,1J, ф 1 ; t - угол поворота вокруг вектора R = 1 R, О, Ф \, 
Ж~m (Ф,О~ ~ - симметризованные и нормированные функции Вигнера, 

J -+ ... 

т и mJ- проекции момента J на оси R и Z неподвижной системы ко-
ординqт, ·ф (~,1] ; R)e±lmt;~ и ф (f,1J;k,R)e±imt;~-

n 1n2mp n2.:,np 

- собственные функции ~мильтониана-. ha задачи двух центров 
, ... _ 1 ' 

, ". ;1" . ~._ ... 

Z-~ ' '7 ' .. "- ." ·:~: '>; ~~ ; , \ 
" 
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квантовой механики 1131 , соответствующие наборам i =[n1n2mp] 
квантовых чисел дискретного спектра и S=[n2mp] непрерывного 
спектра с импульсом k • 

Уравнение Шредингера с гамильтонианом /2/ для волновой функ
ции /3/ после усреднения по угловым переменным \е,ФI и коор-

~ ' 
динатам мюона r сводится к бесконечной системе обыкновенных 

дифференциальных уравнений для функций х . (R)и х (k,R) на 
полуоси О~ R<oo /в единицах e=h=ma= 1l 1111: s 

. . J ( J + 1) - 2m2 ) .:_ U ii ( R) 1 Х i ( R) = 2Mб;Jv- R2 f 
" d2 
\1(--2 + 

dR 

00 00 00 

.~. u1J (R)xJ(R)+ ~ ( dkU 18 (k,R)x
8
(k,R), 

J~l s=1 о 

" d
2 

J(J+1)-2m2 
\I(--+2M& -------)-U (k,R)I х (k,R)= 

d R2 Jv R2 ss s 

/4/ 

00 о0 DO 

~ U 8 j ( k, R) х j ( R) + }.; Г dk 'U в 
8 

, ( k, k', R) х ,/ k ', R) , 
Jfi в'~s О 

где М= М0 1 ma, а энергия ~v= Е- Е а отсчитывается от 
Е а =- ...!... основного состояния мезоатома ( m/l Ма). · Система 
нений з~писана в 11двухкомпонентной форме'' 1111 

энергии 

ура в-

/51 

"' Ig)g' lg)U И Т.Д. ( 1 О) ( Xtg) (U· . U· · ) 
I =·· . • xi .= х lp = . ' uiJ = uipJp' = . . . . . 

о 1 x.u u.u1g. u1u1u 

Эффективные потенциалы U1/R), U is (k,R),Uвj (k,R) и U~ 5 ,(k,k',R) 
задачи трех тел в адиабатичесtWм гwедставлении выражаются через 
матричные элементы оператора Та + ha по волновым функциям 
ф 1 (r;R) и ф 8 (Г;k,R) задачи двух центров 1 11,121 . 

3. Задачу /4/ аппроксимируем регулярной задачей Штурма-Лиу
вилля для конечного числа уравнений 2 • Nm на конечных интерва-
лах O<R < R k <k<k 111·14/ : 

- - m• 0- - m 

"'d2 - J(J+1)-2m2 
\ 1 (--- + 2М& - -------)- U .. (R) 1 Х· (R) = 

2 1 v 2 11 ·1 dR R 
Ns N , 

U 1 1 ( R ) Х ( R ) + }.; · ~ С а П 1 8 
( ka , R ) х в ( k а , R ) , 

1 s=1 а=1 

· " d2 ~ J r J + 1'- 2m2 
\I(--+2M~D ---~-...:L:.---)-U (k ,R)Ix (k ,R)= 

dR2 Jv R2 вs а 8 а 
!6! 

= Uв 1(ka, R)x 
1 

(R) , 

i = 1,2, ••• ,N1 S=1,2, ••• ,N
8 Nm = N1 + N

5
• N, 

2 

Ift 

'','. 
... ~ •t, -~ ,.. { 

с граничными условиями 

х (О)=х (k ,0)=0, 
1 s. а 

d . d . j .- . /ба/ 
-х (R)Ix .(R)i =-х (ka,R) I x Cka,R)I ,._ -2мб; 1 dR 1 1 R=Rm dR в s R=Rm v· 

Эффектианые потенциалы TJij (R), U 8 1Cka,R) вычислены в рабо
тах 115,16/ с абсолютной точностью -1 О-7 -1 О -8 на сетке узлов: 
R= 0.1/0.1/20/1/100, ka = 0.1/0.1/3/0.5/10, т.е. Rm= 100, 
k1 = 0.1 и kN = 10. В уравнениях /5/ проведена дискретизация 
непрерывного спектра задачи двух центров, т.е. осуществлена за

мена 

km N 
Г · dkU1 (k,R)x (k,R)~ ~ CaU 18(ka,R)x

8
(ka,R), k s s а=1 

о 

171 

где коэффициенты Са определяются используемой квадратурной фор
мулой. Матрица эффективных потенциалов имеет специальную струк

туру: в ней опущены элементы U · , (k,k', R) при k.Ьk' и s .Ь s', 
U1j (R) - при iоЬ j .l. 1 и U18 (k,

8d) - при i .Ь 1. 
, Число уравнений 2 х Nm = 2 х (N1 + N 8 х N) в системе /6/ равно 

2 х Nт = 844. При этом число базисных функций ф 1 ( ~, 11 ; R) диск
ретного спектра задачи двух центров fавно 2 х N 1 = 2х26 = 52. 
В их число входят все состояния i=[n1n2m] с квантовыми чис-
лами n=n 1 +n2 +m::;4 с m$1, а также состояния i= L400], 
[310], (220], [301) и L211] оболочки n= 5 и состояния (500], 
[410], l320] и [4011 оболочки n = 6. Число базисных функций 
непрерывного спектра значительно больше: 2x(NxN

5
) = 2х(44х9·) = 792, 

nqскольку при каждом из N 8 = 9 наборов квантовых чисел s = ( n2m] 
fm= О, n2 = 0/1/4 и m= 1, n2 = 0/1/3, т.е. для каждого из 
(5+4) х 2= 18 наборов/ использовалось N = 44 функции 
Фn ((,.";k,R) при значениях k = ka = 0.1/0.1/3/0.5/10. 

2 mp - . 
Задача вычисленИя б;Jv= б;Jv+_ilб; Jv для системы /4/ сводится, 

таким образом, к вычислению б;Jv ~з урезанной системы /6/ и ак
куратному учету поправок /lб;Jv к б;Jv, обусловленных переходом 
от системы /5/ к системе /6/. Результаты расчетов приведены 
в таблице. 

... 
4. При ~ешении системы уравнений /6/ использованы численные 

алгоритмы 14· 17 1 , основанные на _непрерывном аналоге метода Ньюто
· на, с конечно-разностной аппроксимацией дифференциальных опера

торов - O(h4 ). Достигнутая точно~ть вычисления б, 11 составляет · · 
-2 ·1 о-4 эВ, что при глубине эффективных потенциалов -600 эВ 

-7 
соответствует относительной точности -3.10 • 

Поправки !:!.& 
1 

(h ~О)- Ь4 вычислены экстраполяцией по Ричард
сону по трем зн1ачениям 5:11 , найденным при решении системы /6/ 
на разностных сетках: R = 0.1/0.1/20/1/100, R = 0.2/0.2/20 
/1/100 и R = 0.5/0.5/20/1/100. 

3 
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Таблица 

Составляющие энергии {f,J /эВ/ состояний J = v = 1 
v "' мезомолекул dd/L и dtJ.L 

dd/L dt/L 

е: -1,9125 -0,6207 t;)11 

С!&11 ( h -+ о) 0,0002 0,0002 

~{1;11 ( Rm -+ оо ) <10-6 <10-6 

м11 c~k ... о) 0,0022 0,0020 

~~11 ( N i -+ оо ' k о -+ О) -0,0413 -0,0368 

~~11 (Ns -+ 00 ) -0,0021 -0,0021 

~1 (i ,ь j ,ь 1) -0,0022 +0,0018 

м11 -0,0432 -0,0349 

&11 -1,956 -0,656 

мrel 
11 

0,0097 0,0220 

Ell -1 '946 -0,634 

* Все вычисления выnолнены при значениях масс частиц m_p = 
206,769, Md= 3670,481, Mt = 5496,918 и Ry= 13,6054 эВ. 

Релятивистские поправки ~& 1i61 вычислены в работе / 21~ Значение 
энергии уровня с учетом релятивистских поправок Ell = & ,

1 
+ ~& ~е11 • 

Поправки ~& 11 ( Rm-+ оо),обусловленные заменой полубесконечного 
интервала О :5 R < оо конечным О :5 R $ R m с граничными условиями 
/ба/ в точке ' R=Rm при Rm= 100, пренебрежимо малы /<10-6 эВ/. 

Поправки ~& 11 ( ~k-+ О) -(~k) 
2 , обусловленные дискретизацией /71 

непрерывного спектра задачи двух центров по формуле централь-_ 
ных прямоугольников, найдены по результатам двух· вычислений & 11, _ 

выполненных на сетках узлов ka = О. 1/0.1/3/0.5/1 О и ka = 
= 0.2/0.2/3/0.5/10 /ko = 0.05 и ko = 0.1 соответственно/. 

Наиболее существенны поправки ~& 11 (N1 -+ оо, ko-+ О) и ~& (N -+ оо ), . s 
обусловленные конечной размерностью N1 . и N8 используемого ба-
зиса. Для вычисления первой из них использована интерполяцион-

ная процедура, предложенная в работе/181 . Вторая поправка 
00 

~&(N ... оо)= l &(n2 ) получена экстраполяцией по n2 вычислен-в n.z=5 
ных вкладов &(n2 ) состояний n2 = 2,3,4 1m, = 0/ и n2 = _1,2,3 
1 m = 11 при n2 -+ оо , которые с хорошей точностью описываются фор
мулой &(n2 )"' ехр (-2.2 · n2 ). 
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Поправки ~& 11 (i '= j '= 1)- (2М) -з обусловлены вкладом потен
циалов i '= j '= 1. · Около 2/3 их величины обусловлены вкладом по
тенциалов U ij (R) i ,Ь j # 1 дискретного спектра задачи двух цент
ров, а -1/3- вкладом потенциалов U 88 (k,k',R) при' k'=k'. 

Поправки ~&11(km-+ оо) пренебрежимо малы 111,121. 
В таблице приведены также су~а все·х перечисленных поправок . 

~& 11 и искомая величина & 11 = &11 + ~&1 1 • 
Все поправки вычислены на сетке узлов R = 0.1/0.1/20/1/100 

с граничными условиями /ба/ с точностью, лучшей, чем 0,0005 эВ. 
Поэтому погрешность приведенных значений & 11 не превышает 
0,001 эВ. 

5. Вычисленные значения & 11 на сегодняшний день являются · 
наиболее точными. Они отличаются от опубликованных нами ра-

нее 1 111 менее, чем на 0,05 эВ для dd/L и на 0,02 эВ -для dt/L. 
В последнее время появились также два вариационных расчета 

~ ~ ) б /19/ 
\!) 11 (ddJ.L)= -1,95~0,05 эВ и \9 11 (dt"' =-о, эВ , 

lЬ 11 (ddJ.L)= -1,87 эВ и ~ 
\!) 11 С dt~-t) < -о, 22 эВ 12о; 

Достигнутая нами абсолютная точность вычислений 0,001 эВ 

соответствует относительной точности -2·10~6 , т.е. сопоставима 
с погрешностью в значении массы мюона /см. таблицу/. 

Найденные значения & 11 вместе с релятивистскими поправками 
~& ~11 

, вычисленными в работе 1 211 /они приведены в десятой стро
ке таблицы/, могут служить теоретической базой для эксперимен
тальных методов изучения характеристик трехчастичных . систем, 

основанных на явлении мюонного катализа1221• · Их можно также ис
пользовать для каЛибровки других методов расчета трехчастичных 
систем. 

Авторы благодарны Д.И.Абрамову, Д.Бакалову, Л.Н.Богдановой, 
С.С.Герштейну, М.Касчиеву, И.В.Комарову, С.Ю.Славянову,Н.Ф.Трус

ковой, М.П.Файфману за помощь на различных этапах работы. 
Мы призн~тельны Д.И.Блохинцеву, Н.Н.Боголюбову, В.П.Джелепо

ву, Н.Н.Говоруну, М.Г.Мещерякову и В.А.Мещерякову за многолет
нюю поддержку. 
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НЕТ ЛИ ПРОБЕЛОВ В ВАШЕЙ БИБЛИОТЕКЕ? 
- · ~4., g, ... 

Вы можете получить по почте перечисленные ниже книги, ~~ -- ... ". 

если они не были заказаны ранее . 

Труды VI Всесоюзного совещания no ускорителям з«ря-
женных частиц. Дубна, 1978 /2 тома/ 7 р. 40 к. 

Труды VII Всесоюзного совещания no ускорителям заря-
женных частиц, · Дубна, 1980 /2 тома/ 8 р, 00 к. 

Труды YW Всесоюзного с~еещания no ускорителям 
заряженных частиц. Протеина , 1982 /2 тома/ 11 р. 40 к . 

Д11-80-13 Труды рабочего совещан~я no системам и методам 
аналитических вычислений на ЭВМ и их nрименению 

• теоретической физике, Дубна, 1979 3 р, 50 к. 

Д2-81-543 Труды Vl Международного совещания no nроблемам кван-
товой теории nоля . Алуwта, 1Э81 2 р. 50 к. 

Д10,11-81-622 Труды Международного совещания no nробленам математи
ческого моделирования в ядерно-физических исследова-

ниях. Дубна, 1980 2 р. 50 к. 

Д17-81-758 Труды 11 МеждУнародного симnозиума no избранным 
nроблемам статистичес.к~й механики . Дубна, 1981. 5 р . 40 к. 

Р18-82-117 Труды IV совещания no исnользованию новых ядерно
физических методов для реwения научно-технических 
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В Объединенном институте яде-рных исследований начал 

выходить сборник "Краткие сообщения ОИЯИ". В нем 
будут nомещаться статьи, содержащие оригинальные научные, 
научно-техничес·кие, методические и nрикладные результаты, 

требующие срочной nубликации. Будучи частью . ••сообщений 

ОИЯИ11 , статьи, воwедwие в сборник, имеЮт, как и другие 
издания ОИЯИ, статус· официальных nубликаций. 

Сборник 11Краткие сообщения ОИЯИ 11 будет выходить 
регулярно . 

The Joint Institute for Nuclear Rese~rch begins puЬli
shing а collection of papers entitled JINR Rapid Communi
cations which is а section of the JINR Communications 
and is intended for the accelerated puЬlication of impor
tant results on the following subjects: 

Physi cs of elementary particles and atomic nuclei. 
Theoretical physics. 
Experimental techniques and methods. 
Accel erators. 
Cryogenics . 
Computing mathematics and methods. 
Sol id state physics. Liquids. 
Theory of condenced matter. 
Appl i ed researches. 

Being а part of the JINR Communications, the articles 
of new collection like all other puЬlications of 
the Joi nt Institute for Nuclear Research have the status 
of official puЬlications. 

JI NR Rapid Communications will Ье issued regularly . 

-

знерrий спабосвязанных 
ар_.а~оаебатепьных состояний мезомоnuуn ·c~~tp · iJ dt,& 

~ёnены нереnитивистские энергии &1• спабосаязаиных 
вращатепыr,-коnебатепьных состояний J • v • 1 мeзoNOJiexyn 
ddp и .dt11 · : ·~ 1 (ddp)• -1,956 эВ и ·~ 1 (dtp)- -0,656 зВ с точ
ностью 0,001 эВ. Учет репитивистскнх эффектов и конечных раз

меров ядер nриводит к сп~ующим значениим энергии этих состоя

ний: 6\ 1 (dd~t)• -1,946 эВ и~ 11 (dt,..)- -0,634 зВ. 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 

IIpenpa7 ОСh.еднвенвоrо 811C:'I'Jn'7Т& .-дерных ис:сnедоваивt. Дубна 1984 

Перевод авторов 

Vinitsky S.I. et al. Р4-84-642 
High Accuracy Energy-Level Calculations 
of the Rotational-Vibrational Weakly Bound States 
of &\& and dt,.t Mesic Мolecules 

CSlculations are performed of the nonrelativistic ener
gies &Jv of rotational-vibrational weakly bound states 
J • v • 1 of dd~t and dtp mesic molecules: Ф1 ( dd~t)- -1.956 eV 
and· ip(dtft}- -о.656 eV with an accuracy of Ь.ОО1 eV. With the 
relat~vistic effects and nuclear finite size corrections 
taking into account the result is: i (dd,..)• -1 . 946 eV and 
i

1
jdtfl) • -о.634 eV. · 11 

Тhе investigation has been performed at the Laboratory 
of Тheoretical Physics, JINR. 

Preprint of the Joint Iutitute for lfuc:lear Reaearch. Dubna 1984 


