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liнтегрируемые классические динамические системы с N стеnеня­
N pj2 

ми свободы /N nроизволь но/ и гамильтонианом Н-.~ - 2-+ U ( q 1 •••• , ЧJ. 
)= 1 

nриводящим к нелинейным уравнениям движения, известны уже 

в течение десятилетия/ 1 -3~ 
Доказательство их nолной интегрируемости nолучено методом 

изосnектральной деформации, вnервые nримененным к системам это­

го тиnа в/ 1 / для случая взаимодействия N частиц на прямой между 
ближайшими соседями /цеnочки Тода/. В рамках этого метода, nоз­
воляющего nолучить набор N независимых интегралов движения, бы­
ла установлена nолная интегрируемость классических систем с nо­

тенциалом 

N 
u. ~ V(q.-qk}, 

j < k ) 
/1/ 

где 

g 2 g 
2 

, g2 ~ ( а f) 1 
V(f}•\7, sh2 (af) 

/2/ 

или V(f).g 2 /f.2 +a 2 f 2 , ~- эллиnтическая функция Вейерштрасса 
/отметим, . что интегрируемость некоторых из квантовомеханичес­
ких систем ~того тиnа была известна ранее !•!;. 

В работе Ольшанецкого и Переломова 131 была вnервые установ­
лена связь между интегрируемыми классическими системами с га­

мильтонианом Н и nолуnростыми алгебрами Ли. В частности, ока­
залось, что структура nотенциала /1/ оnределяется системой кор­
ней классической алгебры А N _ 1; матрицы ( L, М) ,образующие пару 
Лакса, могут быть nостроены по матричному неnриводимому пред­
ставлению этой алгебры. 

Для более сложных систем корней (З_N, CN, DN, 9CN) структура 
nотенциала U ( q 1 , ... -, qN) ', найденная в /3/ , имеет оид 

2 ... -+ 
U(q1, ... ,qN)• ~ gaV(qa),. 

la I~R+ 
/3/ 

N N N 
=g 2 ~ [V(q.+qk)+V(q . -qk)]+g~ ~ V(q . )+g~ ~ V(2q.), 

j<k ) ) j=1 ) j=1 ) 

где lal - корни одной из классических систем /оекторы в N-мерном 
nространстве/; q = 1 q 1 , ... , qN 1 ; R+ - множество корней, nоложи-

( 00-w:~,н '-'-llkJ' ~H!Cf\.~ t 1 
!Uit):i'lbl:A иr r ~I"J103,P-rt} 

.-;и.-: F!11 • -t, .. 



тельных относительно базиса ltj 1 , (tJ ) k .. !i jk , j , k = 1, ... , N. 
Постоянные g~ одинаковы для корней, образующих пространство .. а 
неприводимого представления группы Вейля, соответствующей данной 

системе корней. 

При g 1 = g 2 =О система корней, определяющая /3/, имеет тип 
DN; при g 1 i О, g 2 = О -BN, при g1 = О, g 2 i О- CN, наконец, 
при g 1 ; g2 f, О потенциал /3/ соответствует системе ВС N. 

В Г 3/ построены также анзацы для матриц Лакса (L ,М), Соотно­
шение Лакса, позволяющее получить дополнительные интегралы 

движения Ik = 1 / 2k Tr (L 2k), 

~=LL,M] 
dt 

/4/ 

имеет место, если элементы этих матриц удовлетворяют некоторым 

функциональным уравнениям. Гамильтониан Н с потенциалом типа 
/3/ также принадлежит множеству \Ikl (H=II/2), Оказалось 1.31, 
что добиться выполнения /4/ можно лишь при ограничениях на по­
стоянные g, g1 , g 2 и функцию V (~): 

!51 g 1 =О, g 2 произвольно либо g~+v'2"gg 2 -2g 2 =o. 

V(~)- одна из функций, перечисленных в /2/. 
Целью настоящей работы является обобщение результатов / 31, 

установление полной интегрируемости динамических систем с потен-

циалом 

U(ql''"'qN)=I. V~(q;), 
\a\~R+ а 

/б/ 

где v~ могут быть различными для подсистем корней, инвариантных 
а об v Bv 

относительно пре разовании группы еиля. 

Для всех трех типов систем корней, имеющих несколько таких 
инвариантных подсистем (BN, CN, BCN ), выраЖение /б/ может быть 
приведено к виду 

N N 
U(ql, ... ,qN)=g2 I. [V{q.+qk)+V(q . -qk)]+ I. YJ(q . ), 

j < k J J i= 1 . J 
171 

то есть структура потенциала может определяться двумя /вообще 

говоря, различными/ функциями V ( f ), W (~).Большее, чем в / 3/, 
число подлежащих определению функций могут содержать ~ анзацы 

для матриц L и М /в отличие от потенциала /7/ они имеют разную 
структуру для систем В , С и BCN 1. Так, наиболее общий анзац 

N N 
типа BN имеет вид 

2 

л _:) ' м-~:. 
(1) s 

L=l л+ о ll -ы+ ' • 
!8/ 

ф+ -Л -f -s+ (1) m 
1 

где f, ф, m, s - матрицы размером N х N, Л,ы - матрицы 1 х N, 

/столбцы/: 

t .k .. p.B.k +i(1-B.k )gx(q. -qk)• 
J J J J J 

Фjk =i(1-Bjk )gx(qi +qk)• лi =iЛ(qi), 
/9/ 

mjk = iBjk r1k (T(qk- qf )+ T(qk+ qf ))+ i(1-Bjk) х '(qj- qk)+ir(qj) Bjk' 

sik =i(1-Bjk )gx'(qj +qk), 

N 
ы. =iЛ'(q.), /l = I. к(qj)• 

J J j = 1 

причем 

j,k=1, ... ,N, 

N 2 N N 
1 2 Pj 2 2 2 2 ( ) H,.-TrL = I. --+g I. [х (q . -qk)+X (q . +qk)]+ I. Л qj • 
4 j=l 2 j < k J J j=l 

Подстановка /8/ в /4/ приводит к функциональным уравнениям, свя­

зывающим х, Л , Т, r , к • Можно показать, что их решение не при­

водит к каким-либо новым потенциалам типа /7/, отличным от /3/ 
при gi = 2g2 , g 2 =О. Ситуация оказывается совершенно иной в случае наиболее об-

f ф m s 

щего а~заца т)ипа С N : 

L- ( ф+ _ 1 ' М= ( _,+ m) 
где, как и в /9/, f , ф, m, s - матрицы размером NxN, 

/10/ 

f "k = р . в "k + i ( 1 - в "k ) g х ( q . - qk) • 
J J J - J J /11/ 

m.k = iB
1
.k[r(q

1
. )+ I. T(q.-q.) + T(qп+q . )]+i(1-B . k)gx'(q . -qk). 

J Uj L J L J J J 

Мат рицы ф, в могут иметь отличные от нуля /необязательно вещест­
венные/ диагональные компоненты: 

. i ф 
1{!

1
.k = 1f [ ( 1-8.k )gx(q . + qk) + B.k (v( q . ) + ip( q. ))] , 

J J J J J 
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в0,0 =ifiфl(1-8o,_ )gx'(qo+Q,_ )+.!..вo ,_ (v'(qo)+ip'(qo)], 
)"- )"- J "' 2 J.. J J 

/12/ 

ф - ПРОИЗВОЛЬНОе вещественное ЧИСЛО. При ЭТОМ 

N 2 N 
1 2 Pj 2 2 2 

H--TrL; = ~ --+g ~ [х (Qо+Ч~с)+х (qo-qlt)]+ 
4- j=1 2 j<lt J J 

N 2 2 
+ ~ (v (qo)+p (qo))/2. 

j= 1 J J 

/13/ 

Функции х(~). Т(~)должны удовлетворять такому же функцио­
нальному уравнению, которое в случае системы AN-1 приводит к 
потенциалам /2/. В качестве его решений можно выбрать/%/ 

х(~)= 1/~, 1 ' х(~ )= sh(a~) /14а/ 

х(~) = 1 • /14б/ 
sii(a~) 

Выполнение условия dL/dt=LL,M] приводит согласно /10-12/ к си­
стеме линейных функциональных уравнений для т,v,р: 

2х( ~ + 17 )(т( О- т( 17)) = х( ~- 17 i<v '(0 + v '(17)) + 2х '(~- 11 Hv (~)- v(77)) , 1 15а/ 

2х(~ -77 )(т( О- т(17)) = x{f + 17 )(v 'U') + v '( 17)) + 2х'( ~ + 17 )(v ( O+v(77)), 
/15б/ 

x(~+77)(p'(f.)-p'(77))+2x'(f+77)(p(f.}-p(77))=0, /16а/ 

x(~-77)(p'(f,) + р'(17)) + 2х'( ~ -77) (р(~) -р(77)) =О • . /16б/ 

Прежде чем приступить к поиску их решений, отметим, что /15а/ 
и /15б/ эквивалентны, если v - нечетная, а r- четная функция. 
Аналогично для четной функции р(~) эквивалентны уравнения/16а/­
/16б/. Следует также заметить, что в /15/ , /16/ функциях из ­
вестна и может принимать значения, перечисленные в /14/. 

Умножая обе части /15а/, /15б/ на х(~+77) , х(~-ч) соответ­
ственно и вычитая найденные соотношения, найдем зависимость 

между r( ~) и v ( ~) ,пользуясь известными теоремами сложения для 
эллиптических функций Якоби: 

1 а а 1, т(f,)=v(~) x i_ Ц! sh( 2af.)' sn(2a~) /17/ 

при х(~) = tl.., ---1--,---1-- 1 соответственно. 
~ sh(a~) sn( а~) 

Подставив /17/ в /15а/, получим функциональное уравнение для 
v(~): 

[v'(~)-2v(f.)F(~,77)]+Lv'(77)-2v(77)F(77,~)] = 0, 

4 

/18/ 

·) 

) 

где 

F(~,77)= 
1 /19а/ 1 1 

-~-+ --. 
f+ -17 ~-Т, 2~ 

а L -~( ~ + 1J) + cth а ( ~ + n)] /19б/ 
sha(~-77)sh"(2a.o 

sna(~+ 77) 
aL + 

cna(~+ 77)dna(~+ 77) 
osna(~+r,) 

/19в/ 
sna(~- ij)sn(2a~) 

для рациональной, тригонометрической и эллиптической функций 

х(~) соответственно. Построение всех аналитических решений /18/ 
в наиболее общем случае /19в/ приведено в приложении; укажем 
здесь результаты для v(~) : 

v(~)= (a+f3~2+y~4)~-1, 

(а + f3 s h 2 а~ + ys Ь 4 а~ ) (s h 2 а О- 1 
, /20/ 

(а+ f3 sn2 а~+ ysn4 а~) (sn( а~)· cn( а~)· dn( а~))- 1 

для случа~в /19а,б,в/ соответственно; а, f3, у - произвольные 
постоянные. 

Перейдем к рассмотрению /16а/-/16б/. Уравнение /16б/ было 
решено в работе автора /7 1 . Оказалось, что нетривиальные решения 
существуют лишь в случае /14а/: 

р(0 = 
{ 

а+$~+;~ 2 • x=ll~. 

а+ s sh (2а0 + ych (2af). 1 
/21/ 

Х=----, 
shfaf,) 

а, fJ, у произвольны. Единственным решением /16б/ при х = 1/sn(af,) 
является р =COnst, которое не приводит к каким-либо изменениям 

в виде потенциала U. 

Подставляя /21/ в /16а/, легко убедиться, что общим решением 
системы /16a L-!16бL являются лишь четные функции /21/, то есть 
следует положить f3 = О. 

Таким образом, сравнивая /13/ с /20/, /21/ , найдем, что 
LL,MJ -парой и, следовательно, дополнительными интегралами дви­

жения обладаnт гамильтоновы системы вида 

Н = 
N 
~ 

j = 1 

р2 N 
( ...:J_ + w ( q о ))+ g 2 ~ [ v ( q о + q lt) + v ( q о - qlt)] ' 

2 J j <k J J 
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где 

2 
1 g1 2 2 2 4 2 6 1 1 1 1 д/ У<~) = - , W( 0 =- + g 2 ~ + g3 t + g4 ~ , Б V( 0 = ---
~2 ~2 sh2(a~) 

W(~) = 
g2 g2 
L--+---2 -+ g;ch(2a0+g2ch(4a0, 

sh 2(a~) sь2(2а .о 4 

g1 • ~ • gз • g4 совершенно произвольны; /22/ 

1 1 ~ ы1 
/В/ V(~) = --2 --"' 9'( а~). W(~) = g29'( а~)+ g2 9'( а~+-)+ 

sn (аО 2 

ы 2 ЫJ +Ы2 
+ g;9'(a~+ -2-) + g: 9'(а~ + --2--)' 

гдеы 1 , ы 2 - полупериоды функции Gейерштрасса; nостоянные g , 
а = 1, . .. 4 удовлетворя~т нелинейному соотношени~ а 

4 4 4 
I. g 4 - I. g 2 g 2 ) 2 = 64 п g 2 • 

a=l а у*а У а а=1 а 

Инволютивность интегралов движения Ik = 1/2k Tr (L
2
k ) мО>:<ет быть 

доказана стандартным сnособом /6/,основанным на переходе от си­
стемы \Ik\ к системе собственных значений эрмитовой матрицы L 
и прямом вычислении скобки Пуассона с учетом функциональных 

соотношений /15/-/16/ . Таким образом, системы /22/ оказываются 
nолностью интегрируемыми. Различными nредельными nереходами 

из /22/ могут быть получены все рассматривавшиеся ранее 12- 3 • 7 -8/ 
N р~ 

интегрируемые системы с гамильтонианомН = I. - 1-+U(q 1, ... , qN), 
i=1 2 

за исключением цепочек Тода . 

Вопросы о nостроении ·явного вида решений динамических систем 

уравнений, оnределяемых /22/, в настоящее время остаются от­
крытыми. Значительный интерес, на наш взгляд, nредставило бы 
также установление связи между системами тиnа /22/ и динамикой 
nолюсных решений нелинейных эволюционных уравнений, найденной 
для систем Калоджеро / 5/ . 

Автор глубоко благодарен М.д . Ольшанецкому и П.П . Физиеву 

за nолезные обсуждения, д . Б . Говоркову и В.А.Мещерякову за вни ­
мание к работе. 
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ПРИЛОЖЕНИ Е 

Найдем общее аналитическое решение уравнения /18/: 

v '(~)- 2v (~) F(t, 71)+ v '(71)- 2v(71) F(71,0 = О, /П. 11 

где функция F(71,~) имеет вид /19в/: 

F(t, 71 ) = а[ sna~~~-+~~(+~dna(f~21.j /П.2/ 

sn а (е- 71) sn ( 2 а: ·о s nа ( ( + 71) 

/решения для v(() в случае /19а/-/19б/ могут быть nолучены из 
этого решения nредельными переходами/. 

Положим в /П. 2/ для простоты а = 1 и будем считать 71 = Е малым 
nараметром, рассматривая /П. 1/ с точность~ до членов нулевого 
nорядка по t: 

F(~,E) = -1--+ cn(dne 
в-n2( sn( ' 

F(E,0 = --1-+EL 2(1+k2) 
2r 3 

2 
----1 

sn 2 ( 

k - параметр эллиптических функций Якоби, (sn'()~=(l- sn2()(l- k ~n2(), 

, 1 cn~dn~ , 1 1+k2 /П .3/ 
У (~)- 2 v (~)L-- + ---- J + У (t) -2v(t)[-- + 2Е (--- --)1=0. 

sn2( snt 2t 3 sn2 е 

Из /П. 31 вытекает, что разложение v ( l) по стеnеням l может содер­
жать nолюсный член, но не выше первого порядка: 

л1 
v (l) = -- + л2 ( + ... /П.4/ 

. ( 

Подставляя /П . 4/ в /П.З/, находим, что nолюсные по l члены 
в /П . 3/ сокраща~тся и в нулевом nорядке по l v(() удовлетворяет 
обычному дифференциальному уравнению: 

'(l:) (~ 1 cn~dnl. 1+k2 4Л1 v с:; - 2v ~ )L-_--- + --1...,.;:--1 + l 2..\ 2 - 4Л 1 ( -~ + ---L- J = О. /П. 5/ 
sn2( sn( 3 sn2( 

Его решение имеет вид 

- 1 2Л1 2 2 4 
v (~) = (sn(cn(dnO [Л1 +(Л2 ---(1+k ))sn (+ysn f], 

3 
/П.б/ 

где у - nостоянная интегрирования. Разлагая /П.б/ в ряд по сте­
nеням~. убеждаемся, что асимnтотические разложения /П . 4/ и 
/П.б/ совnадают, то есть Л 1 ,Л 2 являются nроизвольными nостоя н­
ными. 

Вводя обозначения а = Л 1, f3 = Л 2 - 2Л 11 3 ( 1 + k 2), приведем 
/П.б/ к виду /20/. В результатенеnосредственной nодстановки 
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/П.6/ в /П.1/ с учетом /П.2/ можно убедиться, что функция /П.6/ 
удовлетворяет и функциональному уравнению /П.1/, причем допол­
нительные ограничения на постоянные а , {3 , у не возникают. 
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