
!J/!$Y 

;qo!J/ty 

В . Б.Беляев, О.И.Картавцев * 

ОбЪВАМНВННЫI 
ИНСТИТУТ. 

RАВРНЫХ 

ИССIВАОВ8НИI 

АУ б На 

Р4-84-28 

КОНЕЧНОМЕРНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 

В ЗАДАЧАХ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 

Направлено в "Journa1 of Computationa1 Physics•_• 

*таwкентский государственный университет 

1984 

... 



Решение квантовомеханических задач, описываемых уравнением 

Шредингера или уравнениями Фаддеева в конфигурационном прост­

ранстве, за редкими исключениями может быть получено лишь чис­

ленно. При этом наибольшую трудность представляет аппроксимация 

входящего в уравнения дифференциального оператора. Конечнораз­

ностные- приближения, которые обычно применяются при решении диф­

ференциальных уравнений, приводят к громоздким вычислениям и 

не используют имеющуi'Jся а priori информацию о свойствах реше­

ния. 

Будем строить такую аппроксимацию дифференциального опера­

тора, которая обеспечит совпадение приближенного и точного опе­

раторананекотором конечном наборе функций l x. > .Для этого 
потребуем, чтобы приближенный оператор Т облад~л следующим свой­
ством: · 

~ - 1 
т т 1 х i > = 1 xj > · /1/ 

Рассмотрим для определенности уравнение ~редингера: 

(Т + V - Е) 1 1/1 > = О, /2/ 

где Т - дифференциальный оператор кинетической энергии, V -
оператор умножения на функци1~ потенциальной энергии, Е - энергия. 

Легко показать, что при удачном выборе набора l xi >, а именно, 
если решение /2/ 11/J > может быть представлено в виде: 

. - 1 N , 
1 t/J > = (Е - V) l С . 1 Х . >, 

. i=l 1 1 
/3/ 

i l/1> удовлетворяет также прибли~енному уравнению: 

(Т + V - Е) 1 1/1> = О. /4/ 

Таким образом, ка)l(дое решение /2/ есть решение /4/, но обратное 
утверждение неверно,и уравнение /4/ может иметь лишние решения, 
которые необходимо отбросить. 

Решение уравнения /4/ будет иметь вид /3/, причем коэффициен-
ты Ci удовлетворяют системе уравнений : 

N - 1 -1 
l С . < Х · 1 Т - (Е - V) 1 Х. > = О, 

i= l 1 J 1 

/51 

полученной проектированием /4/ на функции т- 1 lx i>. 
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Граничные условия, которым удовлетворяет решение /2/, вво­
дятся для уравнения /4/ с помощью такого выбора функций lx.>, 

w . 1 

которыи бы обесnечил nравильное nоведение 1 ф>. Это легко сделать, 

nоскольку j 1/J> и j xj > связаны соотношением /3/. 
Из /3/ следует также, что для лtобого х0 такого, что Е- V(xf}= 

N 
=0, должно быть I. с. Х· (х 0 ) = О. Это условие обеспечивает cxo­

i=l 1 1 

димость выражения /5/ в точке хо. 
Усnешное применение описываемой аnnроксимации, как всегда, 

зависит от того, насколько удачным является набор функций lx;>. 
Соотношение /3/, связывающее 1 ф> - и 1 Х; >, позволяет выбрать набор 
lx;>, обесnечивающий выполнение известных а priori свойств ре­
шения 1 ф>. Так, например, волновая функция n -го возбужденного 
состояния должна иметь n нулей, и есте~твенно поэтому выбирать 

функции 1 Х; > также имеющие n нулей. 
Для того, чтобы сделать однозначным выбор набора lх;>,необ­

ходимо наложить какое-либо условие близости приближенного ре­
шения к точному. Такое условие не только фиксирует наилучший 

набор lх;>,но и отбирает единственное решение /4/ для данного 
набора функци~ lx;>. Функционалы, минимум которых обесnечивает 
близость Т и Т на решении /4/ 1 ф >, имеют вид: 

-n 
FD = 1 <ф 1 (Т -Т) 1 Ф> 1, /6/ 

ФD 
N -
I. I<Ф; I(T-T) 0 IФ>J 2 

i=l 
171 

1 
-1 

где Ф; > = (Е - V) 1 х; >. 
Можно предложить и более тонкие сnособы отбирать nравильное 

решение.Например, в том случае, когда с хорошей точностью nолу­

чено решение /2/ для одного значения энергии Е, решение для дру­
гой энергии Е' может отбираться с nомощью условия ортогональ­

ности: 

1 <ФЕ 1 ФЕ'> 1 = min. /8/ 

Далее будем рассматривать одномерное уравнение Шредингера, 
возникающее nосле отделения угловой зависимости в случае сфе­

рически симметричного nотенциала V(l rl ). 
Тогда 

те = - _!!_ + .. Ш .. ±.д_ 
dx2 х2 . 

Ядро обратного оnератора 

е+ 1 
, 1 х< 

gf (х, х )= --- . --п-. 
2f + 1 х t 

2 > 

/9/ 

-1 
Tf' есть 

/10/ 

При решении задачи на собственные значения вычисление интег­

ралов, входящих в /5/, не вызывает затруднений, nоскольку функ­
ции IX; > должны эксnоненциально затухать на бесконечности. 

2 
В задаче рассеяния асимптотика имеет вид < х 1 Ф> i; sin(kx + о f). 

k =Е ,и необходимо доопределить сnособ вычисления интегралов 
на бесконечности. В теории рассеяния таким nредnисанием является 

введение бе~конечно малого затухания, причем затухание полагает­

ся равным нулю лишь после вычисления всех интегралов . 

В качестве иллюстрации получим выражение для фазы рассеяния 

о е nри больших энергиях k2 » V(x), когда о е « 1 и должно рабо­
тать приближение Борна. Ограничимся одной функцией <xl x e> 
= xjf (kx + о f ), которая имеет nравильное поведение в нуле и на 

бесконечности. Перепишем /5/ в виде: 

< хе ITe- 1 - k-2 1 хе = k-2<xe l V(k-2- VГ 1 
1 хе >. /111 

Вычислим интеграл: 

f 
. 1 [ -ffx f+2 . dygf(x,y)YJy(y+oe>=-- х dyy Jy(y +oy)+ 

о 2f + 1 о 

+ /+ 1 j dy у l-f )у (у + о у)] = xj f (х + of) - i.~ о у j -~~ j у (у + о у) х 112/ 
х х о (у + о f )2 

х l21'y + ор (f+ l)J- (f- о/+1 о f j dy j е (у+ о у>~-~~~~~ 
х yf+l (у+ оу)2 

Здесь мы дважды воепользавались соотношениями 

d [ n+ 1 . ( )] n+ 1 . ( ) -Z ) Z =Z ) 1 z, 
dz n - n-

/13/ 

~[j (z)z-0 ]=-i +l(z)z-0
• 

dz n n 

При интегрировании по частям в /12/ возникает величина 
lim у l-f j f-l (у+ 8р ) • В случае f = О эта осциллирующая величина 
у -+оо 

должна быть положена равной нулю в соответствии с соглашением 

о бесконечно малом затухании. Подставляя /12/ в /1/, имеем 

0f "" f + 2 х d f - f dxxie(x+Бe>l-гf УУ 2 )p(Y+Бe)[2fy+8e(f+l)]+ 2f + 1 о х о (у + о f) 
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f оо 2(f+1)y+f8f оо V() 
+ (f- 1)х +1 fdy jf (у+ of )-. --~----]=-k3 f dxx 2j1(kx + of )-х--/14/ 

х yf+1(y+of)2 о k2-V(x) 

2 
При малых Df ~ V/ k в случае f2 1 получим, разлагая подынтеграль-
ное выражение /14/ в ряд по of : 

2ое "" 
2f + тl dx xj f(x) [ f(f;; 2) 

Х f-1 2 oodyjf(y) 
f dy У j f(y) + (f - 1) f r + 2 J ~ 
о :х у /15/ 

00 2 
~k j dx(xj f(kx)) V(x). 

Меняя порядок интегрирования в левой части /15/, получим бор­
навекое приближение для фазы: 

йе = -k f dx (xj e(kx)) 
2
V(x). 

о 
/16/ 

В случае f= О также получается /16/, но разлагать по о необхо­
димо после интегрирования /14/. 

Приведем результаты расчета для задачи на собственные зна­
чения и задачи рассеяния для уравнения 

2 -р.х 

(_!__ + ~+ E)l Ф> =О. 
dx2 х /17/ 

Здесь в предельном случае р.= О /кулоновский потенциал/ урав­
нение /17/ решается точно. Выбирая функции lx> вида 

2 -Кх 
<хlх> =(1 - к х)Р(х)е , /18/ 

где к 2 = -Е , Р(х) - полином, получим набор решений, среди кото­
рых содержится и точное. В частности, для <х 1 х> = (1- к2 х) е-кх 
получается два решения с к 1 = 1/2 и к2 = 2/3. Первое из них 
является точным,и функционал на нем обращается в нуль, т.е. 

< Ф I Т-ТIФ>=О. 
При р. 1 О численный расчет был проведен с набором функций 

-р.х 2 -а· х <xlxi>= (e -кх)е 1 • Результатыприведенывтабл.1. 
Для отбора решений использовалось условие минимума величины 

t-. = [21 ('l'-_'!) 1 Ф1 2 • 
< ФIТIФ> 

Из т~бл.1 видно, что не слишком малые значения энергии свя~и 
получаются с высокой точностью при использовании всего двух функ­
ций lxi >.Аналогичная ситуация возникает при описании энергии 
возбужденного состояния. 

Величина !-.,определяющая погрешность используемой аппроксима­
ции, во всех случаях, кроме специально отмеченных, не превышает 

4 
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Табщща 

р. 
к2 к2 к2 к2 

OR о 1R 1 

.001 .24900 .24900 .06!50 .06154 

.0025 .24750 .2475! .060025 .06006 

.005 .245025 .24503 .05765 .05767 

.007!43 .242925 .24293 .05565 .05568 

.OI .240225 .24015 .053075 .053!0 

.0!25 .237725 .23773 .05090 .05088 

.0!667 .233750 .23374 .047375 .04738 

.025 .22590 .22590 .040875 .04096 

.03333 .2!8275 .2!827 .0350 .0350! 

.05 .203525 .20353 .024965 .02496 

.07!429 .!8560 • I856I .0!4985 .0!498 

.I .!6340 .!6340 .00605 .0060~ 

.!25 .!45450 .!4546 .00!698 .OOI7Ixxx 

.16667 .II8425 .1!8440 

.25 .07405 .о74()7С 

.357143 .033775 .озз7r 

.5 .005!43 .005I5x 
. - - ---- --·- - ·--- - ------ --·- - -----

-
2 2 v 

к0 R ,к 1 R - эне~гии связи основного и возбужденного состояним, 

полученные в 1/. к;, к~ - результаты расчета, представленного 
в настоящей работе. 

х результат получен с использованнем набора 4-х функций 1 х. > . 
xxs Функций 1 х i > ; t-. = s . 1 о-6 ; 1 

ххх5 функций 1 Xi > ; !-. = 1 ,66· 10-4 
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10-6 . Значение энергии не зависит от параметров функций lxi > при 
таких малых ~ < 10-6 . 

В задаче рассеяния в набор lxi > включается функция, обеспе­
чивающая правильную асимптотику: <х 1 Xi > = sin(kx + 8). Остальные 

-а. х 

функции имеют вид: <xl х .> =е ' . Вычисления производились для 
значения 11 = О, 401696, ч'то соответствует потенциалу, описывающе­
му 3s 1 -фазу NN -рассеяния. Значения фаз, полученные с исполь­
зованием 4-х Qункций lxi >, приведены в табл.2.Для отбора решения 
использовался функционал Ф 1 • Для длины рассеяния получено зна­

чение а= 5,06 Ф. Точное значение а 121 равно 5,47 Ф/. 
Приведенные результаты показывают, что предлагаемый метод 

может быть эффективнее конечноразностной схемы при решении неко­

торых задач квантовой механики. Эффективность метода тем выше, 

чем большей информацией о свойствах решения мы обладаем. При 

переходе к многомерным задачам квантовой механики, т.е. к проб­

леме нескольких тел, имеющаяся информация о решении может привес­

ти к выигрышу в трудоемкости вычислений по сравнению с конечно­

разностными методами, сложность которых быстро возрастает с уве­

личением размерности. 

Применимасть изложенного метода не ограничивается описанными 

выше примерами. Аппроксимация такого сорта мо~ет быть применена 

к более сложным краевым задачам с более сложными дифференциаль-

J:';1uлица 2 

Е /НэВ/ 8 8(1) 8(2) 

--
!76 .7604 .7289 .7770 

!52 .7928 .770! .8080 

!04 .88!0 .9064 0.9080 

72 .9725 !.0055 !.0!04 

48 !.0803 I.II9I I.I548 

24 I.28I8 !.2448 !.2432 

!2 !.5053 !.4872 !.4728 

------------
1! - фаза рассеяния, , вычисленная в 121 

8 (1, 2 ) - фазы, полученные в настоящей работе с разной точ-
носты'J поиска минимума функцианала Ф 1 . 

6 

ными операторами. Разбиение полного оператqра на аппроксимируе­
мую и неаппроксимируемую часть также произвольно и диктуется 

лишь соображениями вычислительного характера. 
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