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В класс ической динамике гамильтонова система с двумя степе

нями свободы интегрируема, если известен независимый от га

мильтониана Н интеграл движения К, 1 К, Н 1 р= О, 1 ... } - скобки 
Пуассона. При этом любая траектория системы в 4-мерном фазовом 
пространстве находится на одной из гиперповерхностей 1 Н= const, 
К = const 1. которые должны быть двумерными. Интегрируемость клас
сических систем с гамильтонианом вида 

2 р~ 
Н = i :1 Т + V(q1, q 2) /1/ 

установлена в ряде случаев, представляющих интерес для физи-

ки / 1-6 / . Недавно было показано, что исследование систем типа /1/ 
может быть полезным для решения вопроса об интегрируемости урав

нений Янга-Миллса в классической теории поля / 71. 
Для всех известных интегрируемых систем типа /1/ интегралы 

движения К полиномиальны по импульсам. Уиттекер/ 1 / нашел все 
потенциалы . V(q 1 ,q2),для которых степени импульсов в К не превы
шают 2. Общий вид систем /1/, имеющих интегралы движения, ку
бичные по импульсам, неиэвестен /некоторые такие системы удалось 
получить методом пар Лакса 1 3/ /. 

В этой заметке мы построим новую интегрируем/ю систему этого 

типа, пользуясь методом, предложенным Холтом 15 • 

В . общем случае интеграл движения К, кубичный по импульсам, 
можно записать в форме 

3 2 2 3 
К= Ар1 + Вр1р2+ Cplp2 + Ер2+ Fpl + Gp2 /2/ 

/А, В, ••• G - функции ql и q2/. 
Холт /5/ показал, что /2/ является интегралом движения, если 

выполнены следующие условия: 

I. А,В,С,Е- полиномы ПО ql,q2: 

3 2 
A=pq2+Лlq2 + Л2q2+а, 

3 2 
E=-pql+ p.lql + P.2q1 +е' /3/ 

2 2 
B=-Зpalq2-2Лlqlq2 +JL1q2 -Л2ql + pq2 +Ь, 

2 2 
С= Зpqlq2- 21l1q1q2+ Л l ql -p.2q2- pq1 + с 

1 р , Р, Лi , P. i , а , Ь , с , е - некоторые постоянные/. ,. ;.:'.·. , "' . 
( 1 

1 



II. Потенциал V(q 1 ,q 2 )удовлетворяет двум /в общем случае 
нелинейным/ уравнениям второго порядка: 

( У + Ф ( V ))V12 + 3EV2 - 3AV 1 + Ф'( V)V 1 V2 = О, /
4

/ 

(У + Ф(V))(V2 2 - V11)- 3V 1 (E+B) -3V2 (A + C)+Ф'(V)(V ; -V 1l = 0, 

где 

V; = aa v , V; i 
qi 

д2V 
aq~· 

i,j = l,2; 

2 
3 2 22 2 2 ~ 

Y ( ql, q 2)= --:rp(ql + q 2) +С 111 qi-ЛI q 2)(qJ + q2)+ <3 11 2 -:Л 2) 2 

q 2 
(3Л 2 - 11 2) - 2 + pq 1 q ? + (3е + Ь)а 1 - (За + c) q 2 , 

2 - . 

/5/ 

Ф- некоторая /в общем случае произвольная/ функция V. Коэффициен 
ты F и G связаны с У , Ф , V простыми соотношениями 

F = (У + Ф ) V 1 , G = - (У + F) V 2 • /6/ 

Система уравнений /4/ имеет решения только при определенных 
соотношениях между постоянными в /3/ и определенном выборе функ

ци и Ф(V); ее общее решение неизвестно. Все нетривиальные частные 
решения /такие, для которых : к не сводится к комбинации интег
ралов движения, содержащих низшие степени импульсов/ получ е ны 

при постоянных коэффициента х А , В , С , Е. Это, наприме р, це
почка Тода ' 4 1

, системы Калодже ро :1 ' и поте нциал, найде нный Холтом, 

( 2 4 2 ") - 2/ 1 
V = ql + 3 a2+" q 2 . 171 

Мы покажем, что нетривиальныi в указанном выше смысле реше
ния могут существовать и в том случае, когда некоторые из коэф

фициентов А , В , С , Е за висят от q 1 и q 2 • Выбирая noc тоянные 
в /3/ таким образом, что А = Е = О, D = q 2 , С = -q 1 , с огласно /5/ 
получ им 

Y = q l q 2 . 

Система /4/ может быть nредставлена в форме 

( q 1 q 2 + Ф ) V 12 + Ф 'V 1 V 2 = О • 

(q 1 q 2 + Ф )(V22 - V11 ) - 3(q 2V1 - q 1 V 2 )+ Ф' (V ~ - v i) = O. 
!81 

2 

Структура уравнени й /8/ допускает зависимость V от одного аргу
мента: 7J = q1q2 , V = r(1J) . Действительно, в этом случае /8/ эквива
лентна системе двух обычных дифференциальных уравнений для двух 

функций, Ф(r(1J)), r ( ТJ ): 

(1J + Ф )(r ' + 1J r '1 + ~; 1] r' 
2 

= О , 

( 1J + Ф )r" + 3т' + ~; r' 2 = О. 

Нетривиальное решение /9/ может быть легко найдено: 

Ф (т) 2(2... ) · 3/ 2 
л 

V = T ( Тj ) 
-2/ 3 

Л7J • 

191 

/10/ 

Здес ь Л - произвольная постоянная. Соответствующи й потенциалу 

/10/ интеграл движения К согласно /3,5-6/ имее т вид 

K = P1P 2(p1q 2 - p 2 q l ) + 2 Л (p 2 q 2 -

2 2 
(pl- 2 1I)pJql- (р 2 -

-2 / ! 
plq] )( qlq 2) 

2Н )p 2q 2 • 

/111 

Еди нственным интегралом движения классической с ис темы с потен

ци алом /10/, содержащим импульсы в степени ниже 3, является га 

мил ьтониан Н. Поэтому инт е грал К не може т быть nредставлен в ви
де комбинации более простых интегралов движе ния, полиномиальных 

по импульсам. 

Вопрос об инте грируемости квантовой сист емы с гамильтонианом, 

опр~~еляемым потенциалом /10/, является открытым. Скобки Нойа

ла В функций Н и К не обращаются в нуль: 

IH.KI\1 ~ sш[J..h ( f a< ll ) д(К} 
h 2 i = 1 11; Р; 

д( ll ) 
Р; 

( К } ) 
дq . ]H (pl,p 2,ql,q2 х 

' 

х к (pl , р2 , q 1. q 2) 
5h 2 

-8 / 3 2 
81 ( qlq 2) (QI + 

2 
q 2 ) • 

Этот факт не позволяет пос троить известными способами квантовый 

инт е грал движения. Прямым вычислением можно убедиться, что при 

к анонических соотношениях коммутации между операторами р ; , Q; 

не с уществует каких-либо поли номов по импульсам степени не вы-
р2 + р 2 - 2 /З 

ше 3, коммутирующих с Н = 1 2 + Л (q q ) . 
2 ] 2 

Таким образом , этот гамильтониан , как и гамильтониан Холта 
/71 19 1

, возможно , является ~римером неинтегрируемого в квантово
механическом смысле. Причиной этого, как уже отмечалось в/9/ , 
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по-видимому, является неопределенность при упорядочении опера

торов Pi , qi в соответствующих классических интегралах движения 

типа /11/. 
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Новая интегрируемая классическая система 

с двумя степенями свободы 

Р4-83-222 

Показано, что классическая сйстема с гамильтонианом 
2 2 

Н = 
Р + Р -2/З 1---2 + Л(q 1 q 2 ) обладает интегралом движения 

K=PrP2(plq2- P 2q1) + 2Л(р 2 q 2 - · p1 q'1)(qiq
2

)-
21

\ квантовая 
система с тем же гамильтонианом не имеет отличнь~ от Н 

интегралов движения, содержащих импульсы в степени, не 

превьпuающей 3. 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 
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Inozemtsev V.I. Р4-83-222 
New IntegraЬle Classical System 
with Two Degrees of Freedom 

It is shown 
2 2 

that а classical system with the Hamiltonian 
Р 1 + Р2 -2 /З 

Н= - + Л(qlq2) possesses а constant of the motion 
-2 / 3 

К = PrP2(plq 2 - P 2 q1) + 2Л(р2q2- PrQr)(qlq 2) ;the quantum 
system with the same Hamiltonian has no other than Н con
stants of the motion, polynomials in momenta being of order 
not higher than three. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Theoretical Physics, JINR. 
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