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I. BВ!i)l!WИ"R 

Целью работы является исследование систе~ш аксиом, которая 

совпадает с колмогоровекой аксиоматикой для теории вероятностей, 

за исюпочением аксиомы сложенил. Последнлл гласит, . что вероят­

ность объединения непересекакJЦИХсл событий д и В равна 
сумме вероятностей А и В • Эта аксиома заменлетел другим 
законом аналогично тому, как nростое сложеJШе нере.ллтивистских ско­

ростей заменлетел известным законом еложенил релятивистских (nа­

рал.ле.льншс) скоростей. 

У.каJtем два возможных физических приложеJШл неаддитивншс 

"вероятностей". 

Решение q> уравненил Шредингера для N невзаимодействуКЩИХ 
частиц, как известно,равно произведению волновых функций отдель­

ных частиц: 

cp[ xJ,xJ., ··· х)/ ) = i{JtxJ)tf}.{,.~) ... tfN{~N) (I) 

Это обстоятельство важно для вероятностной интерпретацки вол­

новой фуню1Jш 'f , nосКОJIЬ.ку известное nравило ~ожеJШЛ веролтнос­
ностей независимых событий следует из (I), см. • Далее мы пока­
жем, что это прави.ло жестко свлэано с законом сложенил. IIусть те­

перь в уравнение Шредингера введен нвЬнейный член вида F { 'Р) ер. 
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Тогда (I) ужэ не шлеет места, КВR правило, см. ,например, 121. Можно 
предпОJiожить по это~, что в будущем нелинейнам обобщении квантовой 

механики прави.ло умножения будет другим, иак и закон можения, см. 

далее раздел 3, Исмедование неаддитивных "вероятностей" может 
иметь значение как предварительный этап в попытке построения нелиней­

ной квантовой теории. 

Другим примером применения rюжет быть теория "скрытых перемен­

ных", призванная восстановить причинность в теории микромира. Эти 

перемеюше нена6Jщцаемн (скрыты) по определению, и nоэто~ расnреде­

ления по ним могут ' 'е иметь свойств относительных частот результа­
тов на6людений, см. 3 и далее раздел 4. 

Раздел 2 посвящен кратко~ изложению аксиоматики теории вероят­
ностей. В разделе 3 исмедуетоя масс естественных обобщений аксио­

мы можения. Все они оказываютоя эквивалентнш.m в векотором омнме 

обычно~ можению. С nомощью этой эквивалентности в разделе 4 обоуж­
даютоя физические nриложевил неаддитивных "вероятностей". Результаты 

работы суммированы в ЭаК11ючении. 

2. АКСИОМАТИКА ТЕОРИИ ВЕfОЯ'ДЮС'ШЙ 

2 о I. МСИОМЬJ Крлмого оова 

Исходным понятием явл.яетсл множество Q елементарных собl:l'l'ИЙ 
( nример тЕU«>го события: - выnадение КЕU«>й-vшбо грани игральной кости), 
Его воевозможные подмножества А , В , ••• нaэьmam'CJi событиями 
( пример: выпадение грани с четным чимом очков). Д11.я А , 8 , •.• 
определены медупцие операции: объединение, и.пи взятие суи.ш: AV В ,или 
А+ В ( А или В ) ; пересечение,и.пи произведение: 11 n l3 ,или АВ 

( А и В ) ; допОJIНение А к А (те з.пементы S? , .которые не 
принадпежат А , т. е • событие не - А ) • К множе отву всех событий 
добавляется елемент О - невоsi'ЮJШое событие. моиою I гласит , 
что пмученная алrебра собl:l'l'ИЙ F является булевой. Далее мы испОJIЪ­
зуем медуnцие свойства этой алrебры: 

1/+В=Е+А АВ=ВА, 

А -t l 13 +С) =(А-+ 13 ) + С , А { 8 С ) = 1 А 8 ) С , 

А (!З + С )= А /3+1/С . 
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(2) 

(3) 

(4) 

Это ко~ативнне, ассоциативные и дистрибутивный законы соответ­

ственно. 

ДКоиома П: каждо~ елементу А € F .соnоставляется неотрица-
тельное дейотви1.'ельное чимо Р( А) , называемое вероятностью. 

Аксиома щ, Число P(Sl.) ,conocтaВJIJieмoe все~ множеству S? , . 
должно быть равно r. 

Авсиома можешщ IY: если д , 8 не пересекаютоя, то 

Р{А+В)= POiJ+ Р(В) 
. (5) 
Подробцос'!'Ц см. в 14/, а также в . других изложениях теории 

роятностей /5-?/, 

2. 2. Лопо.лнительные сщсиомн 

ве-

Несrютря на употребление терминов "событие" и "вероятность", 

ничто в перечименных аксиомах не указывает на то,что РfАJесть 
именно вероятность. Они оnределяют специальный мучай общей тео­

рии меры,и PtA) может, например, тОJiковаться как величина, про­
порциональная ве су или объемУ 1\УСка А некоторого тела. Теория 
вероятностей вццеляетоя из теории меры с помощью таких понятий, 

как" случайность" и "не зависимые многократные испытания", см.'/ 4/, 
гл.I, § 5. Д11.я наших целей удобно сфор~лировать их в виде двух 
доnолнительных аксиом. Из них возможно будет вывести, что РtЛ) 
имеет смнм относительной частоты появления события 11 в много­
~тцых испытаниях (относительно понятия испытания см., например, 
/5,6/), 

Аксиома случайности. 311емент А f r= называется случайнЬ1м 
событием , если nри исnытании он либо наступает (осуществляется), 

либо нет. ИсRJIЮчением является мучай Р 1 ~ J = 1 , тогда событие 
обязательно наступает в каждом испытании. 

Из-за свойства случайности Р f Л ) не может быть определе-
но в одном исnытании . Необходимы многократные независимне испытания. 

Это nонятие rюжно раскрывать КВR пряrюе произведение N множеств 
~ (одновременное бросание N одинаковых костей) . Обозначим 

его S2 ..v • Рассмотрим медущее составное собнтие: на первой 

кости наступило событие At , на второй - А2 и т.д. Оно может 
быть представлено как nересечение n оледуХЩИХ событий из Я..v : 
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A.t /Н2 ... ll Q ( ВШiало AJ. на первой кости и что-то на 

остальных), Q n Al. n Q ... ПQ и т.д. ~ro пересечение мы обоэна-

чим 

A.t liJ..'" AN. 
Дксиома умножения. Мера любого составного события AJ AJ ... AN 

ра:вна произведению p{A,JP{IIz.) ... PtAIIJ)ecли испытаншt неэави-
х) J 

СИМЫ , 

Покажем, что аксиоМУ умножения можно заменить другим пОJiоже­

нием качественного характера. 

Дксиома независm.юсти. Если испытаншt независимы, то мера лю­

бого события из QN есть непрерывная фун.кция одних ТОJiько мер PIA) 
событий из исходного множества F при JII06ш чимеющ:х; значениях 

Р( А) (Удовлетворmцих ,коне'Шо, аксиомам П и Ш). Помеднее 
умовие есть существенное отличие от аксиомы умножения. 

Те0оома.Аксиома умножения следует из аксиомы независимости . 
доказательство. Пусть Pf А, Az. . .. A,v) есть некотора11 фушtци'я 
rrr. {fJ, р2, ... р~,~) вероятностей р; = Pr А;) , Ai б F • Некоторые из 
аргументов f~, р2 , ••• f>AI могут совпадать (как, например, в 

случае , когда N бOJiьme , чем число элемеН'l'Ов F ) • Рассмотрим 
событие 

(A/+A,'')AJ. ... Ао~~:(А:+А,")~ 1 .!):. A:1.A3 ... A.v. 

Раскрывал сокращение {А,'+ A,''JAJ .. . А..., и иопОJiьэуя (4 ) , получаем 

(А,'+ А,")~ : (А,' т А,") n Q ... М2 !lJ = 

={A,'nrl ... nn.-+ A,"nn. ... nn)2: A,'.2J+A,''2 

В силу аксиомы сложения rr имеем ддя непересе.капцихся А,' и А," 

х)В книгах no теории вероятностей этот (соответственно 
измененный) тезис рассматривается как определение неза­

висимых испытаний. Я предпОJiаrаю, что это понятие оnре­

деляется отдельно в каждом приложении теории вероятнос­

тей при помощи соображений, не использующих этот тезис. 
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р ((А,' + А.'')~) = Pf A,':z> + А,"~)= р (А,' :Ь) + р( 11/'JJ) . 

Это соотношение означает, что фушщм rn {р,, Р~, ... ) = Р ( ll,ll~ .. .) долж­
на обладать свойством 

т ( f•' т f,''J р"' ' ... fн) = rn{p,') f2, ... f,y } + т (р,'~ ,P:l.J .. . /'N) . (6) 

ПоскОJiьку (6) должно иметь место при любых ,о,' и р;' , то мы имеем 
ддя ~ известное функциональное уравнение Коши по отношению к первоМУ 

аргументу: т {xt !j, ... ) =- rn {}1, ... }нn(ij, ... J.Eгo непрерьmное решение имеет 
вид m {р,, Р2 ... fнJ = р1 ifj{;", ... р,..), где 'f{f:>., . .. р,.. ) -пока проиэволь-
нал фун.кция, см. 2.II в 1. Рассуждал аналогично относительно зави­
сш.юсти т от других аргументов, получаем, что rn {fJ" р, 1 ... (',...) = 
=С pJ ~ ..• Рн • Аксиома Ш дает 

j: РСПн) = Р(ГL fl ... n ) =h1 U,l, ... l) =С. 

Таким образом, Р (А, ДJ. ... 11 N) = fJs Р.2 ... f' N , что и требовалось доказать. 

2.3. Частотное истолкование аксиоматИческой вероятности 

Рассмотрим составное событие, состоящее в том, что в ~ из IV 
одинаковых независимых испытаний осуществляется некоторое событие 

А , а в осталышх N- М испытаниях событие А , т. е. не -А. 
В учебниках теории вероятностей с помощью аксиом сложеmtя и умно-

жения ддя меры РА {м) этого события вьmодится выражение 

fl [М)= N.' [ P(I+J] м {j- PfA)J N-f\1 (7) 
М! {N-M)! · 

Это биномиальное распределение по М имеет макст.wм при Mrn .. lf=N•P/11), 
и он тем резче, чем бОJiьше /V • Рассмотрим вероятность Pll того, 

что относительная частота M/N находится в малом интервале 

(Р{А)-Ь.) P(A)+LI); 

PtJ = r...:: м_ РА (м) М.; :: (р (А) ~А) N . (8) 

Согласно закону больших чисел Р11 -+ 1 при N _... ""' при 
сколь угодно малом t. > О • Это означает, что м 1 N обязательно 

находится в :ш~тервале { PfA)- о, Р/ n 1 + L) ) в пределе N _. - (см. 
.Аксиоцv случайности) • Мы пОJiучили точную ФОРМУлировку определения 
вероятности по Мизесу: Pfll) =!.<т М IN при N 4 ос 
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3. НЕАддИТИВНЫЕ ''ВЕРОЯТНОСТИ" 

Пусть Ai и А.2. - два непересеRШJЦИХс.я события и ~ и ~ 
действительные числа, которые им приписываются(ср.с Аксиомой П 

в пре.zщцущем разделе) • законом композициn w, и wL будем на-

зывать фунRЦmо S ( w,, и ... ~) , sначение которой есть действительное 

чиоло, приписнваеtюе событию AJ. И AJ.. Простой пример: s (w,, ~) .. W.+ ~ 
Более СЛОЖНЫЙ ЗакоН КОМПОЗИЦИИ: . 

$ ( W11 W~} = (W, t ~) [ J. + W, W..1 /1<...2. Г1 . (9) 
Числа w = W(Я}, подчиняпциеся неаддиТИВНОЬ\У' закону компози-

ции, будут называться квазиве роятностями. 

Вместо аксиомы сложения IY теперь принимаем 

W{ A+ 13) == S. (wtд), WUl)): W[AJ@ W{IЗ}, (5I) 

еоли А и В не пересекаются. Аксиому I оставляем неиэмеююй , 
как и аксиому П : W(A) ~О, и аксиоft\У Ш : W(Q) = J. 

Из овойотв коммутаТивнести (2) и аоооциативнооти (3) алгебры 
событий F вытекает, что операция S wm @ до.лжна быть 
коммутативной и ассоциативной: 

W{A)@ W(B) =W{JHB)= W{/З+А)= W(B){i)Wiд}, 

W ( f.l) @ [ W{JЗ) f±) W( С) J :::: W (Л -+ { f3 + с)) :: 

= W( (Я->S) + С) =[ W{A)@ W{В}]ф W(C). 

(IO) 

(II) 

Аксиомы случайности и независимости формулируются так же • как 
в 2. 2. Но теперь IS:вазиве роятность т ( w, , . .. w,i..) составного события 
из QN не равна проСТО!.\1 произведению квазивероятностей w1, ... wN. 
Дейотв-9д точно так же,. как при доказательстве Теоремы из 2.2. 
получим, что вид функции т { wJ, . . . WN) теперь должен определяться 

системой фуиюJJtональных уравнений вида 

'ln(S (w,', w,") , w ... , ... wн)=S(m(w:' wJ ••') ""'(W, '' w w,l) ) 
JJ " ' ' "N J " ' 1 1 ~ ... NJj (I2 

о заданной фун.кцией S ( выписано уравнение по первоft\У аргументу). 
Подчер.кнем ,что (I2) может рассматриваться и как уравнение ]1}Ш S 
при qикоиро:ванном т • Уравнение (I2) далее не будет об~аться , 

потоьw что вид -rn может быть найден более простым опоообом, ом. 

далее конец пуккта 3.3. 
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Я не обсуждаю здесь вопросы типа: как определить среднее зна­

чение ми фунiЩИЮ кoppeJIJ~IЩИ; чем заrюняетс.я понятие интеrрала (не­

обходш.юе, когда случайная величина непрерывна). Моей целью будет 

нахождение масса возмоzных нелинейных ассоrщативных mкано:в компози­

ции. 

з.r. Ассощативные законы ISОМПОЗИЧИИ 

Потребуем, чтобы законы композиции, кроме свойств (IO) и (II), 
о6Jrадми бы еще двумя оледуuцими естественными свойствами: о< и ft. 
В аксиоматике Колмого ро:ва , где закон .композиl.!ИИ задан, эти свойства 

оледуют из аксиом П, Ш, IY. 

о< ) Квазивероятность невозможного события О равна нулю: Wl 0)=-0. 
Значения всех остальных квазивероятностей лежат в интервале (O,I). 

В частности, это означает, что еоли Щ, w~ 6 (О, 1 ) , то и 
S(w,,w.._)EO,i • Далее, из W{A+O)= Wt~)(i) Wto): W(A} 

оледует, что w @ О = w ми S ( О, w) = s ( w, о) "" w. 

Эти свойства фактически усиливают аксиомы П и Ш. В аксиоматике 

Колмогорова из Ш и ( 5) оледует 

1 =- PCQ+D)= 1.+ Pto), 

откуда Р{о) =О. Далее из Ш и (5) оледует Д11Я любого А . , что 

1= P(A }+P{i[) 

Еоли сумма неотриiЩтельных, согласно п, :величин POn и Р(Л J 
равна I, то .каждое из них не иревосходит I . 

f!> ) S ( w., w~) должна быть непрерЬ~Ш_~ой строго возрастапцей фун.к-

цией своих аргументов: еоли w~ > w, , то s ( w, w ... ) > s ( w, w,) 
( и S L w~ , w) > .s ( w1 , w) , посКОJIЬку S коммутативна) • 

Это свойство оправдывается соображеНИЯМИ типа: еоли .к w "при­

бавляется" по закону (±) ненулевая квазивероятность w 1 , то резулъ­

тирупцал квазивероятност:q должна быть бОльше w и w' 
Теперь воспользуемся общим решением уравнения ассоциативности 

S(S{u,v-), w}::: S (и, S{v, w)} 
(IЗ) 

в поле действительных чисел, ом/81, раздел 6.2. ОНо имеет следу!ЩИЙ 
вид: 
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!){v, w) = f ( f-J {11/ + ГJ {w)), (14) 

где f- любая действительная, непрерывная и строго возрастаJаЦая функ­
ция ( 14) имеет место при следуJ<JЦИХ условиях: значения Ll , w и 

5(~ w) принадлежат некоторому заданному интервалу ( у нас это ин-
тервал (0,1) согласно о<); S обладает свойством fi (является 

redиL· i6(e по термкнологии 6.2 в /8/). 
Смысл ( 14) следуl(IЦИй: берем некоторую фун.!{!Щю J , преобра-

зуем 1l и w в другие действительные числа p=f-1tv) и q =f-1tw), 
используя обраткую функцию j-1 , внчисллем сумму р+ 9, и затем 
f ( р + q,) • Получаем число S l llj w) , соответствупцее v и w , т. е. 
некоторый закон композиции. 

Можно переписать (14) в виде 

f-1(S{v,w)} =J-1tv)+f-1{w)' (15) 

откуда следует, что ГJ {\Т! и f -1(w) просто с.кладываются, когда 
квазиверолтности 11' и w подвергаются композиции S ( v; w). 

Еще одна полезная форма ( 14) имеет вид 

S(f(p), fft;J} = f{pтtj}. ( 16) 
Отсюда видно, что получеrеsые законы S оказьrваются также и комму­

~ативннми , см. 6.22 в 18 • 
Если закон S задан, то ~о найти f , решая фун.!{!Щональное 

уравнение (16). Оно обсуждено в 81, раздел 2.2. В частности, его 
непрерывные решения .f существуют, когда р, q, ;н IJ r:: ( О. f) , 

ПрИ УСЛОВИИ, ЧТО S ( V1 W) еСТЬ НеПрерывная И СТrГО ВОЗрастаnцая 

функция v и w (свойство j3 ) , см. 6.2.3 в 8/. 
заметим, что S (j {р), j(p}): f{p! ввиду (16). Поэтому нулевОе 

значение р-:. О соответствует нулю операции S , т. е. нулево-
му значению W= О , см. свойство о< 

Далее, решения уравнения (16) обладают следупцим свойством: 
если f[p) есть решение, то и f[Cp) -тоже решение ( с -JIIO-

Jaя действительная константа). Любое решение j{pjдOJJЖНo принимать 
значение 1 (при лекотором р ) , поскольку S принимает это зна­

чение (например, s {W(II), w(li)-= wtn) =J>. Мо~о выбрать такую констан­
'УУ с , что f tcpJ будет принимать значение 1 при р = 1 

Итак, можно выбрать такое решение (16), что наJЩЦУ с jto)::O 
будем иметь также f l1) = 1 • Тогда преобразование w =- f { р) пере-
водит интервал (O,I) значений р в интервал (0,1) значений w . 
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3.2. Примеры 

Закон Ll .. w =-(V+ w )[1 + о1. v w) оказывается неассоциативным 

и nоэтому песовместим с аксиомой 1. 
Закон ( 9) ассоциативный. Обсудим сначала случай к< t . Рас-

смотрим равенство W/A)EPW(д/=.1 в случае, когда J<.< WIA)c:.J . 
Тогда можно nоказать, что WIAJ(i) Wtд) не может превосходить WtAJ, 
т.е. не может равняться 1, какое бы значение из (0,1) не nринимала 
квазивероятность W{ д) • Равенство W{A)(J) W(Н)=iпри К.<- i и 
WlA)>O возможно только в случае,еСJШ W(A) превосходит 1 или даже 
отрицательно. Поэтому закон (9) в случае К< 1 несовместим с акси-

омой п. 

Если S задано равенством ( 9) с к > 1 
принимает вид 

то уравнекие (16) 

[fM+fi~J][1 +ft•)fi!J)fк:~,]-J =jfx+ if) (I7) 

Его неnрерывные решения имеют вид }{х) = k thc,x, см/81, 2.2.8, при­
мер (3). Они могут быть получены методом сведения (17) к диqфJренци­

альному уравнению. В неев.клидовой геометрmi w = к th с х называется 

отображекием Бельтрами, ом., наnример, раздел 11 ~9/. Преобразование 
W=ftp) , о6ладащее свойством /(1}=1, имеет вид W=kthc'p. 
где С 1 есть корень' уравнения к th с ~ = 1 

3.3. Эквивалентность аксиоматике Колмогорова 

Соотношения (14) или (15) фактически означают, что любой 
ассоциативный закон композиции S { v. w) , о6лад81001Ий свойствами <Х. 

и fl , эквивалентен обычному закону сложения. Функция } ' , описан­
ная в конце nункта 3.1, осуществляет изоморфизм между новой аксио­
ма'УИкой и колwоrоровской. Этот изоморфизм обеспечивает существова­

ние матема'УИчес.ких моделей с любым законом композиции s l llj w) 

вида ( 14). Далее из изоморфизма следует, что если мы npИI1ШIIeм событи­
ям не числа W , но другие числа р:: f -J {wJ, то с р можно обра­
i!tВТЬся,как о обычными вероятностями. Позтому мы можем из6ежать гро­

tЮЗдюtХ вычислений, испольэуnцих новые законы S и rn 

Надо оначма преобразовать квазиверолтности w в обычные ве­

роятности р :: f •t { w) , затем выполнить необходимые вычисления с р , 
исnользуя обЫЧIШе сложеюrе и умножение, и в конце возвратиться к 

кваэивероятностлм W= f {р) , если это нужно. В частности, новый за­
кон tпl w1, w.~., ... wN) может быть получен из закона умножения, если в 
нем заменить р на /-1 (w). 
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3.4.Квазивероятности и относительные частоты 

Получим связь между квазивероятностью w и относительной 

частотой, используя только что описанный способ. Сначала получа-

ем р = J -~ 1 w). Как известно) связь р с частотой М описывается 
распределением (7). Возвращаясь к квазивероятностлм, мы дОJIЖНЬI 
заменить р = piA) в (7) на w=/fpJ и заменить РА (М) на ~ fM}= 
: J ( Р.~+ (111)) • Первал замена означает, что ЧИСJIО Мтм< IN =р 
не будет совпадать с w = /{р) , вообще говоря. Вторая замена 
приводит к деформаrщи зависимости WA (м) от М по сравнению 

с Р..4 {IИ) • Покажем, что эта деформация фактически не смещает 
максимум распределения при N ..... "" • Напомним, что вероятность 
Р4 того, что относительная частота М/лt находител в интер-

вале (р - А) р+А ), см. (8}, стремител к 1 при N --..:10 • Соответ-
ствуnцал квазиве роятность W 4 = J ( Р 4 ) тоже дОJIЖНа ~ 1 , 
поскольку j(x) непрерывна и j(J)::J • Это означает, что рас-
пределение Wм l м) концентрируется в той же области частот 

м_<М<М+ 'см. (8}, что и PA { .Af!) , eCJIИ N достаточно 

велико. 

Итак, мы получили, что W{A)i: ~'т '-1/лt , N-'"- • Воз-
никает естественный вопрос: не лвллетсл ли это не равенство в 

какоr.t-то смыСJiе самоочевидн:ю<? Ведь принлтие аксиоl'ttlсложенил оп­

рав~ется ссылкой на свойства относительных чаgтот, см., нап­

ример 41, гл. I,§ 2. Обсудим соответствупцую схему рассуждений. 
Пусть события А и в не пересекаютсл. Пусть в серии из N 
испытаний А осуществлялось МА раз и В наступило Мв раз. 
Во-первых, замечаем, что Мн.в = МА + Мв в каждой такой серии. 
Во-вторых, Мр, /N и MR IN стремятел к Р(14 \ и Р ( FJ) при 
N _."" и мы получаем Р(А + /З)" PIA J + Р(В) • Подчеркнем, что в этом 

выводе имеется трудность на втором этапе. Соотношение Pf 11) = l.tn М4-
Может быть получено в рамках аксиоматики теории вероятно·стей, 

см. 2.3. Но при этом используется аксиома сложения, так что вместо 
вывода мы имеем логический круг. Подход Мизеса состоял в принл-

тии Р{А)= t.m MA JN в качестве определения вероятности. Но . 

этот подход ветречаетел с математическими трудностлми,см.§ 7в /5/. 
К тому же МЫСJIИМЫ и такие пряложенил теории вероятностей, 

когда нет и равенства МА•в : МА + Мп • Например, имеем три оди­
наковце кости. У первой нанесены очки только на грань А (ос­

тальные пустые) , у второй - только на грань В , у третьей - на 

грани А и 8 • Кости бросаютел одновременно N раз. Тогда, 
вообще говоря, MA•n ~ МА + Мв ( М11 • 8 - частота вшщденил гра-

ней А или В на третьей кости) • 
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Поэтому наш вывод неравенства WIA):F i tm M11(N может рассматри­
ваться как строгое доказательство интуитивно очевцдного утвержде­

ния : дл.я описания относительных частот необходима именно аксиома 

СJiоженил КоJu.югорова (вместе с остальными аксиомами) . 

4. О ФИЗИЧЕСКИХ ПРИЛОЖЕНИЯХ НЕАДДИТИВНЫХ КВА3ИВЕРОЯТНОСТЕИ 

Известно, что~товал механика реализует аксиоматику теории 
вероятностей, см/ • В таком же смыСJiе другая физическая теория 
(напр~р, будущая нелинеймал квантовал теория ) может реализовать 
рассмо':J,'ренную аксиоматику . Ввиду установленного выше изоморфизма 

квазивероятностей и вероятностей такал теорил ,наверное ,может быть 

переформулирована так, чтобы реализовывать обычную аксиоматику ве­
роятностей. Но переформулировка может неоправданно усложнить фор­

мализм теории в других отношениях, так что исходная формулировка 

(реалиэуnцал квазивероятности) окажется предпочтительней . 

Было показано , что квазивероятности не могут быть интерпре­

тированы как относительные частоты результатов на6лющений. Для опи­

сания поСJiедних квазивероятности следует трансформировать в обыч­

ные вероятности о помощью функции f , см . з . 1. Таким образом, 
связь теоретических величин с наблюдаемыми окажется еще более уо­

ложнеР.ной , чем в квантовой механике, например. 

Рассмотрим более конкретно одно возможное приложение квазиве­
роятностей к проблеме приЧЕННого описания микролвлений с помощью 
"скрытых переменных". 

4.1 . "Скрытые пеооменные" и не равенство Бел.ла 

Рассмотрим два электрона в синглетном состолнии, движущие ел в 
противоположных направлениях. Когда они находятел далеко друг от 

дРуга , ИЗмеряютел проекции ИХ СПШIОВ На ТРИ направления ; Wl , W~ 
w1 • Результатом smллютсл на6люденил проекций +I/2 или - I/2. 
Согласно квантовой механике вероятность того, что у электронов ока-
жутел проекции + 1/2 и + 1/2 на направления iii.._ и w3 , равна 

/ < LD+ { W;) tf+ l Wз) / S i ngfet) / 2 = J. JA'n2. J. {1.1• , ) 
1' ~ z • (18 

где -8,з - угол меJЩУ t:J, и tiJ3 • Теория со "окрытш.m перемен-
ными" дОJIЖНа давать определенные результаты наблюдений дл.я .кццой 
пары электронов. Некоторые началЬНЬiе значения "скрытых переменных" 

ведут к результату + I/2, другие к -I/2. Но начальные значе~ ~е­
известны, разные · значенил . имеют разные вероятности. Вигнер/ IO 

ll 



показал, что если ве.(Х>лтность (I8) может быть объяснена таким 
образом, то она должна иметь вид 

1 . l. 1 ~ ь р I .Hh :rv•1 =,-J + 1 • (I9) 

Здесь PJ. и Рз обозначают ве.(Х>лтность нахождения начальных значе­

IIИЙ "скрытых переменных" в таких областях, которые приводят к ре-

зультатам + I/2 и + I/2 в направлениях -4 и W1 • Могут быть вы-
ведены еще два сходных равенства: 

f .St"nt { il," -= (JJ -+ fJ J. ~ fJ, (20) 

± .S 11'1.1 { ilн = Р2 + Рз ~ Рз. 
(2I) 

Все ве.(Х>.ятности р в правых частях (I9)-(2I) неизвестны: , но из 

(I9)-(2I) следует неравенство 

:1 St'n 2 { ~, 3 ~ I .lt'nl f {},.1 + f St'ri2 f ~21 • (22) 

Это есть пример так называемого неравенства Беллах>. Неравенство 
(22) не выпол~етс.я при ~Iогих конкретных значениях углов 8, 3 

{;f,l. , tf1. 1 IO/. Это означает, что равенства (I9)-(2I) неверны:: 
квантовые ве.(Х>лтности не могут быть объяснены "скрытыми перемеJШыми". 
F.цинственное ограничивакщее предположение по поводу свойств "скры­

тых перемеJШых" 6wю сделано при выводе этих равенств: эти пере:.шн­

ны:е "локальны:", т. е. результат измерения с первым элект.(Х>ном не 

зависит от ориентации w, , ~.. или wJ уст.(Х>йства, измеря!<1Цего 
проеiЩИЮ спина вто.(Х>ГО элект.(Х>на (напомним, что измерения с разными 

элект.(Х>нами П.(Х>изводSIТся далеко друг от друга) • Это предположение 

настолько согласуется со здравшt физическим смыслом (чего нельзя 
сказать , например, о квантовом принципе редукции при измерении), Ч'l'О 

бwrи в~g;нены: эксперименты по П.(Х>верке неравенств Белла, см., нап­

ример, 13 и ссWJки, приведеJШые там. 

х)Обычно неравенство Белла записывается~ ~кции корреляции 
(результатов измерений п.(Х>екци:й спинов) II • Далее .я собираюсь 
использовать Iсвазиве.(Х>лтности для "скрытых переменных", но 

функцая корреляции для квазиве.(Х>.ятностей не бWia определена, см. 

текст перед 3.I. Подход Вигнера не нуждается в такой ~кции, 
ис/'f:!Jз·уются только сами ве.(Х>.ятности (сходное изложение см. 
в , часть Ш, раздел 4.7). 
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4.2. Могvт ли квазивеоо.ятности изменить неравенство Белла? 

Пусть разНШ~ начальНШ~ значениям "скрытых переменных" припи­

саны квазиве.(Х>лтности w , а не обычные ве.(Х>.ятности р . Мы не 
можем просто переписать (I9) в виде 

1 о · .. 1 а r~ 2 ,.ln ~ v, 3 = W4 & w3 , (I9I) 
потому что результат композиции W, ~ Wз должен быть обычной 
веролтносТ'ЬЮ.Действительно, правая часть (I9) или (I9I) является 
обычной квантовой веролтностью (или величиной, сопоставляемой наб­

людаемой относительной частоте результатов + I/2 и + I/2 в напРав­
лениях iiJ, и w3 ) • КВазивероятность w, ~ w1 должна 6ыть преобра­
зована в обычную вероятность с помощью функции 1·J , прежде 
чем приравниваться J: .rin .. i {713 х). Но тогда получаем 

1 ' 2.' ;-f( ) ;-l( ;-J ) з:S~n2:!1, 3 = wJ(i)W1 = w,)+ (w2 =-fJt+flз 
(23) 

Бwхо использовано соотношюmе (!5). Левая часть (23) оказывается 
той же функцией обычных вероятностей PJ и р3 ( соответствующих 

w, и W.1 ) , что и левая часть (I9). Следовательно, из (23) 
и д;вух равенств, аналогичных (20) и (2I), получается то же неравенст­
во (22). 

В связи с этим результатом прокомментируем утверждеJШе работы 

131: теорию "скрытых переменных" можно согласовать с квантовой тео­
рией, если для первой использовать модифицированную (неколмогоров­

скую) теорию вероятностей. Наш результат означает, что согласия · 
нельзя достичь, если в колмогоровсхой аксиоматике изменена только 

аксиома сложения, причем естествеЮlЫМ образом в смысле выполнения 

свойств d ) и jЗ ) , см. 3. I. 

в/3/ обсуждаются, напротив, экзотические или д~ "парадок­
сальные" возможности, см.~ в частности, стр. !300 в 3/( к тому же 
полные доказательства в 1 1 еще не предстамены) • 

5. Эамюченце 

В работе получены следующие результаты: 

Вместо известного тезиса "вероятности независимых событий 

перемножаютс.я" предложен другой, названный в пункте 2.2 акоиомой 

х) Впрочем, легко показать, используя свойство f3 закона (±) , 

. что три уравнения вида (I91) ведут к тому же неравенству 
(22), что и уравнения (I9)-(2I). 
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независимости. Из него следует правило перемнеженил в случае аксиома­

тики Колмогорова. Общность формулировки аксиоМЬI независимости позво­

ляет сохранить ее в том же виде и в аксиоматике с измененвш.t зако­

ном сложения. 

Рассмотрена аксиоматика, отличаоцался от колмогоровекой то.ль­

ко заменой правила еложенил веролтнрстей на другой, нелинеЙJШЙ 1 
закон композиции@ ; Показано, что все "естествеюше обобщения" 
аксиомн сложения эквивалентны: обычному сложению в следу!<lЦем оМЬiсле: 

неа,пдитивны:е "вероятности" r.югут быть преобразованы: с поr.ющью не­

которой нелинейной функцци J в обычные веролтности, подчинлющие­
сл обычному закону сложения. "Естественными обобщениями" названы: 

законы: ф , обладакщие свойствами ol и j3 , см. 3. 1. 

С помощью установленной эквивалентности подтверждено,что 

частотная интерпретация квазивероятностей возможна только в случае, 

если закон ~ совnадает с обычным сложением. 

Обсуждены: физические прило~енил рассмотренной аксиоматики. 

Показано, что известное неравенство Белла не изменяется, если 

квазиверолтности испо.льзоватъ для описания распределений по "ло­

кальным скрытым переменны:м". 

Благодарю за обсулщения А.С. Хо.лево, Я.Г. Синая, А. Двуречен­

ского и Г.А. Ососкова. 
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Широков М.И. Р4-8З-220 

Неаддитивные "вероятности" и неравенство Белла 

Рассмотрена система аксиом, отличающаяся от аксиоматики теории веро­

Rтностей только тем, что закон сложения вероятностей заменен другим, нели­

нейным, законом. Показано, что все естественные обобщения закона сложения 
в оnределенном смысле эквивалентны nростому сложению. Неаддитивные ''веро- . 
RТности" не имеют частотного истолкования. Обсуждены их физические nрило­
жения. Применение неаддитивных "вероятностей" к теориям со "скрытыми nере­
менными" не изменяет известного неравенства Белла. 

Работа выnолнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 

Преnринт Объединенного института ядерных исследований. Дубна 1983 

Shiгokov M.l. Р4-8З-220 

Nonadditive "РгоЬаЬi 1 ities" and Be11's lnequa1 ity 

The system of axioms is consideгed, which diffeгs fгom the pгobabi1ity 
theoгy axiomatics in one гespect оп1у: the axiom of addition of ргоЬаЬi1 i­
tles is гер1асеd Ьу а noп1ineaг 1aw . А11 natuгa1 genera1izations of the 
add ition axiom are shown to Ье equiva1ent in а sense to the usua1 additioп. 
Nonadd i t i ve "ргоЬаЫ 1 i t i es" fa i 1 to have the mean i ng of г е 1 at i ve frequen­
cies. Physica1 appl ications of the nonadditive "ргоЬаЫ1 ities" are discus­
sed. The known Ве11 inequa1 ity does not suffer апу change when one attempts 
to use them in "1оса1 hidden-variaЫes" theories. 

The investigation has been performed at the Laboratory of Theoretica1 
Physics, JINR . 

Prepгint of the Joint fnstitute for Nuclear Research. Dubna 1983 

Перевод О.С.Виноградовой. 


