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1. ВВЕДЕНИЕ 
К настоящему времени создано несколько алгоритмов вычисле­

ния двухцентровых кулоновских фаз рассеяния непрерывного спект­
ра' 1 - 4', при которых обязательно интегрируются дифференциаль­
ные уравнения. При алгоритме Пономарева и Сомова'1' значения 
регулярных и нерегулярных радиальных кулоновских сфероидальных 
функций с-типа /РКСФс/ вычисляются с использованием начальных 
условий, задаваемых вначале с помощью соответствующих асимпто­
тических выражений. В работе'3/интегрирование дифференциально­
го уравнения для регулярной РКСФс проводится до некоторой точ­
ки, в которой определяется и значение подходящей линейной ком­
бинации нерегулярных РКСФс обратным интегрированием этого урав­
нения из отдаленной точки. Значения этой линейной комбинации 
и ее производной в отдаленной точке вычисляются с помощью 
асимптотических разложений. В работе-^/ предлагается метод фа­
зовых функций для вычисления кулоновских фаз рассеяния и нор­
мировочных множителей волновых функций двухцентровой задачи с 
использованием подходящего эффективного потенциала. 

В настоящей работе для вычисления значений нерегулярных 
РКСФс используются подходящие частичные суммы асимптотических 
рядов, описывающих их поведение на бесконечности, к которым 
добавляются коррекционные члены, чтобы получаемая ошибка ста­
новилась минимальной. 

Как известно, асимптотический ряд данной функции дает полу­
сходящиеся приближения этой функции. Это означает, что модуль 
разницы между значениями функции и n-й частичной суммой ее 
асимптотического ряда в данной точке становится минимальным 
для некоторого номера п 0 . Мы показали, что к ц-м частичным 
суммам асимптотических рядов нерегулярных РКСФс можно добав­
лять коррекционные члены, являющиеся членами абсолютно и рав­
номерно сходящихся итерационных рядов, и, таким образом, сде­
лать абсолютную погрешность меньше произвольного положитель­
ного числа /см. теорему в разделе 2/. Во многих случаях погреш­
ность можно сделать достаточно малой путем добавления минималь­
ного числа коррекционных членов а точке, принадлежащей кругу 
сходимости степенного ряда для регулярной РКСФс. В этих случа­
ях фаза рассеяния и нормировочный множитель волновой функции 
вычисляются непосредственно. В остальных случаях, чтобы не 
брать большого числа коррекционных членов, достаточно провести 
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интегрирование дифференциального уравнения для регулярной 
РКСФс до точки, в которой с достаточной точностью можно опре­
делить значения нерегулярных функций. 

В разделе 3 получены оценки относительных погрешностей, по­
лучаемых при использовании по частичных сумм и при добавле­
нии к ним первого коррекционного члена. Как видно из этих оце­
нок, метод является особенно эффективным при больших энергиях, 
но его можно успешно использовать и при произвольных значени­
ях энергии. При очень малых энергиях обычно проводится интег­
рирование дифференциального уравнения для регулярной РКСФс. 

Отметим, что в этой работе используется система единиц, в 
которой 1!-1, скорость света а пустоте с=1, заряд позитрона ра­
вен единице, а масса рассеивающейся частицы равна 1/2. 

2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ФАЗ РАССЕЯНИЯ НЕПРЕРЫВНОГО СПЕКТРА 
ДВУХЦЕНТРОВОЙ КУЛОНОВСКОЙ ЗАДАЧИ 

В выбранной системе единиц потенциальная энергия частицы 
с массой 1/2 и с зарядом Z в поле двух кулоновских центров 
имеет вид 

( ' f»(f«-.B") ' 
fZ(ZtfZ2)40-2

 o fZ(Z2-Zi)-10-2 /2/ 
• Р' 1,370360? 1,3703602 

где Zi и Zg" заряды кулоновских центров; Г - половина расстоя­
ния между ними, а £ и i\ - вытянутые сфероидальные координаты 
точки 'ь'. После разделения переменных в уравнении Шредингера 
получаем радиальное уравнение: 

^ l ^ - l l ^ i + l-X + chsUl-af-^UU-O, / 3 / 

/V c = fk (f2t,l. ш-0,1,...). 

в котором к 2 - энергия частицы. Уравнение /3/ решается при 
значениях к•, равных собственным значениям Л^(с)(Р-0Д т-0,1,...?) 
задачи Штурма-Лиувилля, которая определяет кулоновские сферои­
дальные функции с-типа: Emq(e, -p; q ), (q=£-m)/'5'/. 

Для регулярного решения уравнения /3/ используем разложение 
11,(0 - H.Ce.AvKfW^-lf^g'^a.A-.oHf-l)" , / 5 / 
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которое приводит к четырехчленным рекуррентным соотношениям 
для коэффициентов в": 

m m m Л т in m m /6/ 
6(/Т a^t B̂ -j+Pi,. В^-2+У(/ В^_з • 

ш Лц-д-(|̂ 1)(|̂ -8)-(пн-1)(|Ш-Й(л-2) m a-2c 
""- й;<1/+тУ ' """ 2^(р+т)"' /7/ 
*•*" гни+т)^1'2 «о- 1- «-1-«-в-°>-

Если а/±0', то радиус сходимости степенного ряда /5/ равен двум. 
В тех случаях, когда а - +0 , ряд /5/ определяет целую функцию 
£. Отметим, что для регулярного решения можно использовать раз­
ложение, приводящее к трехчленным рекуррентным соотношениям с 
комплексными коэффициентами, однако такое разложение оказыва­
ется малоэффективным для численных расчетов. 

Дифференциальное уравнение /3/ имеет два нерегулярных ре­
шения, которые можно представить следующими асимптотическими 
рядами: 

Эти асимптотические разложения приводят^ к трехчленным рекуррент­
ным соотношениям для коэффициентов Си": 

т,± ш,± ш.± „т>- ~ т > - /9/ 

(а +4с)(|/--2-)+2сш+1[Л+а+-2—0-(^-1)(|/-2] ,ш,± 2 4С А» «• '' ' ' ' ' , 2с(с-1) 

2 . _. m , ., а 2 ,ш-±. " ' ^ M ) t " u " y ' 2 ( l " 8 ) (»-«+•>] / 1 0 / 

2с(^-1) 

m (± m,± (v-2,3 С j -1,С 0 - 0 ) . 

Подходящие частичные суммы рядов /8/ можно использовать для вы­
числения значений функций П ^ и их производных в данной точ­
ке £••. Для получаемой при этом ошибки 
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/ Л ± ( Й д " .«йа-^^св /и/ 
«jf< af K д£к 

(к-0 .1) . 

(п-1,2 с>0) , 

используя дифференциальное уравнение /3/ и рекуррентные соотно­
шения /8/, находим интегральное представление: 

к_п,± 
*-от<£) 1 » t_ i ш/зл" , «nfc--£t> г ; « d t / i 3 / 

er '"o^t+i* ^F"[
V^TT 'VTTKUD-

где 
B.(o:f.t) - -i-VC^-DCt 8-!)! " i O "i(«>-

•Hm(t)ltm(OI. (Kf<t). 

Г ш (0-е I S m (х.Л.с) t-

/IV 

/15/ 

/16/ 

ti-£ 

S'm~»C~n~l ~54-o+\-n(n-l)Ti[2c(m-l + 2n) t 

* -^-(2n-l) l + C™;̂ l 2(n-l ;(n+m-l)-^ ±ii-(2n + m-2) I, 

Tra ±=C™' ±|2n(n+m)- ^±i«.(2nnii)l. /17/ 

Если рассматривать частичные суммы /12/ рядов /8/ как известные 
функции, то нетрудно понять, что равенства /13/ для к - 0 являют­
ся системой из двух нелинейных интегральных уравнений для функ­
ций О '"(£)• Используя матрицы вида 
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А(й- Ц ) . (A.B)(*.t)^A+(t) в _ ^ . 

/ 2 0 / 

/ 1 8 / 

мы можем записать эту систему следующим образом: 

n n i °" t—1 т / в о п /19 / 
о!(£>-&<#«+-&• £<•£}-> ldet(O m > 4) +

 / , s / 

+ *e t (4 . O ^ ^ d e t C O ^ o : ) ! - ^ — — , 

n i " t-1 ™/8 „ „ rm(Q d t 

Возьмем произвольное число к> 1 и рассмотрим линейное прост­
ранство Я* всех матриц вида А(£) /18/, элементы которых 
являются ограниченными функциями £ в интервале £ ^ х . При ве­
щественных значениях параметра с(|с|>0) матрицы вида А(£) 
с элементами, равными сужениям на интервале [ х, •» ) функций 
/11/, /12/, /15/ и Hm(f), очевидно, принадлежат пространст­
ву Oi для каждого х>1. Нетрудно понять, что пространство 
является полным относительно нормы 

|А||Ж- maxl sup|A+(f)|, sup |A~(f)|l. / 2 1 / 

« * fix 

Покажем, что при некоторых условиях решение уравнения /19/ мож­
но представить сходящимся относительно нормы /21/ итерационным 
рядом и, таким образом, с помощью п-х частичных сумм асимпто­
тических рядов /8/ можно вычислять значения функций "„(£) 
и их первых производных в данной точке с произвольно малой по­
грешностью. Упомянутые условия даны в следующей теореме. 

Теорема. Пусть fa, А' , с (|с|>0) - произвольные веществен­
ные числа; п - произвольное натуральное число; и пусть I0m^(f)l^o 
и ! ЛОт1,,(Й ti-=o - последовательности матриц вида A(f) /18/, 
члены которых определяются из следующих соотношений: 
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om,0(O -ло„(0. 
i °° t— 1 ra/,z n n <C(f) - < С Ю + IJ-П ~ ) !det(Omil_r,m ) + 

I^(t)dt 
+ «*(„: .o m v, )^t(o:, , . , .<c„_ t» ( t f l ) n 
(r=1.2....). 

(̂  = 0,1 Ом,-Ц) ^ 0). 

/22/ 

/23/ 

Тогда можно найти такое число £^(а.А,с)> 1, что для каждого 
* > f m РЯД 

сходится по норме ll-lli и является решением интегрального 
уравнения /19/- Кроме того, ряд, получаемый почленным диффе­
ренцированием ряда /2k/, также сходится по норме || . ||„ и оп­
ределяет первую производную решения этого уравнения. 

Доказательство. Поскольку функции /12/ и /15/ являются 
ограниченными функциями в интервале f > 1. то можно найти та­
кие числа f"j >l и M™(a,\,c) > 0, что для х > f m l и i>=0,l,. 

К П 
<? О т , „ 1 /25/ 

i i 1rsr L i i« i 'rr-T-e/e («-0»1'» 
<9£" * (l+x) n _ 8' s 

и * Л 0 ^ и t _ l , "n ,- /26/ 

Утверждения теоремы следуют из неравенств /26/, если положить 

£m=maxl f m l ,(М„) ' 
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Сходимость итерационного ряда /2к/ по норме /21/ означает, 
что он сходится абсолютно и равномерно в бесконечном интерва­
ле f .2 х ; Поэтому если известна некоторая частичная сумма (тп,±(А 
рядов /8/, то значения функций H„(£) и их первых производ­
ных для достаточно больших х можно /в принципе/ вычислять по 
формуле 

* * " m W ^ »?;* <J) Г * " Г А П » . ± , „ , „ „ /28/ 
• - - — — — — +2 fAO„„(x)] («=0,1). 

Обычно используется выражение, содержащее не более одного чле­
на ряда /2k/: 

/Hm(x) «?" а"^ <*) / Д О т ' ^ Х ) / 2 д / 
- 5 7 57 + — 5 7 ( К " 0 Л ) -

В этих выражениях участвуют интегралы, которые сводятся к не­
полной бета-функции и к обобщенным интегралам Френеля'6'. 

Если найдены значения регулярных и нерегулярных решений 
уравнения /3/ и значения их первых производных в подходящей 
точке х, то фазы Amp(c) и нормировочные множители Ктр(с), 
входящие в асимптотическую формулу 

K_f(C) о 
"rftf)- - s r ~ , 8 i n ( c f _ ^ * f n 2 c f + A " > r - T - ) + ° ( 1 > 1 ' /зо/ 

(£-», с>0), 

вычисляются по формулам 

KrfCO-(«"-») l»(»„r .4^)1. / 3 1 / 

Д Р(с) - - £ - Рп 2о + SL + arctg , / 3 2 / 

2с 2 ReW (n m f.ll- f ) 
где все определители Вронского W(f,g) определены для£=х. 

3. ОЦЕНКИ ОШИБОК 
Чтобы оценить ошибку 

A,X2=i£Ln£il=i£i a*"" ( f ) , „„ /зз/ 
Д ( — ) = — 5 F ~ ( K = 0 ' 1 ) ' 
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которая получается при использовании приближенного выражения 
1731, необходимо оценить функции /13/. В этих оценках участ­
вует функция 

Anl(t)»Am(0.X,c;t) u c 2(t s-l)-at-A.-

~ WZ?' ( m -О- 1-- t>D. 
для которой легко доказать следующие утверждения: 

а/ при произвольных вещественных a , Л , о(|с|>0)и а>1 
можно найти такое число f m « ^ (a,X>, с, а) >1, что для 

к,,Ъ& ,,а ( т,од....); / 3 5 / 

б/ при произвольных вещественных a , \~ , c(jc|>0,|a|>0) мож­
но найти такое число f t =f ™(a,A',с) > 1 , что для t 2 £ ™ 

А(2?» - 7 г ' 4 ^ Г U i g n a i 0 - / 3 6 / 

Пусть [Л^] - множество нулей функции /36/, принадлежащих 
интервалу!^т,оо). Множество [Л(ЭД] содержит не более двух чи­
сел. Пусть f и t - произвольные числа, удовлетворяющие неравен­
ствам f m i f £t. Рассмотрим следующие случаи: 

А о / [AW]-(j либо[Л<о>],<0, а для г fr[f.t] Л<°>(г);>0; 
А_/ для rfi-U'.t] , A (m(OS0; 
А 2/ в интервале [f ,t] функция Л(|^(г) меняет свой знак 

один и только один раз; 
А,/ в интервале [£,t] функция Л <°т( г) меняет свой знак 

два раза. 
Определим функции 

9 ( r l ) + a 2 s ' 8 D a 9 ( ± l ) в случае А 0 , 

a±2 8igDa в с л у ч а е A g > / 3 7 / 

0 ( ± ) + a ~ S s l g n a 9 ( T - l ) в случае А_, 

а [ 0 ( т 1 ) + а в б(±1)] . в случае А 3 , 
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где в(к) - Функция Хевисайда. Используя функции /37/, дока­
жем лемму. 

Лемма. Пусть a.(f) и a„(f) - произвольные вещественные и 
ограниченные в интервале fa+f.») функции для некоторого f>0, 
ц,v=-0.t,...; и пусть с , Л , с , а>1(|а|>0 1 > |с| >0) - про­
извольные вещественные числа. Тогда, если t>f >£ г а , то име­
ют место неравенства 

'«(f.t) J„S tf.f)*^ <£.»>* ^t&F^U.t). / 3 8 / 

г д е 

t*— I <J£^ 
-," :>*'4"1 

,л g m i2 i >ч " g m , , /39/ 

+ a 2(f) t "—(c;^,t)]2l signa. 

Доказательство неравенств /38/ легко осуществить, имея в ви­
ду, что знак производной по t функции /39/ совпадает со знаком 
функции /36/, а знак производной функции (tB-l)?F ™ (f ,t)/Am(t) 
противоположен знаку функции /36/. 

С помощью леммы нетрудно получить оценки: 

\<и)\>иЯ-1Г,г/^:Ги.^ C£*fm). А 0 / 

. Л + ^m(f) f 2 -signn /1»1/ 
1 Й П ^ ) | > - , [ 7 ? Л ? \ 7 ^ ^ m l ^ ~ > ' " - < ^ . 
l°»±(f)l -n a , m+l 
— т < n(n-l)2 P [ n l(f) l2Bu(n-l,-5£±-)- /42/ 

2 f"-1 ~ (ffi)"- 1 

(£ Ш<£ <t. n =?3 u = — — ) , 
f+1 
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m l F-^Cf.-Xf-l)*»"» n(n-l) 

1^0^(0/5^1 _„ n £-1 Sm/z 
TJS5F7w < 8" p-« , £ ) (fn-' • 
х В д ( П , •£?-)< " ' д . {£ Sf i t . n=2.3....), 

/w 

n r l f O l l f f f l s™° / 2 

Pms(f) = nc {JIi) 

F 2r e(£.-> « / c2(t2-l) 
X I I SUP x/ IN . , 

/*S/ 

где B u (а,Ь) - неполная бета-функция. 
Если необходимо вычислить значения нерегулярных решений 

с относительной ошибкой порядка Д 8 , то вычисления проводятся 
в точках £ & f х. ~ ), где 

х = max( f . с 0 ). 
a £"• является максимальным корнем уравнения 

Для относительной ошибки, которая получается при использо­
вании приближенного выражения /29/, имеет место оценка 

пП.±, |ДПпй"(х) (n-l)A8 / -«igno 
— Г - й- Т77ГТГ v F mi (*.-) 
|П*(ж)| с < х + 1 > /«/ 

a(2n-l) 

Нетрудно видеть, что если номер частичной суммы n-iO,то отно­
сительная ошибка /48/ имеет порядок Д 2, 

Авторам приятно выразить свою глубокую признательность 
Л.И.Пономареву за полезные советы и плодотворные обсуждения 
при подготовке этой работы. 
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