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1. ВВЕДЕНИЕ 

При исследовании взаимодействия пионов низких э н е р 
гий с ядрами естественно возникает вопрос: какая инфор
мация о структуре ядра может быть извлечена из такого 
рода экспериментов при существующей точности экспери
ментальных данных по nN И пА - в заимодействию. В ч а с т 
ности, что можно с к а з а т ь о свойствах ядерной системы, 
изучая длины гг - ядерного рассеяния? Для ответа на 
эти вопросы, очевидно, необходимо з а д а т ь с я какой-либо 
надежной теоретической схемой описания р а с с м а т р и в а е 
мой многочастичной системы. Однако иногда даже выбор 
схемы расчета не дает возможности получить ответ на 
эти вопросы. Так , расчеты , выполненные в рамках и м 
пульсного и статического (т^/М) « 1 приближений / 1 / , 
приводят к выражению для длины я- - ядерного рассеяния, 
не зависящему от структуры ядра. Такой результат впол
не понятен, т .к . в импульсном приближении пренебрегает -
ся эффектами многократного рассеяния пиона в ядре, и 
сведения о е г о структуре будут содержаться только в 
ядерной волновой функции. Если же теперь сделать с т а т и 
ческое (т / М ) « 1 приближение, то ' ядерная* часть а м 
плитуды упругого 1х - ядерного рассеяния выражается 
только через А , Z , N и интегралы от квадратов ядер
ных функций. Таким образом, в с я информация о ядерной 
волновой функции, которая потребовалась в данном с л у 
чае , - это ее нормируемость, т . е . свойство, которым 
apriori обладают все волновые функции связанных с о 
стояний. 

Значения длин рассеяния, найденные в / 1 / , не очень 
хорошо согласуются с экспериментальными данными. Ниже 
мы попытаемся учесть эффекты многократного рассеяния 
пионов на нуклонах мишени, используя так называемый 
эволюционный по константе связи ( Э К С ; метод ' г / , 

Среди друп*х имеющихся D настоящее время подхо-
.joii, оснляячных на уиитаризаиии приближенной амплитуды 
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многочастичного процесса, ЭКС-мегод выделяется своей 
простотой. Именно благодаря этому удается оценить роль 
эффектов, характеризующих структуру ядра при вычисле
нии реальной части длины п -ядерного рассеяния. 

2 . ЛИНЕЙНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 
Полный гамильтониан пион-ядерной системы запишем 

в виде: 
H = H 0 + h + g V f f , (1) 

где Н 0 - оператор кинетической энергии относительного 
движения п -мезон-ядро, h - полный гамильтониан яд-

А 
pa, V̂  = 2 V „ - потенциал взаимодействия п -мезона 

с ядром с массовым номером А . 
Реальному случаю отвечает гамильтониан (1) при g=l. 
Введем векторы состояния \ц) , являющиеся собствен

ными векторами полного гамильтониана ( l ) , и векторы 
состояния \р> - собственные векторы гамильтониана 
H = H „ + h . Очевидно, что |/t> = |^) при g - 0 . 

Как было показано в' ' 2 ' ' , фаза рассеяния 8. (к) удовлет
воряет уравнению: 

dS.(k) дк 

где I - орбитальный момент системы пион-ядро, ц -при
веденная масса сталкивающихся частиц. 

Используя процедуру, аналогичную той, которая приве
ла к (2) , для интересующего нас случая нетрудно получить 
следующее уравнение для длины пион-ядерного рассеяния: 

da- . (g) у . я К 

-ТГ -2Г- (" А1 у> А>- ( 3 ) 

Для матричных элементов вида (p.\V\v) в рамках 
ЭКС-метода может быть выписана система нелинейных 
интегро-дифференциальных уравнений, которая для случая 
трех тел приведена в / 8 / . Эта система может быть ре
шена итерационным способом. Такая возможность была 
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реализована B/S/ при рассмотрении ттй -рассеяния. Ниже 
будет использована несколько иная схема, позволяющая 
значительно упростить вычисление длины п -ядерного 
рассеяния и обладающая большей наглядностью. 

Воспользуемся соотношением: 

Т|*А> -gV^ |,rA). (4) 

Тогда для искомого матричного элемента имеем: 

UA|V | стА) -l-UA|T|ffA>. (5) 
" g 

Вычислим правую часть (5) в приближении однократного 
я-N -соударения. В этом приближении л -мезон и ядро 
в конечном состоянии следует считать свободными, т.е. 
заменить |пА) на ]етА>, поскольку взаимодействие 
между ними будет соответствовать учету высших поряд
ков в разложении выражения (5) по степеням t f f N . 

В приближении однократного n-N -соударения из (3) 
и (5) получаем: 

аа<« "„A l < r r A | T ( i ) U A > i ( 6 ) 

dg 2n g 

где матричный элемент <лА|Т^ '|лА> берегся в импульс
ном приближении при относительном импульсе п-мезона 
и ядра, равным нулю, и находится следующим образом: 

<J7A;0|TU ) |ПА;0>= X / 3L... *-(2пГ8(к. + ... + k.) x 
j - i (2тг)3 (2 f f) 3 

*n»i ^Ц ! v ^ >* Л ••••• О 
(7) 

где <к | t _ N jkj > - матричный элемент от t -матрицы в 
системе центра масс гг -мезона и j - го нуклона, при
чем 

m„+ u 
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В статическом пределе (^ / ш ^ ) « 1 и пренебрежении 
^кладом Р -полны ^N -взаимодействия , что допустимо 

гпи низких энергиях, матричный элемент <k. 't ., . к . '< 
j ' " N .• j 

!• интеграле (7) можно заменить его значением при к,. ^0. 
тогда с учетом изоспинопой структуры, т . е . 

где iCr) - оператор изослина - -мезона ' ; - г о нукло-
:-.а), t 0 ii t . - соответственно нлосхалнрнаи и изонектор-
i.ja компоненты -N -амплитуды, окончательно по.т.чаем: 

- - А : 0 ' Т ( 1 Ь г г А ; 0 ' - At„(u) * • s T - f ' I <а} -

- •\TI - (2 - N ) t | . 

где х отгечаот т'.асс^янию - - м е з о н а ; ! - •поратпп 
г.эоспина ядра; Z - ".пело протонов, N - число не'.-.трсноь 

Отметим, что ьырпжени;'' (7) ^тиечает с\-мма феннма-
• овских диаграмм, соответствующая приближению- одно
кратного ~N - соударения 'одна из диаграмм изображена 
ла рис.1 ) . С учетом ( 7 ' ) уравнение для длины р а с с е я 
ния принимает вид: 

^ = — [Аа (g) + ( Z - N ) a (g) I. :м ') 
ag g 0 1 

где 

а о ( б ) = - 4 г - С о = Т [ а 1 ' г

( 8 ) + 2 а з ' 8

( ё ) 1 ' 

а

1 / Р (g) • а о / р (б) - длины n-N -рассеяния как функции 
константы связи g , отвечающие состояниям с полным 
изоспином 1/2 и 3/2 . Легко показать, что в случае, 
когда "N -взаимодействие задается S -волновым с е -
парабельным потенциалом Я м а г у ч и / 4 / : 

У?я = Л v(k') v(k) , v(k) - I , <8) 
" N k 2 + y 2 



V 

'''и 

^ 

У 
л г ч ' \ * v » 

^ 

Рис.1. Однократное рассеяние п -мезона на нуклоне 
ядра. 

двухчастичная длина рассеяния как функция g может быть 
представлена в следующем виде: 

aj(g) 
gaf'P 

l - X a « P ( g - l ) 
(9) 

где индекс i отвечает состояниям с полным иаоспином 
1/2 и 3/2 , а в х р - экспериментальное значение длины 
j?N - рассеяния с соответствующим значением полного 
изоспина. 

Окончательное выражение для длины я-А -рассеяния 
с учетом (9) и очевидного граничного условия a .(g=0)=-0 
записывается: 

.(1) 
a , A - A a 0 ± < Z - N > a i (10) 

где 
a>/<^-Va=J^"|l^ 1 / 2| + 21n|l + d 3 / 8 | ) , 

°J 1 - 2 
1 /dg- i -a^g) = - | - ( l n | l + d i / e | - l n | l + d 3y 8/2 I). 

,exp • y / 2 i 1 
Отметим, что выражение (10) уже содержит эффекты 

перерассеяния пионов во всех порядках. Легко также ви
деть, что в первом порядке по а „ формула (10) дает 
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тог же результат, что и обычное импульсное приближе
ние / 5 / : 

а 1 ш р = А а в ж р ± ( z _ N ) a e x p > ( п ) 

В табл.1 приведены длины рассеяния тт~ -мезонов на 
ядрах, рассчитанные по формуле (10). В первой колонке 
указано ядро, во второй - набор параметров, в третьей-
длины в импульсном приближении, найденные по формуле 
(10), в пятой - найденные из сдвигов уровней * " - м е 
зоатомов и взятые из работ ^НЛйЛв^если известна так
же ширина уровня, то для соответствующей длины указа
на и мнимая часть). Как видно из табл.1, формула (10) 
дает длины рассеяния, сильно отличающиеся от длин, 
найденных в импульсном приближении. Кроме того, для 
всех ядер (исключение составляет лишь ядро Не ) име
ется хорошее согласие с экспериментальными значениями. 
Для ядра 3 Не в пределах ошибок параметров rrN -взаимо
действия получается значение, равное нулю. 

3. КВАДРАТИЧНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

Найдем выражение для матричного элемента от потен
циала (nA\Vn\rrA), квадратичное по tnfl . Для упроще
ния выкладок рассмотрим конкретно ml систему* . 
Представим матричный элемент (<rd|T|;rd> в следующем 
виде: _, ^ 

Ы1;к'|ТМ;к>= / —~— Ы;к'|к\ ,q,><k. ,q\ |T| rrd;k> . 
(2;r) e 1 1 ! 1 

- * - * - » -» - • 

Поскольку (ffd; k ' l k j . q , > = ̂ * y ( k , ,q, ) - есть волновая 
функция л-d -системы, то до порога развала можно напи
сать для нее соотношение Липпмана-Швингера 

* Для ядер с произвольным А можно проделать ана
логичные выкладки, если при рассмотрении ограничиться 
только основным состоянием ядра, что допустимо при 
вычислении длин пион-ядерного рассеяния / 1 / . 



Таблица 1 
Длина пион-ядерного рассеяния, вычисленная по формуле 
(10), для различных наборов длин nN -рассеяния (набор 
а взят из ' • ' , Ъ - "' , с - / 8 / , d - / 9 / , е - / 1 0 1 

J u 

а -0.034 -0.068 
4 -0.041 
с •0.021 -0.075*0.020 • н с -0.021 4.075*р.ого (-o.oTaqj'oH > 
d- -0.013 -0.056*0.006 
е -0.016 4.065g).025 
а -0.168 -0.264 

з 6 -0.122 -0.I8I _ „ 
W, С 4.169 -0.242+0.030 -0.226 

* З ' Ш -O.2Q15P.0I2 е -0.156 4.222W.048 
f •0.086 4.002 
« 0.Ш 0.057 

и & О.Г05 0.018*0.030 (0.055*0.007) ч "е «С 5.103 0.0327D.0I2 * (о.ОДО.ОМ) 
е 0.10е 0.027*0.087 

С, С - 0.064 4.224*0.060 
^i ft -0.048 -0.16710.028 

* 

» 

С -0.812 -0.392*0.070 (-0,330*0. i; d -0.170 4.Э1ЭТО.027 *(0.05l 

с зсзз—-f l .WtO.WD—г S1 .0 В е gl -0.183 4.36930.035 * 
tfa С -0.197 -0.374*0.100 -0.400 •О.ООГ 

б d -0.067 4.280*0.040 *(0.IQ6*~0.0C7) 
i i e С -0.255 -0.542*0.110 -0.528* 0.014^ 

О f* -0.197 -0.425g0.044 *(0.I23* 0.006) 
Ur t 4.128 4.450*0.120 4.484*0.009v 

С- pi 4.080 4.33793.046 *(0.I28g).005) 
« . , t 4.149 4.524*0.140 4.546* 0.00BV 

N oi 4.093 4.363*0.056 Ч0.1П4.007) 
ltn t 4.170 4.598*0.150 4.5954.010 v 

0 pi 4.107 4.450*3.064 *(0j4S»p.0l0) 

* * * "• •« • 4.9904.235 ^ Ц | Щ 

http://-fl.WtO.WD
http://-0.425g0.044


^ * # ( k 1 , q 1 ) = ( 2 H 3 S ( k 1 - k ' ) ^ * ( q 1 ) + 

+ ^ M Z ^ L ; i ^ ^ ( 4 l ' ) < k ' ' 4 l ' | T | k l ' 4 l > ' 
2*%a mN 

тогда получаем, что 

Ud;к' |T| nd;к) = <«1;к' |Т| ml; k> + 
(13) 

+ J - ^ ^ - ^ d * ( q ' ) < k ' , q ' | T + G 0 ( E - i O ) T | k , q > ^ > d ( ^ • 

Правую часть выражения (13) можно представить в виде 
суммы диаграмм, изображенных на рис.2. Квадратичный 
по nN -взаимодействию член возникает, во-первых, 
из-за первого слагаемого, когда мы его берем в при
ближении двукратного лИ -соударения, что отвечает 
фейнмановской диаграмме, приведенной на рис.3, и, во-
вторых, из-за интегрального члена, когда для Т -матрл-
ц01 берется приближение однократного nti -соударения. 
Матричный элемент (13), квадратичный по trN -взаимо
действию, может быть представлен в следующем виде: 

-* -» -* 
< * ; 0 | Т » | . 4 0 > - - / ^ £ М * * ( ? 1 + - ^ - ) х 

(2тт)ь а * 2 
-» -> -• 

( 1 4 ) 
-» -» -» 

"ш^щ/А+Т*" „в | \ \ | qf • 
m N 2/i(rd m N (14) 
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^ + 

Рис.2. Диаграммы, иллюстрирующие выраже
ние (13). 

\ 
St \ / ее 

/ 

=£ г-\г -t-
~U Ь- ^ 

Рис.3. Двукратное рассеяние л -мезона на 
нуклонах ядра. 
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Первые два члена в фигурных скобках, которые мы обоз
начим через Т^ ' N и Т J, ' N , в статическом пределе 

равны следующему выражению: 

Вклад от них в длину рассеяния находится из уравнения 

: l -y [a2 (g ) + 2a f (g ) ] «Я? 
dg g 

и равен 
a"S = T T ( d

1 / 2

 + 2 d 3 / 2 - l n l 1 + < 1 i / 2 l - 2 1 n l l + d 3 / 2 1>-(15) 

Оставшееся в (14) выражение в статическом пределе 
равно 

г д е 

< ± > = / <М1_Л (q + h-Lф.^-JL), 
г (2п)e d 2 к 2 т « " 2 

Вкла; 
ия 
da L» 

(2п 
Вклад от Tip N в длину рассеяния находится из урав

нения 1 2 

dg 

и равен 

-i-4<—>[ag(g)-2a*(g)] 
к г о 1 

a S - 7 i < f > f - ( d i / 2 - l n | 1 + d ^ l + 2 ( d 3 / 2 - l n l 1 + d 3 / 2 l ) + 

у (1в) 

+ - - 1 - l d 8 / B < 1 + d i / 8 ) 1 , , l 1 + d i / « l -
d l / 2 - d 3 / 2 

- d l /S ^ 1 + d 3 / E > l n l 1 + d3/2 l ] ! 

Таким образом, для nd -рассеяния с учетом квадратич
ного по лН -взаимодействию члена получаем 

а - « ( » + . W + 5< ? > . (17) 
;rd ird i d ffa 
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В табл.2 приведены длины ттй - рассеяния для различ
ных наборов параметров, найденные по формуле (17). 
Для сравнения там же приведены значения трехтельного 
расчета. Из табл.2 видно, что учет квадратичного по 
irN -взаимодействию члена приводит к полному согласию 

с таким расчетом. Это видно также из табл.3, где приве
дена зависимость длин «1 -рассеяния от значений а 1 / 2 

и а„.„ , найденная по формуле (17) и из уравнений Фадде-

Таблица 2 

Сравнение длин пй -рассеяния, расчитанных в данной 
работе с трехтельным расчетом, выполненным в 1 4 ,для 

различных наборов длин nii -рассеяния. 

Набор 
мрамхрм а. 6 с 0L 

Л , 4 (*м> -0.074 -0.030 •0.061 -0.045 

Л ' Д (4м) 4 .088 4 . 0 4 0 -0.076 -0.057 

Д-arrf Ш -0.072 -0.029 •0.059 -0.044 

Таблица 3 
Зависимость длины пй -рассеяния от значений а. ,„иа„,„ 
Верхняя строка для данного набора параметров соответ
ствует расчету на основе уравнений Фаддеева / 1 4 / , ниж

няя - на основе формулы (17). 

а * " • ^ 4 -0.120 -0.130 •0.140 MJ.I50 

«0.240 •0.0297 
-0.0293 

-0.0453 
-0.044 

-0.0608 
-0.0593 

-0.0762 
-0.0743 

+0.250 -0.0242 
-0.0241 

-0.0399 
•0.0392 

-0.0555 
•0.0543 

•0.0710 
-0.0700 

+0.260 -0.0188 
-0.0189 

-0.0345 
•0.0342 

-0.0502 
•0.0493 

-0.0658 
-0.0644 
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Приведем выражение для длин рассеяния п -мезонов 
на ядрах, с учетом квадратичного по nii -взаимодействию 
члена: 

а ^ = а ( 1 ) + а ( 8 ) + а С 2 ) . П8) 
"* яА ггК пА 

где а ^ находится по формуле (10), а а^? и а^? имеют 
вид 

S"A = A | r ( d l / 2 + 2 d 3 / 2 - l n l 1 + d l / 2 I - 2 1 " ! 1 + d 3/2 l> ~ 

_ ( Z - N ) | - ( 4 i 1 / 2 + d 8 / 2 + l n | l + d 1 / 2 ( - l n | l + d s / 2 | ) , 

a<8>=J_<i->I(P +P + P )(d 
nA Q V 8 Г 1 2 3 l / e - t o l 1 + d l / 8 1 } 

9y* 

+ (4P l - 2 P 2 + P 3 ) ( d 3 / 2 - l n | l + d 3 / 2 | ) + ( 4 P 1 + P g - 2P 3 ) x 

*"3 я [ d 3 / s < 1 + d . / s ) lnfl + d 1 / 2 I-
a i / 2 _ Q 3/2 

- d i / 2 ( 1 + d 3 / 2 )ln|l + d 3 / 2 | ] S , 

P^ACA + 1), P g =2(A-l ) (Z-N) , P 3 = ( Z - N ) 2 -2A. 
В та6л.4 приведены длины рассеяния п~ -мезонов на 
легких ядрах, найденные по формуле (18). В первой ко
лонке указано ядро, во второй - значение <1/г>, для 
ядра % приведенное значение отвечает NN взаимодей
ствию, описывающему триплетную 3 S ^ фазу при низких 
энергиях, для ядер 8Не и 3 Н оно взято и з / 1 5 / , для ос
тальных ядер - и з / 1 А . Б колонке три и четыре приве-
декы вторые поправки a v ' и & соответственно, в ко
лонке пять - длины, рассчитанные по формуле (18). 

Интересно сравнить полученные результаты с резуль
татами расчета других работ. Для ядра 8 Н в р а б о т е / 1 в / 

получено значение -0,2101 Фм (набор параметров е ), в 
работе / 1 7 / ' - 0,195 Фм (е) , что хорошо согласуется 
с данным расчетом. Для ядра 4 Не в / 1 7 / п о л у ч е н о зна-
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Таблица 4 
'..нка пион-ядерного рассеяния, ьычисленния но Формуле 

l ' i8) . для различных наборов длин - N - р а с с е я н и я . 

>азо <^-> л . э д a,,, a J A 

УЗЫ) (Дм) уФм) |.Фм) 

0,565 С С.054 -0.038 -0.059*0.018 
= :. J С.0« -0.031 -0.04450.008 

7 0.049 -0.035 -O.05ITO.024 

'V' Г.500 
0.072 
0.057 
С.066 

-0.033 
-<3.028 
-0.032 

-0.202*0.023 
-0,171*0.011 
-А.188*0.0Э1 

-v„ 0.500 at 0.087 
0.071 
0.081 

-0.048 
-0.038 
-0.044 

•0.057*0.032 
« 0.065+0.0D 
•0.064*0.039 

0.860 а. 
е. 

0.107 
0.087 
0.098 

-0.109 
-0.090 
-СЛ02 

-0.152*0.032 
-0.II7W.0II 
-0.134*0,044 

С. - G.598 А е 
0.160 
0.128 
0.147 

-0.107 
-0.091 
-0.102 

-0.171*0.048 
-O.DIW.OZI 
-0.150*0.062 

'"! 0.770 
0.180 
0.129 
0.164 

-0.108 
-0.100 
-0.108 

•4.320*0.036 
-0 .270» .018 
-0.300J0.050 

чение -0 ,128 Фм (е) и -0 ,120 Фм (d) , что также нахо-
:: ITCH в хорошем согласии с нашим расчетом. В то же 
время д л я ядра 3 Н е в ' 1 6 ' и 1 7 / получены значения, на 
порядок меньше, чем в данной работе . Такое различие 
возникает потому, что в данном расчете вследсгвие точ 
ного использования соотношения полноты в выражении 
(13) для матричного элемента : 

< k ' , q ' | T + G 0 ( E ) T i k , q > 
неявно учитывается вклад от всех неупругих каналов, 
возникающих в промежуточных состояниях. В р а б о т е / 1 9 / 

вклад от этих каналов полностью отсутствует , а в р а б о 
те / 1 7 / учитывается лишь частично. 
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Итак, что можно сказать о свойствах ядерной системы, 

изучая длины тг -ядерного рассеяния? Из приведенных 
выше формул видно, что структура ядра проявляется в 
двух местах. Во-первых, матричный элемент перехода 
<ггА|Т|;гА> уже в линейном по t f f N приближении начина
ет зависеть от ядерных волновых функций, если отказать
ся от статического /^/mj^O приближения. Однако вклад 
от этого члена ~j4„./mN лежит внутри неопределенности, 
с которой можно вычислить вклад от статического сла
гаемого. (Последняя неопределенность возникает из-за 
неопределенности в изоскалярной комбинации а° ) . 
Таким образом, для того, чтобы почувствовать структуру 
ядра, используя формулы линейного приближения, необхо
димо существенно улучшить знание величины а° ,т. е . 
необходимо иметь эту величину с относительной ошибкой, 
меньшей, чем ц^/т», т .е. =13%. 

Во-вторых, структура ядра проявляется при учете 
квадратичных по t f f N членов в виде ядерных матричных 

е~°** 1 2 ^ А элементов типа < > и <—>, где а* = а\' , 
Г Г m N 

а - энергия связи ядра. Однако из результатов расчетов, 
приведенных в табл. (1) и (4) , следует, что неопределен
ность, связанная с наличием разных наборов исходных 
nli -данных, значительно больше вклада от квадратичных 
по t f f N членов*. Таким образом, для извлечения сведе
ний о структуре ядер из данных по а ,. , которые описы
ваются теорией, учитывающей члены ~ ' t _ N ) # необходи
мо дискриминировать наборы элементарных wN -данных. 

Тем не менее, сравнение полученных нами реальных 
частей длик рассеяния с экспериментом указывает на 
предпочтительность набора (с) или близкого к нему на
бора С о л о м о н а / 1 0 / . Если остановиться на наборе CTN-
-данных (с) а определить а£д Р величину ядерного 
матричного элемента, го для всех рассмотренных ядер, 
кроме 6 L i , он оказывается мало отличным от модель
ной величины, используемой в расчетах. Для ядра e L i 

Оценки показывают, что для рассматриваемых лег
ких ядер вкладами ~(t ) 3 можно пренебречь. 
14 



найденное так значение матричного элемента <1/г> ока
зывается ~1 , т.е. значительно больше модельного зна
чения. Этот факт можно понять, если иметь в виду, что 
в ядерном матричном элементе <1/г> под г понимается 
расстояние между нуклонами. В модельном (например, 
по кластерной a+2N модели) же расчете e Ll - эта ве
личина должна быть явно занижена, т.к. речь идет в 
этом случае о двух внешних слабо связанных нуклонах. 

В заключение авторы выражают благодарность проф. 
Д.А.Киржницу га интерес к работе, а также Н.Ж.Таки-
баеву и М.Х.Ханхасаеву - за полезные обсуждения. 
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