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Данная работа посвящена рассмотрению проблемы равновесия и устой
чивости совокупности частиц со степенный взаимодействием в двойной слое 
с шаровой или эллипсоидальной геометрической конфигурацией. Для этого 
мы воспользовались общим методом оптимизации, предложенным в работах 
П-Ъ1ч 

§ I . ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. 

Пусть г4& - система борелевских множеств п- -мерного евклидо-
ва пространства £. , п- & Ж> • Обозначим через /и^ распределение 
частиц, т .е . вполне аддитивную, неотрицательную функцию множества, оп
ределенную на . Если множество В f rfe nJU-(B) = 1 , 
&JU.(A) = 0 для всякого A f С ^ и АП В = О , 
то говорят, что /И* сосредоточено на S и это обстоятельство обо
значают через / И -

Пусть \р ( Ъ ) - потенциальная энергия взаимодействия двух 
единичных частиц, находящиеся на расстоянии t друг от друга. 3 рас
сматриваемом случае стеленного взаимодействия 

-ГЪ + аЬ 
У Г Ъ ) = Ъ , <1.1) 

где 0 < * i «г % при « . = 2 н О •< "*• <" 5- при * - * 3 . 
Пусть г - фиксированный компакт из ft -мерного евклидова про -

странства £ t ^ * 2 . Предположим, что рассматриваемая макроскопи
ческая совокупность удерживается на компакте г под действием ввеа-
;|их и внутренних сил. Обозначим ч е р е з / T - Q I евклидово расстояние 
между точками ^ i С| , ^ f " i Q f с . Пусть 
ЛС—"J г , тогда функционал вида 

i{f-)'\ JY(iT-Qi)<fr'('p)<ju(Q), (i.2) 
FxF 



где интегралы понимаем в смысле Лебега-Стильтьеса, определяет потенци
альную шшргкв рассматриваемой совокупности частиц с распределением ча
стиц ЛЬ . 

Обозначим теперь через ~W(F) минимальное значение потенциаль
ной анергии данной совокупности, тогда 

•WtF)-Uflljb\ { I > 3 ) 

где вихляя грань берется по seen возможным М^ , сосредоточенным иа 
F • 

Так как потенциальная функция у» (Ь ) , взятая в гиде (I.I), 
удовлетворяет условиям теоремы равновесия, доказанное в "> 2/, то, сле
дуя '*', можно ввести V" -емкость компакта Г в с . определив 
её иа уравнения 

•W{F)^f(c(Fif)) 

где CfF; \р ) - f -емкость компакта F" . Предполагается, что по
тенциальная энергия данной совокупное!! ~W~(f-) ограничена, т .е . 
~W(F)<* "О . Если хе ~W(F) =*• оО t та говорят, что Jo-ем
кость компакта F равна нули. 

Как известно из работ' , 2{для степенного взаимодействия с потен
циальное функцией [f{x) .определяемой выражением(1.1),и для лгбого ком
пакта F в J положительно! ^-емкости существует распределе-
вне частиц /иУ . реализующее минимум функционала (1 .2) . Распределе
ние частиц /ы? называют инвариантны^ в смысле Ляпунова, распределе
нием частиц на компакте F . Инвариантное распределение частиц /иГ 
обладает тем свойством, что любые малые возмущения состояния совокуп
ности частиц, обусловленные, в частности, малыми изменениями геометри
ческой конфигурации данной совокупности F , не приводят к иамена-
ниям распределения частиц. Отметим, что частицы совокупности, находя-
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щейся в состоянии устойчивого, по Ляпунову равновесия, в действитель
ности сосредоточены на носителе распределения частиц /-^* , т.е. на 
иножестве тех точек из F ,которые обладают тем свойством,что какова бы 
ни была окрестность 0(Р) данной точки Р, /W. ( 0(Р) ) ф 0. 

Введен потенциал макроскопического полн и( Р) . Пусть it -V F , 
тогда интеграл Лебега-Стильтьеса 

%(T>)~\*f{i'P-Qi)Jju>(W (i.5) 
F 

называют у -потенциалом, порожденный распределениеи частлц Лс • Если 
f -потенциал порожден инвариантный распределением частиц /и,* , его 
называют У -потенциалом равновесия и обозначают черва -и?СР) . 

Согласно / 1> 2', для вкбранной потенциальной функции \fi(l.) и для 
с б1** ** 

всякого компакта г иа £ инвариантное распределение частиц лс-
порождает 1̂> -потенциал равновесия 1С- (Т) , который обладает следу-
зщшш свойствами: 

1) потенциал макроскопического поля г^ СР) - "W"С F ) 
"приблизительно всюду" ia f | 

2) потенциал макроскопического поля U- \ "I - И / I 
реи.» 

всюду в Z-
3 втои случае говорят, что для данной потенциальной функции ииеет ме
сто теорема равновесия. Характеристика класса функций ф(Ъ) , которые 
удовлетворяют условиям теоремы равновесия, была дана в ' '' ' для И / * £ 
и в 1^1 для fZ-* 1 . 

Скажем, что функции у>(Ъ), удовлетворяющая условиям теоремы рав
новесия из IL£I , принадлежит к массу Ч?ц, > если функция Ъ- fit) 
убывает для данного И-> 3 или если фувкция * / у f t - ) / убывает для 
данного >t- > I , 2 . 

В работах ' * » 2 ' было показано, что для ^М^Ф^ при чылолвеиим 
условий теоремы равновесия на компакте F существует единственное ин-
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вариантное распределевие частицJU, , реализующее минимум потенциаль
ной энергии I(f*-) < выражаемой функционалом ( 1 . 2 ) . 

Согласно теореме равновесия из ''•>'-' для выбранной потенциальной 
Функции Ц>( "*•) f ф л и IU- - I /"*, приходим к следующему интегральному 
уравнению первого рода 

Ci.6) 
F 

с дополнительным условием нормировки на распределение частиц JU, . В 
работе ' 3 ' было показано, что функция множества /К- , являющаяся реие-
нием интегрального уравнения первого рода (1 .6 ) м удовлетворяющая соот
ветствующему условию нормировки, обрацает в минимум потенциальную анер
гию совокупности частиц I(M-) . 

В настоящей работе дано рассмотрение проблемы равновесия для слу
чая, когда компакт F является двойным паровым или эллипсоидальным 
слоен. 

§ 2 . УСТОЙЧИВОСТЬ СОВОКУПНОСТИ ЧАСТИЦ В ШАГОВОМ" СЛОЕ. 
Пусть S{{0) - и» -мерный шар радиуса Я-l с центром в нача

ле координат, I = 1 ,2 . Обозначим через F = Sg_ (О) - 5 < (О) 
замкнутый iv -мервый слой между двумя концентрическими шарами радиусов 
J t . и "Е-- соответственно, Я", < К . ^ , с центрами в начале коор

динат. 
Найдем образ Фурье ^"(FjV) характеристической функции ша

рового слоя F . Пусть Р = ( Х Ц . . . . Х , , , ) И II = ( y I t . . . , y п, ) . 
Осуществим переход от декартовых координат X j , . . . , ! ^ к сферическим 
координатам t , I/ , д^ . . . . . 1/Ц-%. . где &~ - угол между 
радиус-векторами OF и ОН, 

. . . , И - - 2 , O t f ' t < + cO . якобиан такого преобразования координат 

записывается в следующем виде 
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3- • 3 ( * o * l ) - J * » ) 

. .И.-1 И.-1 H.-J. a- . H--3 f , . . . J -

= ( - ( ) г- bin, J Ып, o>i • • • Sb^i/K.-. 

Теперь получив 
: (PM) 

•I ) Г 

л) 

о о ' I f 1 (PM) I 

t V , p ) ' r i 5 S ) = № ' 1 е Л^, ( 2 Л 

Так как !*•! U--J 

Распределение частиц А 1" будеи искать i виде 

где - плотность распределения частиц » точке б , рас
положенной s двойной слое F ; Q х I У^ > •••> У п. ) • Теперь нме-
еи 

где 11 f J / - образ Ханкеля плотности распределения частиц 1Г(Q) , 
который определяется по формуле 
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!t S n. 

B, * 
. Для образа Хавкеля лотевпиальвой фунмпга У (t-) степенного 

взаимодействия находим 

• Применим к интегральному уравнении первого рода (1.6) и.-черное 
преобразование свертка Фурье, тогда в рассматриваемом здесь случае 
двойного аарового слоя получим следующее операторное уравнение 

(2.8) 

Отсюда в результате тождественных преобразований находим /У 

Рассмотрим преобразование Хавкеля порядка ( 2 . а, ) от левой и 
правой частей равенства (2.9) , Введем обозначаем 

*[ j f < V? 3 : " 1 ] ' ' *?4 > i 
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Преобраауеи сначала выражение i < . Так как 

/7/ ^« *" 
то, согласно ' ' , находим 

. ftS и. /3, 

где В, < t < /2 

J " / t (2.12) 

(У при V< i . , 

' A ' ~» " A * 
Вычислим теперь I ^ . Пусть -Z~^ =^g.i ~ - ^ j » i где 

4» "* * a, % a J 

о о < t < e 4 , 

"« * ^ * "Tj, • Рассмотрим JT, f . При 0 <• *<"в» находим 
/8/ it-ct-r „ , оь 

X 4 , ' « ' V * I a, '• (2.i3) 
Рассмотрим теперь Х » , .При *• * *f > О получим 1^1 



Теперь операторное уравнение (2.8) преобразуется в следующее интеграль
ное урашеше первого рода 

Полагая в (2*15) "У - 2 - ± , находаш 

где й, < v < r £ » . • П у и ь o*Z-t , тогда уравнение (2.16) приво
дится к интегральному уравнению Абеля 1^1 

-6 £-1 

А. • 
Л 

j №№-*)* <&-j/sl (2.17) 
где 

сI*:. £^4 и- , в , г

 п 
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ы. 
Решение уравнения (2.17) аалксываеюя в виде ^1 

с . -ad. I Л _ iz 

о Отсюда находки 

tit). и^11] ***¥/ ft _ 

Введен обовначения 

<£ё У J (2.20) 
Г Д в « . 1 *. * 

Согласно ' 1 0 ' , находин в 

[iLfflU-,^1; i-l;-—•)- Гв<>' Ф ' / i 
где "Лл j^'i j^l ~ неполная бага-функцин , 

Л i b - * " - — -I i . 

Теперь для 2» {В) получин £ ^/(^J'JfJ 

0 о 
а1епЗС*£-о , тогда лл = £- до и 

II 



Tf«-fjx-*«/x| *$-'(-*)'*' --. (г.23) 

о 
Tenopi v cC h. cC\ 

1*./я*)1 

+cC . i - / „ « _ f £ (2.24) 

Отсюда, используя ' ° ' , получил выражение для искомой плотности распре-
дежешя частжц в шаровом слое 

* 7 Г о £ - <• 2£ 

тгг 
где 

^ — О / «у ) 

* 
* ft.** „ 2 . - Г 

^ * J (2.26) 
Rt < ч < tif , Пооюянаая ~W(F) находится us условжа норяжровн 

f f(t)dv*£. < 2 - 2 7 > 
F " 
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* , l(QM) 

§ 2. УСТОЙЧИВОСТЬ СОВОКУПНОСТИ ЧАСТИЦ В ЭЛЛИПСОИДАЛЬНОМ СЛОЕ. 

Пусть г - п . -мерный замкнутый эллипосидальный двойной слой 
1 2 2 « * п

3 - г г < о г 

*, *»,*, +%% • • • • " v * * . * V { з л ) 

где Л. ^ > О - обратные величины полуосей п- -иерного эллипсоида; 
к = 1 ,2 , . . . , п. ; C t ' - эллиптический радиус эллипсоида X)^ , ното-
рый служит границей слоя; £• = 1,2; £ f <" А 2 ^ , 

Для образа Фурье f (Ftt4) характеристической функции двойного 
слоя Р" находки . , 

Tf '&"), 
"Q' (3.2) 

гда Ч'Ц,,!!».,--- , у-*)'* ***<*<;%,•••; *«-) • пу«ь 
£ « Л - к и к , к = 1 ,2 , . . . , *• , тогда приходим к шаровому слов с ха

рактеристической функцией 

^ г s /и,; = П <(**) * е Uir} (5.3) 
*** з " - в а. ff*2L *** ' * / 

где /И, = ( Ч / О . , , - , г « - / « - » ) ; ^ - ( * * , *•*>••• , * « - ) , при
чем в * # • й , -»••• * ^ и . * &£ . Совершим теперь переход от декарто
вых координат t , . . . , ^д_ к сферическим 4- , «^ , i7^ , . . . , ^ 1 л , 
где и - угол между радиуо-векторакн DMj и ОТ, тогда получим 

о * - / А Г({ f f *-,, Т iRxCo&».-i. 9- / 9-

Г Д в . г 4 г * ' * * 
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Откуда л & 

ic=( Л- г, 

А* будем искам в виде 

Для образа Фурье плотности распределения частиц получим 

^ ivy**/ 

(3.7) 

(3.8) 

Пусть вновь т Л » "тс J K 1 к = I t z i 

Л*,)- ntfW'jfltit'rfleV*) К, (3.» 
где *) ** 2- *>с ^^ - эллиптический радиус. После перехода от де
картовых координат к сферический, находил 

где - образ Ханкеля плотности распределения частиц 

fw--^ffYfip^4(^j. (,ш 
Обра* Ханкеля потенциальной функции определяется формулой (2.7). 

В реауяьтате преобразования свертки Фурье в рассиатриваенои слу
чае и»-мерного эллипсоидального слоя F" на интегрального уравнения 
первого рода (1.5) приходим к операторному уравнению вида 
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где а. а £ а 

Пусть Ък » (idt tt , где Я, * S t k и Hj , тогда W 

Перепишем операторное уравнение (3.12) в следующем виде 

v-wV,«; - r^) *nf*f(*(*№*)f№. ( З Л 4 ) 

Проинтегрируем леву» и правую части (3.14) по поверхности 'ь-нерного 
единичного шара Э , в результате чего получив уравнение вида 

где 5 - величина поверхности единичного шара 5 , Ц- * к = 1 i 

у>° V J f "(я (z ah*) i) /J {,. к ) 

Jt Sip - элемент поверхности шара S • Для и- -мерного шарового слоя 
все а х = I, к = 1,2,..., и. , и Y> °*(ft) - ¥°(8У • поэтому 
операторное уравнение (3.15) переходит в операторко- уравнение (2.8). 

В рассматриваемом случае степенного взаимодействия для V (Ч) 
находим ( см. '* ' ) 

Теперь операторное уравнение для \ \М-) в случае эллипсоидального 
двойного слоя можно записать в следующем виде 
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т % x 
3dГ(£\пг**ь -d о . ( З Л 8 > 

г(Ц±) J 

Аналогично предыдущему случаю с помощью операторного уравнения (3.18) 
в результате обратного преобразования Ханкеля порядка ( ~ ~ 1 ~ • £ ) 
приходим к выражению для плотности распределения частиц К(/% ) 
в ^ -мерной эллипсоидальном слое 

{«)- 5 W г(1) ̂ £ « й Й " Г в Й { « . 

Условие нормировки дает значение постоянной . Для всех 
CL,k = I , к = 1 , 2 , . . . , и. , плотность инвариантного распределения ча
стиц j C ( ^ / в IV -мерном двойном слое злхкзсоидальной конфигурации пе
реходит в ранее полученное выражение yCw для № -мерного шарового 
слоя. 

В заключение выражаем благодарность академику Н.Н.Еогодобову ш 
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академику А.Н.Тихонову за обсуждение настоящей работы и сделанные за
мечания. 
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