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В рамках модели Гейзенберга с биквадратным обме
ном и одноионной анизотропией найден спектр элементар
ных возбуждений для спина S = l . Спектр состоит из трех 
ветвей, причем две зетвн связаны с изменением S z на 
1, а одна - на 2. Проведен анализ выражений для 
спектра в различных фазах. Получены уравнения для 
параметров порядка с учетом элементарных возбуждении. 
Для вычислений использовалась диаграммная техника, 
разработанная одним из авторов. 

1. В последнее время появились работы, в которых 
показано, что для описания магнитных свойств некоторых 
твердых диэлектриков модель Гейзенберга оказывается 
недостаточной. С одной стороны, это связано с тем, что 
эффективный оператор обмена, приводящий к модели 
Гейзенберга, различен для различных значений спина S . 
Если для спина S = -4- оператор обмена Р.. ^ 2S ( S . ч J-
/откуда и получается модель Гейзенберга / , то уже для 
спина s = l J ? . - S j & i ( S j S j ) 2 - 1 ' . В связи с этим 
использование модели Гейзенберга для спинов S - -\ яв
ляется не вполне законным. С другой стороны, существует 
ряд экспериментов с веществами типа DyVO* , в кото
рых обнаружены две точки фазового перехода. Для объяс
нения этого потребовалось предположить, что в таких 
веществах существует два параметра магнитного порядка 

; / • a <(S Z ) ;?, независимых друг от д р у г а / 2 / , Введение 
второго параметра порядка невозможно в рамках модели 
Гейзенберга, что и привело к ее обобщению ' ^ . П р о с т е й 
шей моделью, которая может объяснить вышеуказанные 
свойства DyV04 , является для спина S=1 модель Гей
зенберга с биквадратным обменом. Изучению этой модели 
посвящен ряд работ, в которых строится приближение мо-
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лекулярного поля а рассматриваются возможные магнит
ные структуры '•*•• . В статьях -'''**°- сделаны попытки вы
числения спектра элементарных возбуждений в рассмат
риваемой модели, однако это делалось в бозевском при
ближении для спиновых операторов н для Т = 0. В настоя
щей работе проведено вычисление спектра элементарных 
возбуждений в модели Гейзенберга с биквадратным об
меном. Для вычислений использовалась специальная диа
граммная техника, разработанная одним из авторов /б*?.', 

2. Рассмотрим систему ионов со спином S = l , за
крепленных в узлах жесткой решетки, с гамильтонианом 
следующего вида: 

' - й J / 1 / 
+ К (S. S" ) I • 

• i ' J 
Здесь h - напряженность внешнего магнитного поля, D -
параметр однононной анизотропии, J Vl и К у - пара
метры обменного и биквадратного взаимодействий соот
ветственно. Одночастичная часть гамильтониана / 1 / 
имеет неэквидистантный спиновый спектр. В таких слу
чаях бывает удобно использовать вместо операторов спи
на так называемые операторы перехода, широко применя
ющиеся, например, в работах ">- ' п * 

Введем, согласно работам / б - 7 - ' , операторы 

12 23 z - 13 , - ,2 
S s - Si S,: . S i = - S , ' S , . Si = ( S i ) . 

i3 z I3~ т. 2 
Q i = ( S i ) , Q . = ( S . ) • 

/ 2 / 

С помощью операторов / 2 / гамильтониан / 1 / можно 
переписать в виде 

J U - S I t h t ( J 0 - l - K 0 ) < S * > J Q ,

I

3 + [ D + ^ K 0 < Q > 0 ] Q , 1 3 ! 
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1 я ПГ ТЗ 1.4 ТЗ 

, 13 13 13 13 

4 2 ' ] ' ° i ° 

13 13 12 12 23 23 
• k 4 * i S i + ^ ( S i S i + S i S , ) -

/- f . , v « >2 23 23 12 ч , / 3 / 

+ ( J M - к и Ks. s. +s. s H 
где Q =Q * ~ -5- , j н К ( ) - фурье-образы парамет
ров J j - н К |j при 1c - 0 . 

Одночастнчная часть г а м и л ь т о н и а н а / 3 / представляет 
собой гамильтониан рассматриваемой системы в прибли
жении молекулярного поля. Средние значения < S Z > и 
'Q> играют роль параметров порядка. Возможность вве

дения различных параметров порядка обсуждается в рабо
т а х ' ' ' ' . В приближении молекулярного поля можно 
получить /например, из условия минимума свободной 
энергии/ систему самосогласованных уравнений для па
раметров порядка. Эти уравнения получены для случая 
h = D = 0 в работе * и решены при температуре т^О.При 
этом оказалось, что существует три физически интерес
ных решения для параметров порядка. 

1) <S > = 1 , 

у о 3 

ZV 

Данное решение соответствует ферромагнитному располо
жению спинов. 

2) < S Z > = 0 , о 

«2>„ - 1 -v о j 
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Это решение аписывает так называемое полуупорядочен
ное расположение спинов, когда числа спинов, направлен
ных "вверх" и "вниз", одинаковы. 

о 

<Q; 

( К 0 > С , К 0 > 2 1 о ) 

s'-o /квантовое В этом состоянии все спины имеют 
квадрупольное состояние/ . 

При температурах Т , 0 может реализоваться любое 
из этих состояний в зависимости оттемпературыисоот -
ношення параметров J(1 и К,,'"1 . 

3. Пра вычислении спектра элементарных возбуждений 
мы будем использован, диаграммную технику для темпе
ратурных функций Грииа, построенных из спиновых опе
раторов. Дальнейшее изложение основывается на рабо
тах 6 " ' "• . Введем функции Грина, построенные из опе
раторов перехода 2 

G " 1 (г - ) » < 1 S ( r)S (г 
1 J 

диагональные функции Грина 
JS 

G

af>.rf:lilr-'">°><1<3l'Wi ('' )> 

/4а / 

/ 4 6 / 

них фурье-образы G ( J / V ^ (k, i u „ ) , Gafi ,yfi (к , i <«„ ). 
Структура оператора взаимодействий в гамильтониане / 3 / 
порождает разбиение системы функций Грина / 4 а / , / 4 6 / 
на три подсистемы. Первая подсистема функций Грина 
построена из операторов, меняющих магнитное квантовое 
число на единицу, и представляется матрицей 

G (k.i<„ Ь 
12.12 12.23 

G С 
L 23.12 23.23 1 

(k, ia> ) . / 5 / 

с 



Вторая подсистема связана с функциями Грина, построен
ными нз операторов, меняющих магнитное квантовое число 
на два. Она состоит из одной функции Грина 

8.13 < | Г ' Ч > - / 6 / 

И, наконец, третья подсистема состоит из функций Грина, 
построенных нз диагональных операторов, и представля
ется матрицей 

G (к,ш_ )=• 
"13,13 13,13 

, G _ G . 
I 13,13 13,131 

( k , i d ) . ). / 7 / 

Точные выражения для зведенны" функций Грина имеют 
следующий вид: 

d e t ( l ~ I ~ V ~ ) 

a del 2 

2 ' „ + bdcts; 
23,12 

- Ь d<u2 

V»-""'* 
где 

a = i - ] ( k ) ; b = J - ( J ( K ) - K ( k ) ) . 
/ 8 / 

Матрица взаимодействия V + представляется в форме 

v 4 

[b aj 

Аналогично 

G " + 

13,13 

12,12 

Z . . ( 1 - 2 , 3,13*" 13,13 13,13 г,' / 9 / 
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V . ^ T K ( k ) 

l. 
det(l-IV) 

S , 3 J , - c d e . S . S ^ -

c = j ( k ) - i - K ( k ) , d= | - K ( k ) , 

•13,13 

*Тз,13 

Функции i£ 

X 
13, 13 ь 

i - d d « 2 
13,13 

с О 

0 d 

/10 / 

a/3,,.S и 1 а/В, у Я представляют сооон 

неприводимые собственно энергетические части соответ
ствующих функций Грина. 

Рассмотрим первоначально функции Грина, построен
ные из недиагональных операторов. Функции G ( k , i « j n ) 
вычислим в первом приближении по -%• / z - число бли
жайших соседей/ . Диаграммы, дающие вклад в функции 
"оН.ув д л я Данного случая, приведены в приложении. 

Из условия 

de t ( l ) = 0 

находим спектр элементарных возбуждений. Первая под
система функций Грина дает две ветви элементарных 
возбуждений: 

< k ) _ h + [ ^ ( j e - V , + ^ ( J o _ K 0 ) ] < S % ± S. 

8 



s \ = ( D + | K 0 < Q > ) 2

 + ( | J £ > < S Z > 0 ) J _ 

/ 1 1 / 
- 3 j f < Q > 0 ( D + | - K 0 < Q > 0 ) 

- T K i t ( k - T X l c - * ) ( < S % o +3<Q> 0 K<SZ > 0 -3<Qg ) 

Функция Грнна второй подсистемы дает еще одну ветвь 
элементарных возбуждений: 

, s a r > - 2 i h + [ j o - | ( K 0 + K i r ) ] < s z > i . / 1 2 / 

Параметры порядка <s > n и <Q > 0 должны находиться аз 
решения системы уравнений молекулярного поля , 

По принятой терминологии, спиновыми волнами назы
ваются элементарные возбуждения, сопровождающиеся 
изменением S z нг единицу. В нашем случае возбуждения 
с законом дисперсии ( . Л к*) являются спиновыми вол
нами. Появление двух ветвей спектра, соответствующих 
изменению S z на единицу, не случайно. Дело в том, 
что если одноионный спектр неэквидистантный, то сущест
вуют два различных перехода, прн которых $г меняется 
на единицу. Изменения энергии в обоих случаях, естест
венно, различны. Элементарные возбуждения с законом 
дисперсии е 3 ( ^ сопровождаются изменением S z на 
два. Из выражений для спектра f , (U) /11/» / 1 2 / сле
дует, что по крайней мере одна ветвь является акусти
ческой /при n = D = 0 / . Интересно отметить , что диспер
сия *з(^) обусловлена только биквадратным взаимо
действием. При Kjj =0 ь^лражениедля е\ (к) перехо
дит в известные выражения работ ' 7 , 9 , . 

Рассмотрим теперь выражения для спектра €>(к) в 
различных фазах прн Т-» 0 . В ферромагнитной фазе, 
когда < S Z > =1 , < 0 > =-1- <• имеем 



f | ( k ) = b + D + ( J 0 - J t . ) . 

f, ( k ) = h - D + J 0 - K 0 , / 1 3 / 

При этом выражения для * , ( k ) и t 0 (к) совпадают 
с выражениями для ( ; J

 ; t ( к ) н ы ' Ч к ) работы Г ь . Ветвь 
, 2 от к* не зависит и в - s потеряна. Как отмечалось 
в работе л при h^D , J = K ветви ^(k?) и ^ ( к ) сли
ваются и при h = О , J r К возможны процессы взаимно
го превращения ветвей <- ( ( к ) и f.,(k) друг в друга 
/кросс-релаксация / . Ветвь (2 B кроссрелаксации не 
участвует. Первая ветвь спектра была также получена 
в работе ' при h ^ D - О . Вторая и третья ветви в этой 
работе потеряны. В полуупорядоченном состоянии, в к о т о -
ром s ' - - 0 , --Q "> - 4- , имеем при h = 0 : 

V £ M D ^ ( K » ^ ) ) 2 - + ( 1 Г - К . Л / м / 

Соотношение / 1 4 / даст вырожденный спектр, связанный 
с переходом 

s z = i *s z= о. 
В квантовом квадрупольном состоянии, когда 
<Q s = _ 2. , получаем при h =0 

f « ] ) ( t ) = ( D - K " + b - * -ск ь- -ИГ ? . / 1 5 / 

В этом случае также получается вырожденный спектр, 
однако теперь спиновая волна связана с переходом 
S * = 0 -• S*-= — 1 . Возможные переходы определяются 
различными энергиями основного состояния. Если в полу
упорядоченном состоянии энергия системы с S z = 0 ле
жит "выше" энергии с S1- = ± 1 /вырожденный уровень/ , 

о 
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то во втором случае наоборот. Отметим еще, что и в пилу-
упорядоченном состоянии а в квантовом квадрупольном 
состоянии третья ветвь спектра отсутствует. Формула 
/ 1 5 / совпадает с выражением для спектра работы * 
Выражения / I 1 / - / 1 2 / дают спектр элементарных воз
буждений при любых температурах / в отличие от резуль
татов работ .1-5 , / . 

4. Обратимся теперь к получению билее гочных, чем 
в работе • , уравнений для параметров порядка. Для 
этих параметров можно нарисовать диаграммы, дающие 
вклад в первом порядке по Х- . Диаграммные ранено i на 
имеют следующий вид: 

* E D — @ - ^ - © + ИЗ—Ш—Е) + Е Э — E D — Щ * 

+ in—Щ^З @—'fcdP / l 6 / 

<Q> =6+^£^^Ф + Q <^ZS + 

* ^1Гг5гЬЬФ * °—<^£зФ * °—@зз^ * 
+ Q—Ig^Hp + Q—[gb^JP * 0 *ёЬсР * 

II 



Подробное объяснение диаграмм такого типа приведено 
в работах / т ' 1 0 ' . Особенности биквадратного взаимо
действия связаны с выражениями для волнистых линий. 

v + -
*Р,уВ (^В)~-^^@ 

'afi.yS 

Эффективные взаимодействия V + ~ и V определяют
ся /7,10,12/ с помощью функций Г р и н а / 8 - Ю / в первом 
приближении по -Ь- н имеют вид 

V + " 

V V 
23,12 ' 2 3 , 2 3 . 

12 23 
( l u + H 0 )(lto + Н ' ) n u п О 

(it.) + ( ) ( i [ j + 1 ) 
n 1 n 2 

V V — 
13,13 v 13 ,13 

V— V 
13,13 13,13 

a + ( b ' - a 2 ) 1~+ ,b 
23,23 

Ь .а + (Ь-а )2,2,12 

1 

/ 1 8 / 

с - с ( ) 2 7 з 7 Т з c d i i 3 ( T 

c d 2 _ 
13,13 d-cdX 

( d e t ( l - XV))" 
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n 3 
3 a e C k aft ft 

H - H - И ' . 
о о II 

Используя теперь равенства / I 6 / - / 1 8 / , получаем вы
ражения для параметров порядка: 

•О > - « ? > „ --JJ S l n ( 1 2 ) + n ( 2 3 ) + 4 ] < , № ( b ; 2 1 U q - D <Q 

i ' r t ('{ 2 Г> i ->'J 
- Ь D n • - „ ) - ( » , . , . . . . • <Q > + a , < Q ' - ; , ) I 

12) H i " (12,2)1,.i * о (2.4.2)1, <f " 

, 2 12 , : ! 1 2.1 I л 
> - " ' ' i ; i » 4 ) . l ' " J " t i ' 2 . , - D <Q >„ * b ( 1 ) 2 ] ( f D ,Q ••„) 

p i l : i ) 
ч' 

/ 1 9 / 

-(a ->-Q 7, - a „<Q >)]nU ) U ^ 5 12 
(12.1)2.4 " (2.-1.M a..i v " 2,f N q . 

2 
l:i 13 l l 13 n 

+ [ f iK,D <Q 1 , - 2 I « ( ( . ) U i - j i / i l D <Q > с 
«I " л ч N * 2 о ii 

I 1 - /3d Л)' ' -С '' - I + 2/JD '' <Q ' > • D 'D ' - Q '-> с cl̂  

2 
Г7 is 13 13 n 13 

»D <Q ^ d ; , [ 1-/3 0 .D <Q -„ 1H1 -/?c_ T D <Q f ) 

и 7з 2 13 13 Тз T?. 13 Гз" 
- / i d Ж < Q ' j + j 3 c ? d ? ( D <Q l -D <Q % - D <Q J 

:D' 3 <Q'-V|- ' 
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<Q>-<Q> + i | l n ( 1 2 ) - n ( 2 3 ) + i j . [ ^ b ' 2 ) 1 > 3 D , 2<QJ 

* blm,i D" '«>.' - (•?„.«,,? < Q' 2 % - i . .»! , ? < A > ] 

2 12 i 23 , 3 

- < - < U . I > » . * < « > 0 - a ( 2 3 , , ) 2 „ - < « > e » » < < I ? > l + * D < ^ 
2 — — 

_ _ 2 
13 13 13 13 Тз 

2/SD <Q > -D D <Q> c^d^ + D <Q >• d Jl - p с _ 
0 x 0 q q u q я 

14 14 13 13 13 13 
xD <Q >• 111 1 —/3c_ D <Q > - / 3 d _ D <Q > / 2 0 / 

J c ^ ( D 1 3 < Q ' \ . D % 1 3 > -D I 3<Q 1 3> 0.D , 3<Q 1 3>>f 

Параметры а в Ь имеют следующий вид: 

- 1 - 1 
) , ( l .p ) i .q i ' ' ' Р ' 

( " ) —1 23 
ь ; .„ , ? - s - ' . x . , - . , ) , « (1»,-н'« . 

,12 ч 2 3 ,12) 
-» 23 1 —1 v94 ч,, =ч ( 1 (ч) -н- „ - к п - i - к ^ ) j , <Q > 

( , ) ( , ) q q * q q ° 

n(ij)=(exp(/S f . . ) - l ) ( i j = i z , 2 3 , 1 3 ) , 
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A .; ,\ q' 

Операторы D"' , Q"•' приведены в приложении. 
Равенства / 1 9 / - / 2 0 / являются прямым обобщением урав
нения для параметра порядка работы ' - .Анализ урав
нений / 1 9 / - / 2 0 / затруднителен и нами не проводится. 

5. В работе выполнены вычисление н анализ спекчра 
'леменгарных возбуждении для модели Гейзенберга с би
квадратным обменом. Б общем случае спектр элементар
ных возбуждений имеет три ветви f^(kHA^ 1,2,3). Воз
буждения с Л — 1,2 являются спиновыми в о л н а м и / S / - ме
няется на единицу/. Возбуждения с , \ - 3 происходят 
с изменением S''• на два. Если значение спина S про
извольно, то в рассматриваемой модели получается 2S 
ве ! вей с | AS* | - 1 н 2S - I ветвей с ' \S' [=2. Ветви 
г j ^ к) могут быть измерены обычными методами 

рассеяния нейтронов или ферромагнитного резонанса. 
Однако с ветвью <;j(k) ситуация другая. И сечении 
рассеяния нейтронов, н поглощаемая энергия перемен
ного поля определяются корреляционной функцией 
• ' S 4 S - ( t ) ^ > н не "чувствуют" переходов с ' \S'' ' ~-2 . 
Однако существует возможность детектирования и таких 
возбуждений. Если мы начнем модулировать обменные 
интегралы J ^ и К ц звуком, то возможны переходы, 
при которых AS' ' ' = 2 . Т.е . интересующие нас возбуж
дения можно обнаружить при изучении коэффициента по
глощения звука. Используя экспериментальные данные 
по величине обменных интегралов 2 . можно грубо оце
нить требуемую частоту звука. Эта частота лежит 
в области гиперзвука и примерно равна Ю | ( | - 10 " Гц. 
Генерация гиперзвука такой частоты в принципе возмож
на. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

° +- ° 
Выражения для функции 1 и X имеют в использу

емых нами приближениях следующий вид: 
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) (ij =12,23), 

13 - 1 
'o ) , 

-12,2s " -n.n - u ' 

t.. .. - Щ 
IJ, ij 

\U\ = 8 J D " <Q'S > (ij-13.13 ), 

*». iJ - S„, 1 3- £7] 0 - «„,0 /3 D ' < Q'3 ^ , 

H'o - H ' j , -Hi , H' i=-(h+D),H'o 2 = 0, H' 0

3=h-JJ, 

h = h > ( J 0 - ± K 0 ) < S ^ ) , D.-D + | - K D < Q ^ , 

13 13 ( 2 3 > • -

0 a = Q i 3Q - 2 , 

3(/3h) 3(jSD) 

. ' 2 , — 
( 2 4 ) 13 IS 

D 2 3 = D + 3D 
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