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МОДУЛИ УПРУГОСТИ 
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КВАНТОВЫХ КРИСТАЛЛОВ 

Направлено в phytic*, stmt us solid i 



В последнее время при изученаи свойств сильно 
ангармонических кристаллов /квантовых кристаллов г е 
лия, кристаллов инертных газов при высоких темпера
турах/ широкое распространение получила теория само
согласованных фононов / с м . обзор /I/ / . Прн выполнении 
численных расчетов наиболее простой и успешной ока
залась так называемая улучшенная самосогласованная 
теория (ISO , в которой частоты самосогласованных 
фононов определяются в первом порядке теории - в псев-
догармоннческом или приближении среднего фононного 
поля, нз членов второго порядка учитывается лншь вклад 
кубического энгармонизма но ренормированной теории 
возмущений / с м . работы / 2 / / . 

В недавней работе / 3 / мы показали, что такой подход 
может быть неудовлетворительным при вычислении мо
делей упругости в области сильного ангармониэма 
вблизи точки динамической неустойчивости решетки ' *• 
для классических кристаллов / Т » Т ) } - температура 
Д е б а я / . В этой работе мы приводим результаты анало
гичных расчетов для простой модели квантового кри
сталла - ГЦК-решетки с взаимодействием ближайших 
соседей при Г = 0 . 

Как показано в работе /'Л/, однофонокная функция 
Грнна, описывающая распространение самосогласованных 
фононов, имеет вид: 

2 « q 
G q ( w l ~ 2 _ ш 2 _ 2 « П to;) ' п / 

ц q ч /1/ 
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где перенормированные в среднем фононном поле часто
ты ш (q="qj) определяются в принятой модели уравне
нием: Ч 

ф"{х) , 2 

г 

о>0 - частота в гармоническом приближении с силовой 
постоянной ф"{г0) .Ренормированный потенциал сДЫдля 
модельного потенциала Морзе имеет вид / 4/-

= -12х 2у „ -бх у/1! . 
с^х) = D( e е ' - 2е е ) , / 3 / 

где параметр потенциала Морзе " а " выбран так, что 
аг. = 6;x=(£-rJ A0- безразмерная_координата. Параметр 

перенормировки у =• а 2 и 2 Ш =36 u 2(d) /r 2 определяется 
средним квадратом относительного смещения ближай
ших соседей ТГ2 (?) =<((и - 5 ) ? ) 2 >7? 2,расположенных 
на расстоянии I. Массовый оператор в / 1 / содержит 
члены второго порядка самосогласованной теории и при 
учете только кубических членов при Т=0 мо;<ет быть 
записан в виде /•*/; 

[<£'"(х)]2

 0 П-». (си) = -со. , , с „ • S_, (со) = 

/V 
<„ У 2 ( *> 

- а . . ( ш ) 4 J 2D „ 6 Ы 4J 

где с 0 -(1/2N) 2 ш =а с - энергия нулевых колебаний, 
ч ч 

^ qj (w) - безразмерная сумма по векторам обратного 
пространства. Уравнение самосогласования, получающе
еся при вычислении 7^(0 по функции Грина / 1 / , при 
Т=0 имеет вид 1*1: 
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u\ Л ц 5 ' / 5 / 

где л •/. [) г | - безразмерный параметр связи 
атомов в решетке /для ГЦК-решетки число ближайших 
соседей z I:! / . Согласно оценкам в / v , Л 2.2 для 
41с, Л 2,58 для 'Hi-и Л- 12 для ?»!• .Численный коэф

фициент при ренормированном кубическом ангармониэ-
ме |- ; , 3 - 10' ; ) определяется с помощью приближенно
го интегрирования по частотам функции Грина / 1 / с 
массовым оператором / 4 / / с м . - X ' / • В отличие от 
ISC теории, где уравнение самосогласования решается 
в псевдогармоническом приближении \г0 0 ) , мы учи
тываем в уравнении / 5 / члены второго порядка, по
скольку их вклад сравним с членами первого порядка: 
для главных, линейных по (1/Л) членов он составляет 

2 0 $ при х = 0:у = (1 /Л |1 - ] / л (7 /1 -541 / ) i I и увеличивается 
с ростом х. 

Изотермические модули упругости кристалла опреде
ляются статическим (о^ 0) длинноволновым («i .0) преде
лом функции Грина / 1 / по наклону соответствующих 
дисперсионных кривых ,"'/ .Учитывая / 2 / , /4 / ,для модулей 
упругости С ,, получаем: 

«Р 
С и и ' ( х) ,, -1 о 

(•:• ±. • 11 - ± L^IL s, 1, / 6 / 

"£ г ( | И i • •> А " г ' ( 0 И 
«Л 

где С ц и - модули упругости в гармоническом прибли
жении, соответствующие частотам <•»/ в / 2 / , S k'j -
= lim S > d,i - 0) , ic i -q/ iq ' . Для куоичсокой решетки 

q -0 '" 
все три независимых модуля с и , С [ г , С j.( определя
ются при соответствующем выборе направления вектора 
1'и поляризации j: при k'=- i , вдоль оси (100)продоль
ная мода j = L определяет С и , поперечная j • Т - С , t; про 
к' « к , вдоль оси( ПО) j - т, определяет C14ij • '''г ' ,„ „ , ,„ _ s в ы . 

kj 
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численные путем однократного суммирования по Ю 3 

точек в зоне Брнллуэна, равны: 

S j L =1,73-10-3 , Sy . r 1,36. Ю - 3 , SJ .,. ,, 1,05-10 ~г . 

На рис. 1 представлена зависимость модулей упру
гости С.', /кривые 1,2/и (1/2) (С*, -С*2) /кривые 3,4/ 
от объема v*.(f/r ) 3 =(1+х) 3 для А = 2,6 /кривые 1,3/ 
и А - 12 /кривые 2,4/. Сплошной линией похаэаиы мо
дули упругости, вычисленные согласно / 6 / с параметром 
перенормировки у в / 2 / - / 4 / , определяемым из урав
нения самосогласопаная / 5 / . Пунктирной линии соот
ветствуют модули упругости, вычисленные для пара
метра у, определяемого из условии самосогласования 
в псевдогармовнческом приближении / v0 -• 0 в / 5 / / , как 
в 1SC теории 'г', Окончания кривых, отмеченные кре
стиком, соответствуют точкам динамической неустой
чивости решетки, когда в уравнении самосогласовавия 
/ 5 / появляются комплексные решения ' 4 Лкак следует 
из рисунка, поведение модулей упругости существенно 
зависит от способа самосогласования: при решении урав
нения / 5 / в псевдогармонвческом приближении d'0= 0) 
модули упругости остаются действительными до значи
тельно больших значений объема v* в могут обращаться 
в нуль /как Г. | , для Л = 12 - кривая 2/ , приводя 
к появлению "мягкой воды", как н для классических 
кристаллов, рассмотренных в / 3Л Сокращение области 
динамической устойчивости решетка при учете членов 
второго порядка в уравнении самосогласовавия / 5 / лег
ко понять, учитывая обсуждение после формулы / 5 / . 

На рис. 2 приведена зависимость^ давления 
P = (zE/6v) ф'(х) от объема v*, P* = P/(Dv'2/ro ) ,для 

тех же значений параметра Л при двух различных 
способах самосогласоваиия. Отметим, что решетка при 
малых значениях Л устойчива лишь при положительных 
внешних давлениях 1'4/'. 

Как следует из приведенных расчетов, члены второго 
порядка играют важную роль при решении уравнения 
самосогласования, определяющего область динамической 
устойчивости решетки и характер поведения модулей 
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П «J U 

Рис. 1. Зависимость модулей упругости on приведенного 
объема С* Г* л 

l-C*u

 4He, 2-CJ, N.. г--Ь1±13 V 

с* -с* 
4 - Ч '2 
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Рис. 2. Зависимость приведенного давления от приве
денного объема. 



упругости. Учет членов третьего и более высоких поряд
ков самосогласованной теории существенно не меняет 
результатов ввиду м а л о т и их вклада, порядка (1 /А) " , 
п>2,хотя при выполнен • численных расчетов для модулей 
упругости и других физических величин их следует 
принимать во внимание наряду с членами второго порядка 
в уравнении самосогласования / с м . ' й ' / . 

Отметим, что приведенные в этой работе вычисления 
для модельного потенциала Морзе, не имеющего "твер
дой сердцевины", не могут быть непосредственно ис
пользованы для сравнения с реальными кристаллами г е 
лия, где учет этой части взаимодействия особенно важен 
/ с м . А / / . 
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