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Ь И. Садовников 

О ФУНКЦИЯХ ГРИНА 

ДЛЯ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

В ПРИБЛИЖЕНИИ САМОСОГЛАСОВАННОГО ПОЛЯ 



Одним из биективных спосооов исследования L'.iert'n мног.-.̂  ' • . . -

тиц яиллетсм хорошо известней метод самосогласованного поля. 

возникший и квантовой механике дли расчета сь-ларль II.OMOB, 
к) 

метод самосогласованного поля Хартри-Фока нилел сьое применение 

также и в теории плазмы, кристаллического состояния; гди с 

его помощью сил получен целый ряд важных рез^чьт^тпв. 

Ъ связи с работами во сверхпроводимости :;-::.иоголиъоым. Оьл 

сформулирован сообщенный метод самосогласованною няня / i / f су

щественно оообщайций метод Аартри-Фока, .льстим jr,>4Jb, ч го OOJJ-

щенный г.етод самосогласованного ноля ши: -ко н.и.'.л.ч^е'юн Т;)КЖУ и 

теории ядш [ lij . 

довольно плодотворным оказывался соединение л.<_:пди сак.осо:-

ласозанного поля с аппаратом двулу^еменньх натис^.^к-скнл ^нк.даи 

i^iiiia, Koi'-'it.e одержат достаточно полкою HH,..OJ маци-и о ;;н:;те:..е ;: 

непосредственно связаны с физическими х ipaimjj.юшками, что су

щественно усиливает результаты, исходящие, например, из ;Оичних 

кинетических уравнений. При этом структура уравнен;!;-, для функций 

1рина допускает зна отельное упрощение. 

rtonpoc о ciu;jn -jiatinemR oooojfi.iioi'. ы.-тода СУг.-.осоJ.jiucoHaино

го ноля с ^равнениями для функций 1 ьина оосу:ядалон нами а [ J/ . 

~десь на призере кристаллической системы мы покаяем, что 

приближение самосо1л^сованиого поля ооладает тем свойством, что 

*) D.R.Hartree, Proc.Cambr.PhtlSoc,, 24, 89 (1927). 
Ь.А.ФОЯ, J . Phjailc, 6 1 , Ш (1ЭЬ0) 

**) А.А.Власов. "Теория многих частиц", ГхйЪх, LjbO. 

ri.li.Базаров, "Статистическая теория кристаллического 
состояния", издательство i,J^,r.//i; . 
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полученные с его помощью .функции Грина удовлетворяют теореме 

к.л.иогсльоова об особенностях типа r j [A] > % 
Поскольку при рассмотрении кристаллической системы моасно 

приближенно полагать, что частицы фиксированы в узлах решетки, 

будем исходить из уравнения для функций 1'рина в приближении Сарт

ра . 

ддь этой цели удобно, как и в наших работах / 5 , б / , исполь

зовать метод вариаций - провести соответствующее "расцепление" в 

уравнениях для одновременных функций распределения [ч] , а за 

тем уке перейти к санкциям Грина, .заметим, что получающиеся та-

КЙ;>1 оираэом уравнения представляют неоднородные уравнения для 

Функций Грина, ^сли мы опустим источники, то получим систему од-

нородьых уравнений, и условием существования их нетривиального 

реиенъя будет равенство кулю детерминанта системы. Значения Е, 

определеинье таким образом, дают спектр элементарных возбужде

ний. 

Такая методика позволяет с единой точки зрения рассмотреть 

целый ряд физических моделей и предоставляет некоторые преиму

щества, и частности, если в системе имеется вырождение, то при

менение этого метода " не портит" теоремы о " -~. г . 
г 

В соответствии со сказанным выше запишем уравнение Лартри 
в ^йрме : 

tj&U •*)-SO ^'jj-/rU.-^'j *•]£%(**- 0£м'>/Т/Ч-* UJ 

" ' Вывод этого ура^иепая дан, на,.рш*ер, в нашей работе [b] 

о 



Ьдесь введены следующие ооозначения: 

&(/,•*•,*')- сыю час точный оператор иютности в -f. -пред

ставлении, У/̂ с-х,,-*^ - его р:ш..Оа.:спие значе

ние, 
у ^ о \1<Ы* ̂ .,)p"^'jd^'^ / " " ^ •-- 3 ^ ( 4 , ^ 

Ф(л) - потенциал парного взаимодействия, 

"Источники" воэылеи в ̂орь'.е 

с' ' с L J AG - оёскоьечпи kj.ioe 
С-Ч.ХЛО, 

при этом 

'Горда, если вариация гаь-И^ъто^иана и nj e„cзалепи;; вии_./,ч:Юго 

квантования имеет вас. 

то,согласно теореме о вариации средних значении [bji функция 1ри-

на "шш'1ность-глот11ость" определяется следулиш.-. OJ] азом: 

л ' *К -fit Ъ ~- Тс ' и) 
Следовательно, уравнение (±) шжно перевисать в форме: 



dse^sh u рассмотрение 

оа&етим далее, что илсеют аесто соотношения: 

тогда, полагал в уравнении (^) -*--*' , приходим к уравнению 

ДЛЯ «/а 

(4 ) 

Уиножик теперь уравнение (3) на л (•*-*£ &•<*) • а затем по
ложим л и' ( закетлв нри этоь, что 

Ьервык член правой части уравнения (а) удойно представить в 
виде: 

где 4',ь обоз начни 

Лаиетии также, что для произвольной фунадии / 7 ^ 

/ ( £ ; J L j j f ' w Ц*;).Гъ,+.У>^ ^ -- -L '/£-' fa. 

С 



Учитывая эти соотношения, получаем из (3) 

Умножим это уравнение на £1 и воспо;;ьэусь-.сл соотношением 
(4), в результате найдем 

§ 2 . 

Ередсташм d'/}(•*;•*'> в хзиде разложешш по полному набору 

некоторых ортонормировании." функций %(г) • 

(7) 

причем в качестве cp-f-t) удобно взять собственные функции одно-
частичного уравнения 

при этом 

где **£ ~ ч и с -ла заполнения одночастичны^ состояний. 

Тогда уравнение (3) мохет быть приведено к дерме: 

t22 (.Q F,'£»)% f*)%*f*'J <?С„Л - ( 8 ) 
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«снользуя свойство полноты системы функций ftf*-) : 

> j У'А{л')у> (+*) - £(л'-*-*) . последний член уравнения (8) можно 

представать в виде 

Улшоасии теперь уравнение (8) на ^ ^ % *л'^ » и, интег

рируя по - t и - с ' , получим: 

(£1 •£,+&)&*. -(*£ *C)k&**y'S%tJ.~j}q>(*'jg*{*'JAc", 

откуда 

Учитывал, что 

икеек для коэффициентов <f£j* следующее выражение: 

Ум1.олая это у^ааьение на %W/l 'л'> и суышц-уя по 
^л . , возв^ащаеь.с» снова к функции Лю/Ч-^У •' 



Применяя к уравнению (d) операции//("-Л; Д.Х--^ f^J-f^ J-
и учитывая определение (5),получаеы: 

где через Клл(-*-у/&) ^ ооозначшш 

Ьодставим теперь вырааение (10) в уравнение (6): 

Ьолохлм здесь 

тогда для f£.t*) получим следующее уравнение: 

*) оаиетшг., что аналогичное уравнение расск^трниались также в рабо
те [ь] в связи с изучением спектра коллект^вньх колебаний кристалла 
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легко }Станов лть связь между введенными функциями «Л/, fie J 

а. функциям Грина -"плотность-плотность", действительно, учиты
вая соотношения (2) и (4), получим 

««••^^-4А-'^Д ^ - * (14) 

о . 

Установим теверь некоторое такдества. 
напомним, что раЛ|Оаеснш1 функция распределения ЯР(Л,-*') 

удовлетворяет уравнению 

{}>J(JJ f <-£(*•*) u"}(»)dOt 

Содействуем на это уравнение операцией (Л^ * Л- ) . Тогда, 
оооэначал через /j' f-*.-*'J величину £"*?•-*,-О (?** + ?х;)*№•*,•*'), 
получим 

(15) 
<r:;:ri ^ytxi^- •J f) 

,,.. J' /' M y ) ;jt'2S* 



Поскольку 

<J ' - v" 

уравнение (1Ь) принимает вид 

"* U6) 

Сравнивая это уравнение с уравнением (3 ) , видим, что 

ь'А}{*,*')-/?*{л,х')/4-ы.а , является решеылем уравнения (о) при 

.R-o, J 1 ^ - ^ , т . е . ^<t>'*'iL , " ('*•< ' ••>'*.;)'/!"fJ••*'<> -

Напомним, что уравнение для &*)(•*•*•*• J мы получали в 

форме 

Полагая в этом уравнении >(l-°, °?,<J} о и подставляя решение 

для ГЯц-*,*')^ **'*(*** *') , получай тождество: 

или представляя /^"^^^J в виде 

<Г<^> (А.'Л:)ъ^1 • ~£". з ( 1 7, 



Оулеги И1«еть 

' itt'V. ш) 

введем euie одно ооозначение 

(19) 

(20) 

/is тоадества (its) при условии (II) следует, что 

1цл№шш к уравнению ЦЬ) операцию j(S^~^%)-}_ , , тог
да, заменив индекс Л на Я J будем иметь: 

Это TOKACJTBO с учетоы (1?) и ЦУ) можно переписать в виде 

~-* 4 -L'w- ТЕГ£Ь>-(&£2/п*>/П*Л 'о 
{fit Г Т* a * ^ « - ^ А ,У Э Э - * ЭЗГд J J 

или, п£ини>.ая во внимание соотношение (20), получаем окончательно 
основное тождество в форме: 

з ^ T J T \ ' и , га-, -^ cu/rw-i - о . 
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Сопоставлял тождество U i ) с уравнеыюи U*J для Л и л о 

заключаем, что при J2-0 , fy(»)~0 с;>.цистьуст деление 

£L(x)-Cftjyt'>Qx.), оира^адцее уравнение {in) и тожество (di). 

У 4 . 

Рассмотри!,; ведения, оесконечно олизкие к fJ"^J=C. ffte) 

полагая * "i f*J = Сл^ф>№ С , где * - u u o , умно.=шм уравнение 

(±ij) на £-*(*'*> ц проинтегрируем его i.o JC по ооъему 

элементарной ячейки, причем fр^е)^* * 4 , в резудьга-

те получим 

J2*u *^Je-'tm/(v Щ/Д) (-%> Zj&$f<*><%+•* , 

Заметил-,, что поскольку *£»/*•--О - <#,'-*-JTJ ( третий член 

левов части уравнения {22) равен нулю. 

Полагая в уравнении (22) %= G+& , где G - вектор 

о01атной решетки, иерепишеь. его в ^орь.е: 



Рассматривая уравнение (23) дрн малых А , замечаем, что третий 
член левой часта уравнения имеет порядок к* , а в правой части 
ш можем пренебречь вторым членом по сравнению с первым. Более 
подробно рассмотрим второй члеи левой части уравнения (23}. 

he трудно показать, что для кристалла, шевщего центр симметрии, 

К? <•*•-*/&) ' Иу(*'х1-&). 
Хранимая во вишашае это свойство, видам, что 

= - / * , <4h*) ̂ pZ/b-'S*^ ++* '• 
Интересуясь случаем малых значений к ж dl ( перепишем это 

выражение в виде: 

«У, =*]ку,(**/'> 9*w'?j>*tyj <f*<%y, 

Систеиа трех уравнений tea) о учетом введенных обозначений 
принимает вид 
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Л*СЛ +££, ikp СГ{А,„ к +а^ Q} + 

*1+6< £>*•> /, ri-on-os <*«> +* *'£ 9** - Ч^Я* * > с*-°.я~°к 

здесь 
— ' — ^ 

Система уравнений (24) определяет спектр коллективных колебаний 
акустического типа. 

Полагая в уравнениях '24)^=0 и используя определение (14) для 
функции Грина типа "плотность-плотность" 4р '• "t^ ^.0 , получаем, 
что ири 4-*- 0 эта функция имеет особенность вида "*i * . Такая ocofleit-
аость у функции Грина указанного типа для кристалла была получена 
наш на основе строгих неравенств для корреляционных функций и пунк
ций Грина [9J. Этот результат указывает, а частности, на отсутст^.ш 
кристаллического упорядочения в одно- л двухцерних системах /ю] . 

48. 
Проиллюстрируем полученные результаты на примере приближения, 

авадопчного приближению сильно связанных электронов. 
для того, чтобы конкретизировать входящие в уравнения величина 

Ji^rx.) и К+рС^уXI), заметим, что пункции <%fx* представляют 
собой собственные функции одночастичяой задачи 

f~Jm Axf £-*>(*}} ЪЫ-£„%(** , (25) 
а самосогласованный потенциал С (•*-) как периодическая функция 
может быть представлен в виде 

V'f*1* Zi'W'•?-?* * t U6) 
где xK- координаты узлов решетки, \\'№- некоторая функция, которая 
в простейием случае, когда У(х)=.Ущ£'л-*К

 s

 ? представляет собо! 
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потенциал парного взаимодействия *&(*) : 

а нашег»; приближении мы будем полагать, что функция 9$.(х) 
(и - к, A J кожет быть^представлена в виде 

Аде % ex-2„) есть собственная дикция-уравнения 

Поскольку можно считать, что в кристалле отклонения атомов 
от своих равновесных положений невелики, существенным является 
вид потенциала вблизи точек минимума,где он может быть приближен
но представлен как 

Вели рассмотреть расщепление в периодическом поле только само-. 
го нижнего уровш £д.0 , которому соответствует волновая функция 

%fc-XbJ'f^J € л , т . е . считать, что в блоховской сумме 
(27) индекс Л принимает одно значение Х=0, и волновая пункция 
кристалла кожьт быть представлена в виде 

то такое приближение можно назвать "однозонным". 
дисперсионная зависимость энергии Е как пункции кзазиимпульса 

определяется в соответствии с обычной схемой приближения силь
ной связи: 

Аля близких значений квазиимпульса ~% и £"•*** ( * * 0 ) , раз
ность £, - £, имеет порядок А : 

где 0 - совокупность векторов олижайших соседей, перекрктия вол-



новых ^.ункций, относящихся к уалаь., не шшщдш..си олалсИпш.и 

соседями, не учитываются» 

Нетрудно получить з нашем приближении ш^а^-ин; ,4,1л JC/V-*> ; 

следует, однако, заметить, что поскольку ьид^А.,1 зависит OTP*V-O 

(через iff*)), соответствующие приближения должни оьть согласоианы. 

Поэтому в дальнейшем будем полагать 

(оставляя всю температурную зависимость в выраяешш А^/*#/я>): 

*A e f . Г , 
ГГ-г) ,- - _ - , 7*'»'"V ' 

+ ("**) (ХъГ^Х^'^Ч • 
Опуская в правой части уравнения U 3) источники, принимай 

во внимание (Зо), а также периодичность ядра К,л (-?,;,'Л)(ло аргу
менту ^ ): 
получаем уравнения для С вида: 

1Ц< 
1-и) 

для интеграла во втором члене левой части этого уравнения 
в рамках нашего приближения следует выражение: 

' л-

/?> 

biu интересуемся случаем иалых ^ и сохраняем в интеграле 
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только члены первого иорядка во k. Суммирование ло * представим 
в виде F.f(^) , где индекс * у векторов $ принал-ает значения 
t/ tt2 ,-'3 , прячем 4 = 'в?« л *£*"**§• ' °*J = * л г * • 

выражение (33) принимает вид (<% = |Ф(-*)<*-* ): 

Подставляя это выражение а уравнение (32), принимая во внима-
ние,что Э Х л 9JT ' - т ы <t*p и приближенно заменяя при малых * 
Z w £ - =£•"•'"' ^Л"-'. - j '•':*/"! a>* <-pl' , получим: 

Равенство нулю детерминанта системы (J4) определяет спектр 
коллективных колебаний акустического характера, а полученные в 
рамках используемого приближения функции Гриаа вида ^ r f ' ^ t \ . ! f , 
удовлетворяют теореме Н.Н,Боголюбова об особенностях типа "-'- * . 

а заключение приношу глубокую благодарность академику 
Н,Н.Ьоюлюбову за внимание к работе и ценные советы и указания. 
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