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I. Хорошо известно , чти (еория Ьора- Мог тельсона 
/ Б . М . / является квантовым анало! ом модели жидкой 
капли. Цель настоящей работы состоит в г. м, чтобы 
получить квантовую теорию коллективных движений в 
ядре, беря за основу классическою теорию упругого 
тела . В предельных случаях пол\ чаем теорию Б.М. 
и абсолютно твердое телп. Раньше аналогичные попытки 
предпринимались неоднократно n-$i t Однако м и ра­
боты практически остались че замеченными. Причиной 
зтого является г ром о з л кий м а т е м а г и чес кии аппарат , 
используемый в них; о т с \ т с т в и е новых физических вы­
водов по сравнению с теорией Б.М.; наконец, туманные, 
а иногда и ошибочные утверждения , обязанные недоста­
точно четким определениям. 

Данная работа во многом п о р е к р ы в а е i с я с упомяну­
тыми. Однако мы сделали упор на физические предпо­
сылки и следствия , опуская по возможности ма i ема i ичес-
кие выкладки. 

2. Пусть х ] (0) i-я декартова координата частицы 
с номером я в начальный момент времени ( = 0 .Мы 
допускаем только такие движения, для ко горык координа­
ты положения г -й частииы в момент времени f линейно 
связаны с начальными координатами посредством коэф­
фициентов a i h (t), зависящих от времени и не з а в и с я ­
щих от номера частицы s : 

Здесь и в дальнейшем в очевидных случаях мы опускаем 
знак суммирования. Таким обратом, вся динамика опре­
деляется котффициентами a i h . 
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Произвольную / 3 x 3 / матрицу Л / с о с т а в л е н н у ю из ко-
зффициентов a i ) ( / можно представить в виде: 

А = Щф,0,ф). Л . Н(ф, ,0, ,ф, ) . / 2 . | / 

Здесь R- трехмерная матрица поворота. Л" диагональ ­
ная матрица: 

.\„ . S,.B„ . 
Мы считаем, что в начальный момент времени моменты 
инерции тела направлены вдоль координатных осей. 

m i x (^(0)у. '"/«П - 5 . . . I. . 

Преобразование #(<£, ,i ' j > Ф; )разворачиваст тело таким 
образом, что совмещает главные оси деформации с ко­
ординатными осями. Преобразование Л р а с т я г и в а е т тело 
в отношениях (S , : 8 2 ; й ? ) вдоль трех взаимно перпен­
дикулярных осей. Наконец. Я(Ф,() ,ф) приводит к пово­
роту тела как целого. 

Ротационная инвариантность о значает , что все физи­
ческие явления в данной системе координат и в с и с т е м е 
координат, полученной из данной инфинитезимальным / а , 
следовательно, и глобальным/ прощением, выглядит оди­
наково. Поскольку переход к другой системе координат 
•жвиналентен повороту тогч как целого / а •> гот последний 
осуществляется изменением <Ь,0,ф / . то компоненты опе­
раторов углового момента должны содержать производ­
ные только по ф,<1,Ф и их легко выписать из самых 
общих соображений: 

cos ф 
Lt = — . р(ф) - зтф'р(0) - cosф• ctgQ• р(ф) , 

sin О 

L = - - f ^ X - p C 0 j _ совф-р(0) + з1пф - ctgO • р(ф) , 
sin О 

1-з= -Р(Ф). 
где мы положили 

P W » -g . 
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Эти операторы можно получить и другим способом, 
если в з я т ь за основу классические операторы углового 
момента : 

/ т о ч к а о з н а ч а е т производную по в р е м е н и / . Далее пара­
м е т р и з у е м a J, в виде / 2 . 1 / . выражаем обобщенные 
импульсы через производные от кинетической энергии 
по соответствующим координатам / н а п р и м е р , р ф-дТ/дф 
и т . д . / и, наконец, переходим от классических импульсов 
к квантовым операторам / з а м е н я е м р фч-д/вф и т . д . / . 
Чтобы такая процедура была однозначной, необходимо 
предварительно вычислить элемент объема dV = \/ g-Udq. , 
где 3 - определитель , составленный из коэффициентов 
квадратичной формы, соответствующей кинетической 
энергии. 

Гамильтониан с и с т е м ы при наличии ротационной ин­
вариантности должен коммутировать с L , . Для этого 
необходимо, чтобы потенциальная энегтия у не зависела 
от углов ф, 0, ф , определяющих пространственную ори­
ентацию тела ; з а в и с и м о с т ь же V от остальных п а р а м е т ­
ров /Bt , 8} , 3^ . ф1 , 6j , ф1 / не приводит к нарушению 
ротационной инвариантности. 

В дополнение к коллективным движениям, содержа­
щимся в уравнении Б .М. / т . е . безвихревые движения, 
связанные с вращением инерциальных осей, /3-й у - д е ­
формациями/ , в данной модели появляются коллективные 
моды, отвечающие вихревому движению и дилатациям 
тела . 

3 . Будем с ч и т а т ь , что в начальный момент времени 
все три м о м е н т а инерции одинаковы: / , =12 = 13=1 . Кине­
тическая энергия равна Т = -i- щ 2 [ x ( s ' P . 

2 i.s ' 
Подставляя сюда * * » определенные равенством / 1 / , 
и стандартным образом квантуя полученное классическое 
выражение, получаем оператор кинетической энергии: 



1 д i 2 2 а д 
+ 2 2 2 2 (S1 ~ V f V S3 > Т Г + 

(82-S2)(82-82) dS2 ' 2 3 3- dS2 

+

 1 Э - (82- 82)(82- 82) J - + 

(82-82)(82-82) 08 3 ' 3 2 вЪ3 

Операторы L°k , £ ; коммутируют с операторами углового 
момента: ( L o , £ , . ] „ [ £ . , L . 1 - 0 . 

Кроме того, имеем: 
| L « A , £ , 1 ^ 0 , 1 1 1 ,L° \-<m L°k ,l£,.S, ] " ' , „ V 

Явные выражения для L°k , £. даны в приложении 1. 
К оператору кинетической энергии следует добавить по­
тенциальную энергию, которая, как мы уже сказали, 
может зависеть от <•>, . 82 . В3 •<!>,. У; , Фг без потери 
ротационной инвариантности. 

4. Уравнение Шрелингера с кинетической энергией 
вида / 3 . 1 / является более сложным, чем уравнение 
(j.M. Это является данью за новые коллективные движе­
ния. Мы затрудняемся в данный момент дать исчерпы­
вающий качественный анализ решений этого уравнения. 
Взамен этого мы рассмотрим модель более простую, 
но сохраняющую основные черты модели, сформулиро­
ванной выше. Такой моделью является модель двумерного 
упругого тела. Все частицы такого тела лежат в плос­
кости, и возможны лишь движения, не выводящие частиц 
гела из плоскости. Сравнивать такую двумерную модель 
мы будем с двумерной моделью Б.М. Преобразование 
/ 2 . 1 / выглядит в этом случае следующим образом: 
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,(s) Cos ф sin ф 

— sin ф cos d 

S, 0 

0 S,} 

созф] sin ф 

- sin ф cost,1) Я 
3 J 
/4.1 

Единственной компонентой угломп 
ется L 3 : 

L3 = ш 2 (xsys - y s i s ) , 

мпмен [ а ока lunn 

Найдем теперь уравнение границы тела . Пели г г,'(/) -
уравнение линии, ограничивающей гели и момент г о, 
то уравнение тела после преобра ншаиия / 4 . 1 / имеет 
вид: 

V 
sir.2(e+<f>) c O s 2 r e + 0 j 

s 2 s 2 

2 

I 
— = - «g Г<? + Ф)М 

Если г (0) = г 0 , т . е . границей тела был круг, ю после 
линейного преобразования /4 .1 ч получаем >ллнис 
с полуосями ^ | - r 0 , r 5 2 - г 0 . Таким о. (;'-ч>м. преобразова­
ние / 4 . 1 / с о о т в е т с т в у е т коллективным MI... ' . гформ.1-
оуюшим круг в ?ллипс. 

Впрочем, преобразование / 4 . 1 / ни является удобным 
для сравнения с двумерной моделью Б.М. Преобразование 
/ 4 . 1 / мы з а м е н я е м следующим: 

cos ф sin ф совф 

Ыпф 

_ _|_ ^ 
-si'ni/il I ^, 0 j cosi^ зтф х'о] 
eosi/rl l О S I -s/'n0 co-s'i// y ' s j i 

/ 4 . 3 / Преобразования / 4 . 1 / и / 4 . 3 / м а т е м а т и ч е с к и полностью 
эквивалентны, но удобство преобразования / 4 . 3 / с о с т о -
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ит в том, что достаточно в последующих выкладках 
положить ф = Ф =0, чтобы устранить вихревую компонен­
ту движения. 

Единственная компонента углового момента равна: 

L 3= m X (х у - y w х ' у } = 

= О, +12 ){- ф (В3

+ + SJ) + 2ф 82_ ] + 

+ r ' i -1г)Ып2ф.(В+Ь_- 8_8+)-28+В_соз2ф.(ф-ф)], 

где мы положили 
8± = - j f S , ± 8 2 >. 

Кинетическая энергия равна 

Г= . ' + г [S* +Sf +ф2(8*+8*) + 4В1ф (ф - ф)1 + 

+ (li-ii)[8+ S_ совг^ + S + « _ . c o s 2 0 . ^ . r ^ - 2 0 / + 

+ ^.ain2(frffi+S_ - 5 + 8_ )] . /4 .4 / 
Легко убедиться, что ^j-

Li = - r-*- . 
дф 

Поскольку детерминант квадратичной формы кинетичес­
кой энергии 

V 7 ~ = 'г -h -<si- S1 >• 
то L можно отождествить с 

1 Эф' 
При // Ф- I? лапласиан, соответствующий квадратичной 
форме / 4 , 4 / , выглядит достаточно громоздко даже в 
двумерном случае; поэтому явный вид его мы приводим 
в приложении I I . Напомним, что случаю lt £12 соответ­
ствует деформированная первоначальная граница тела. 
При / 2 = f2= ; оператор кинетической энергии имеет вид 
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_hj 3 2 J 3_ _J_ _£_ j } _ 
2/ i s 7 8 38 38 S 38 

i a {_ J_2 _±_ i_ _£_ 
8 2 дф 2 дф В2 4 дф2 

Напомним, что требование ротационной инвариантности 
приводит к тому , что потенциальная энергия не должна 
содержать зависимости от ф . Если же предположить 
к тому ж е , что V не зависит и от (Д,то уравнение Шре-
дингера упрощается: 

h2. З1 1 3 В2 1 д_ (1-т)2 ~2 

Г TW + В, 38L

 + 3S2 8 38 S2 \Ф 

+ У (В+, 8_). ф = Е. ф . / 4 . 5 / 

Здесь 1,т - собственные значения о п е р а т о р о в - г -т~г и 
1 3 i ' ° ф 

. В уравнении / 4 . 5 / переменные 5 8 раздели -
i дф 

ются, если V можно представить в виде суммы сла ­
г а е м ы х , зависящих от 8 , 8 _ с о о т в е т с т в е н н о . 

Мы хотим проанализировать решения уравнения / 4 . 5 / 
при тех же предположениях, к.>торые делаются в модели 
Б .М. Эти предположения сводятся к следующим: а / сохра­
нение объема тела и б / м а л о с т ь отклонений от равновес­
ной формы. Пункт а / вынуждает нас ограничиться такими 
преобразованиями / 4 . 1 / , для которых имеет место со ­
отношение 8, = —— s 6 . При 8 = s & уравнение 

' а 2 / 8г 

/ 4 . 4 / принимает вид 

2 - 8 
2 1 (i-82Hi+84 as ^778*38 ( S + ±>3 

5 
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(s2 + - 4 - / , 4 
_ 2 - ^ a . 2 — j f-in!+ C f S > . ^ = E . ^ . 

(S2- U-) (S + J.) 
8 8 / i 6 / 

Чтобы удовлетворить пункту б / , сделаем в / 4 . 6 / замену 
переменных, 5 = 2 i /3 , 

и ограничимся в кинетической энергии членами первого 
порядка относительно (i. Тогда / 4 . 6 / сводится к с л е ­
дующему уравнению: 

_ _ * 1 | j l , ijL-t'-tm- "\ф+Уф)-ф = Е.ф. 
21 dp /3 dp |(Р Л-7/ 

ПУСТЬ потенциал пропорционален (i •' 
И - - / З 2 . 

В этом случае получаем для уровней энергии выражение 
л 2 " л 2 ^ " " 

£ -• — E f f ( mj 4 ff- v - y - r - • / 4 . 8 / 
2/ у 2 • / 

Здесь /V- аналог главного квантового числа. Напомним, 
что £ есть угловой момент тела . Из / 4 . 8 / следует , что 
в данной модели вращательным спектром могут обладать 
даже сферические ядра. В случае модели Б.М. мы имели 
бы только эквидистантный спектр , отвечающий второму 
слагаемому в / 4 . 8 / . Для деформированного ядра ситуа­
ция оказывается более сложной, поскольку и данная мо ­
дель , и модель Б.М. могут привести к спектру типа 
ротационного. 

Наконец, о т м е т и м , что к двумерной модели Б .М. 
можно прийти двумя способами. Во-первых, как это 
обычно делают, разложив р а д и у с - в е к т о р / 4 . 2 / по малому 
параметру отклонения о i сферической симметрии; во-
вторых, устранив из преобразования / 4 . 1 / вихревую 
компоненту движения, т . е . положив в / 4 . 1 / 0 ^ О . В этом 
случае классический угловой момент тела д а е т с я выра­
жением 

L 3= 2(1, + 12)ф 8J+ (7, - l2)[sin2t(8+8_-8_8+) + 
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+ 2 - 3 + • S_ • cos 2 ф • t// 1 . 

К в а н т о в ы й ж е о п е р а т о р у г л о в о г о M O M I M I I U ранен 

I „ Jj-Zh-. я;„2й • Я, — , - i | i >-^гЛ. -Д-^.ч,! — . 
3 / , ч / 2

 d S _ 2 i, > / , <>_ (Hi 

Л е г к о в и д е т ь , что при о б ы ч н ы х предположениях (11 - / , , 
S , = — = / + с ) м ы п р и х о д и м к лн\ "мерно\ | \ - vpain ie i i i iH i Ь . М . 

' fi2 
5. В о з в р а щ а я с ь к т р е \ м е р п о ч \ сл> ч а ю . « а м о г н м , ч i о 

уравнение / 3 . 1 / может б ы т ь привечено к виду , н а п о м и ­
н а ю щ е м у уравнение Б . М . . если о г р а н и ч и т ь с я п р е о б р а ­
з о в а н и я м и , с о х р а н я ю щ и м и объем т е л а , и м а л ы м и о т к л о ­
нениями от сферической с и м м е т р и и . Для > го го п о л а г а е м , 
н а п р и м е р , 

2 2 2тт . 
8г = ехр [ у — j3 siny - \ — Р • sin (У у Я -

2 2 2тт , 
д2 = ехр [ - v — (3 siny + у -р /3 • sm С у f — ^ I , 

S = ехр [ ч / - ~ /3 • sin ( у - у 1 - ) " v J /3 * « л О 4 - / > ' ' 

а з а т е м р а з л а г а е м в / 3 . 1 / р а с л я ж е п и я o t по с т е п е н я м 

А 2 с ) 2 4 5 2 с? .3 <3 

2 - ' Т^ + 77^ + / й 2 « э г

2 + # 2 с ' а у 

+ с _ J < ) + _L f * i j21 . 
2 Й 2 — 2*r» 

P v ' 2 • s i n ( > ) 
М ы в и д и м , что все отличие от уравнения Ь . М . з а к л ю ч е н о 
в п р е д п о с л е д н е м члене . И м е н н о т т о г член даже при 
ч и с г о о с ц и л л я т о р и о м п о т е н ц и а л е ( • fi ^ п р и в о д и ! к п о я в ­
лению р о т а ц и о н н о й п о л о с ы . 
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6. Полволя итоги, можно с к а з а т ь , что данная модель , 
являющаяся квантовым аналогом модели упругого тела , 
является более богатой на коллективные движения, чем 
модель Б .М. Особенно ярко различия проявляются в сфе­
рических ядрах, где объяснения наличия ротационных 
полос в модели Б.М. допускают возможность не равных 
нулю деформаций для возбужденных состояний. В рас ­
сматриваемой модели такие состояния с в я з ы в а ю т с я с 
вихревым вращением ядра. Ранее мы видели, что данная 
модель переходит и модель Б .М. . если из линейного 
преобразования / 2 . 1 / устранить вихревую компоненту 
и компоненту, отвечающую дилатациям. Очевидна, одна­
ко, искусственность подобного ограничения. Более 
правильным, по нашему мнению, является использование 
преобразования / 2 . 1 / . которое допускает более широкий 
класс движений частив тела . Энергетическая предпоч-
гнз ельность того или иного коллективного движения / н а ­
пример, вихревого или безвихревого вращения / должна 
определяться видом коллективной потенциальной знергии. 

Наконец, интересным является использование более 
общих преобразований, составляющих группу Ли, напри­
мер, дробно-линейных преобразований. 

Авгор приносит глубокую благодарность И.Н.Михай­
лову за полезные обсуждения, проф. В .Г .Соловьеву -
за постоянный интерес к работе . Особо автор хочет 
поблагодарить В .Г .Невзглядова , беседы с которым по­
служили исходным пунктом данной работы. Ему же а в т о р 
благодарен за критические замечания . 

Приложение I 

V3 --Р(Ф), 

sinip 
V = - c o s 0 , р(в) \.р(Ф) - соввр(ф)], 

sin в 
cost/i 

L° = зтф.р(в) [р(ф)~ соввр(ф)] , 
' sind 
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^ 3 = - P ( < £ j ) . 

ic 2 = — соэф p(0 ) ~ 
sin ф 

1 

cosd 

l~\p(6 ; - co-sf* pf( i ) | 
0. ' ' > 

= атф p f « ) - 4 p f 0 ) - cosU - p f d )1 . 
' ' ' sin() ' ' ' 

UpuJOKemtv 11 

\ = 
' + 

O l d 

', -'2 aK К o s , Д5' 

1 0 

S 08 

1 0 1 0 2 1 0 

S2 Оф 2 дф 4'62_ Оф-

L о' 
- 2 con 2ф 

/ , -12 08+ 08_ 

1_ 0 1 0 

• I Оф 2 Оф 

cos 2ф • —• + c o s 2 ф( - — - — i I 
2 дф 2 дф Оф 2 <> ф -h • 6 

I з1п2ф 0 1 0 0 1 д 

I • 1 5 , 5 08^ + 2 Оф Of, 2 дф 
г 2 + - + • 

Оф 2 дф ~ 08_ 08_ ~ 
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