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МЕТОД ФАЗОВЫХ ФУНКЦИИ 

В РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ТЕОРИИ 
КВАЗИПОТЕНЦИАЛЬНОГО РАССЕЯНИЯ. 

2.ЗАДАЧА ТРЕХ ТЕЛ 



Обобщение квазипотенииальной теории,развитой в ра­
б о т а х / ' / , на случай рассеяния трех релятивистских 
частиц сделано в ' ' , где иыли введены относительные 
импульсы Якоби посредством операции сложения в про­
странстве Лобачевского; показано, что движение центра 
масс системы отделяется , и был дан релятивистский 
аналог уравнений Фадеева. Последовательное решение 
таких уравнений встречает значительные трудности счет­
ного характера. В этом смысле метод сильной связи 
каналов Ф е ш б а х а / ' ' отличается сравнительной просто­
той, а плодотворность его в иерелятивистской квантовой 
механике была продемонстрирована на большом количест­
ве примеров' **,//,/2/_ Однако в задачах физики элемен­
тарных частиц / в таких, например, как рассеяние псев­
доскалярных мезонов на нуклонах в нарушеннойSU3 -снм-
м е т р и ч / V , или будстрэп-расчетах рассеяния в прибли­
жении эффективного потенциала, который строит,ся из 
абсортивной части тт-п -амплитуды в t - к а н а л е ' ' , / э т о т 
м е . о д дает неудовлетворительное согласие с экспери­
ментальными данными, что, конечно, в первую очередь, 
связано с нерелятивистскнм характером уравнения Шре-
дингера. Поэтому представляет интерес распространение 
многоканального метода Фешбаха на релятивистский 
случай. 

В связи с актуальностью релятивистского рассмот­
рения многочастичных систем представляет также ин­
терес обобщение методы фазовых функций/ 7 » ' 0 / на случай 
взаимодействия трех и более релятивистских частиц. 

з 



/ . Система связанных уравнений 

В / ' 2 ' / показано, что релятивистское уравнение Шре-
дннгера для трех частиц с массами тг.а и 4-нмпульсами 
Ка (а = 1,2,3) в общей системе центра масс / с . ц . м . / 
можно записать в терминах относительных импульсов 
Якоби q,a) н р(а} / с м . рис. 1/ следующим образом: 

— m b +ir, с та -> -» 
U S - - ^ a j o ~—P(a)0 > 4 < * W ,Р(е) ) " 

v & С 

= гад* J И f ^Я/f*/iV¥ f «w ' ' w / i / 

X rf,"aj/ V ' + 9 f ' a ; / " V " c %>'.) / V ' + P W У fa 

2 (Ив Cfflh + «U ^ 
где 5 = {X/ d n A'j J , У - квазипотенциал, А/ а =-m„ + m . +/r 

= V 4 ™ C + ?<-0

2

; 

Рис. 1 

В пределе больших масс 
mckb-mbkc 

Р , . - Р., = (а) ' m _ - ( - m . + r n 

и / I / переходит в нерелятивистское уравнение Шредин-
гера, в котором исключено движение центра масс . 

Переходя в координатное представление с помощью 

* В данной работе всюду используется система единиц, 
в которой ti~c = l. 
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преобразования Ш а п и р о ' 5 ' ' ^ . r ^ f — Л г=п?( n~=l,k0^-k~+m'~) 

и предполагая, что потенциалы взаимодействия парные, 
локальные и центрально-симметричные, получим реля­
тивистское уравнение для трех тел в координатном пред­
ставлении^ '•* 

г — шь + m c о -* m a о -* , -* -» 
[VS- Я , (ра)- —Н (Ra)l4(Ra ,pa)= 

I V mh тг г* а а 

\1тьщ. 
/ 2 / 

где, например, Иэ (ра ) - квазипотенциал взаимодействия 
между частицами b и с • 

Теперь рассмотрим частный случай, когда бесспино­
вая частица а рассеивается на системе, состоящей 
из двух других бесспиновых частиц (Ь+сДи не происходит 
перераспределения частиц. Спины частиц можно легко 
включить в рассмотрение, если учесть результаты рабо­
т ы ' 9 ^ - Тогда решение уравнения / 2 / удобно искать 
в виде разложения по полной системе волновых функций 
подсистемы (Ь+с): 

N 

4>(Ra ,p )= 2 4 * (R )ф (р ) + 

/з/ 
t / v 

9 fa) Ч(а) ' J f"-> 

Здесь 0 а O e J и 0 j Грл J - решения двухчастичных 
уравнении: 

[ v ^ a - ^ я » rP; л * о-". Mi (p. >• 
/ 4a / 

со njft + n i c 

C/S = , a b + i i , c - | W I 5 - c o s X p j 
* Ь с 
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[ v s qfe> - -4==r и ( P . Л Ф , fr. J -
v - b » c *"*•* «w* / 4 6 / 

соответственно, для дискретного и непрерывного спект­
ров. /V- число связанных состояний в подсистеме(Ь+с). 
Подставляя разложение / 3 / в / 2 / , используя / 4 а / , / 4 6 / 
и проводя парциальное разложение, получим связанную 
систему^равнений Г2Е =TVS -V~ s

n )lla/ma • 2 £ Й 
= С\ 5 - V S q f n J )ца /тв ): 

va va 
[ 2 £ а -% (Ra)\\ (RJ=?.,V . (Re)y. 

V. 0 ' f V< ?.1":ят f«^V. ' (RJdq / 

v u%] / т ь ' "с ' V / S a > 1 / 5 / 

U W * . f « . J l ' , w H , f « . J ; I « % ) „ ; r « . j * 

!'»"„ 
« " l'„ T»Jf«J 

где 
H (R ) = 2u ch(-i ) expl — I , 

Ma ' VadR„ p^RJR^i.'ixJ ^adRa 

с параметризацией: 2 ^ = 2 ^ chx,^ > 2Е

ч(а)=211.ы,Хч(а)-

для открытых каналов и 2Е =2ц cosx , 

2Е = 2 / ' а

 C0SXq(a) " д л я закрытых каналов; 



" a = I ^a t m a > L a ,Ma ! - СОВОКУПНОСТЬ KBUl.TOBblX ч и с е л 
орбитальных моментов к их проекций. 

v. va 1'а %«: <К)-1Г^Кг,е [ V V + W * 

х Ф , - dp tffi д d й -> , 
аа"а " Ra Pa 

v""V° (R ) = — [ф* [V (р ) + V (р )] 

хФ„ „'dp da - сЩ_ 

x Ф , , dp da a dQ-, 

и, как следует из закона сохранения углового момента, 

При решении полученной системы / 5 / необходимо 
знать волновые функции двухчастичной подсистемм, т .е . 
решение уравнений / 4 а / н / 4 6 / . Приближенный метод 
решения этих уравнений в интегральной форме подробно 
обсуждался в ' 1 0 / , поэтому здесь мы будем считать, что 
волновые функции фа и Ф~ц,в) известны. Теперь систе­
му уравнений / 5 / перепишем в ни, игр?1 |ЬН0Й форме. 

+ J GL*' <Ra.RJ - £ t t a )Ja° (Ra)dRa' /(,/ 
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Здесь а а ,va " квантовые числа входного канала, 
G Й Ч .«"a'. E as ) " G L + X > R 'a • E

 4 ( a ) ) • * У « К « И И Г Р И Н а 

va v однородных уравнений при J =0 и J a ="• 
аа °(a) 

Учитывая явный вид функции Грина' ' ' из системы 
уравнений / 6 / находим, что при R а -> « 
*»ло "а имеют следующую асимптотику. 

" О а "о ULa 

1(Ralia'Xaa " — •> 

' а "а 

/ 7 / 

/ 8 / 

uLa 

где 

!

v <Ea >~--Г J 4 * < " R

a > X )JV"(R

a)dRe • 
aa 

'» (Ei>r--r—}sl (R°iX4 >C (**>d** " <a> shX„ <> Ч("> Я(а) 
4(a) 

- парциальные амплитуды рассеяния прямого канала 
и канала развала. 

Если квазипотенциалы Vb,V удовлетворяют усло­
вию 

fPV(p)dp<a,, 

то можно показать, что функции Ja" (R а) и ]q"(a) (Ra)-
квадратично интегрируемые функции ец справедливо сле­
дующее разложение: 

"а " " " а 
/ (R )=1 А Ф (R ) , 
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Jv" (Ra)= ZA^ %m(Ra), 
"(a) 

где 

'Vol"» r ''а / Ю / 
m J m в J a a a ' 

fa J 
и Фп (Ra Л Ф т (R

a ) " полный набор известных функций. 
Используя разложение / 9 / , решение системы / 6 / 

и парциальные амплитуды рассеяния / 8 / получим в виде: 

"а "а 

Ч Г Ч ; - ^ " Ч »*«.>' / l 2 . 
' ' • 4 / - ^ . 4». f £W' 

\ , 4 » f * . J = / G L

+ \ R f l > R ; , £ a a ;Ф„№а-;<ж; 

<+> 

4 - f 4 J - r t 7 - ^ ' £ / J , - - 4 ^ - ' R - ^ 
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/ (E )= - f s * (R , v )Ф (R )dR 
0 (•) shy a C> 

• известные функции. 
Итак, мы представили решение уравнения / 6 / и пар­

циальные амплитуды рассеяния в форме / 1 1 / и / 1 2 / ч е р е з 
неизвестные коэффициенты разложения А„а v& и 
А 9( ")"<> . Система уравнений на эти коэффициенты 

получается путем подстановки / 1 1 / в / 1 0 / . Такой метод 
решения системы уравнений был исследован в ряде 
работ 

2. Фазовые уравнения для реакций общего типа 

В этом пункте мы приведем окончательный вид фа­
зовых уравнений на парциальные амплитуды рассеяния, 
которые получаются методом, развитым в работе ' , 0 ' . 
Эти уравнения имеют вид: 

71Г7 '"- (Е°* •«°'• - ~ *-. (R- ' <Ч ». (Е«»'^ 

*l,Vaj,:<*.H!a „ • (*-.*)< 

"а "а (2) 

1 ^ i + «4 / f f l b a c I. 

~h~ '"a (E W *« ) " ~ -Г— VL <**> * dRa « ^(<0 sAy La 
4 (a) 

m v->' 
x / (E ,R)<t> { 1 V ' (R )x 

/ 1 3 / 
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*<? , ,(E. - , B J t 1 f UV'"l (Ra)(y- (E. ,Rg)x 
aa va " • " V- %f(a) Ua "(a ) " 

P) 

/ 1 4 / 

4 (Ф a 

(I) 
V . <Eaa .*.>-\v/*.) + 'v.<*a.>*.)» 

хФ (R ) , 
"a"„ " 

. f>> nM /10/ 
а функции vLa , s L e , e L e и 0 [ а определены в 

Уравнения / 1 3 / являются аналогом фазовых уравне­
ний, а функции Фо а 14 • * o i v e . *4f i ; va зависят 
от потенциала взаимодействия, поэтому при численных 
расчетах уравнения следует решать совместно. 

II 



3. Релятивистская форма амплитуды Брейта- Вигнера 

Для простоты и наглядности предположим, что под­
система частиц (Ь + с) имеет только два дискретных 
уровня. Тогда для s -рассеяния и сферически-симметрич­
ных потенциалов система имеет вид: 

[2Ща - 2 f c C & f i _ _ d _ j _ o i : (RJU 
° / 1 5 а / 

х < | ! ( R J = VI2 (R° )4I2(R* >• 

И-a ш ч а 
/ 1 5 6 / 

x V V " V2, (Ra)4,(Ra). 

Здесь введены обозначения: E2a = Ela - ] A W 1 2 a | , 
lAIC/^e 1 = 1 f / a | - l № 2a I " энергия неупругого порога. 

Будем искать такие решения Ч*/ и % » которые обраща­
ются в нуль при Ra =0 и имеют следующий асимптоти­
ческий вид: 

2а 

(F, =u shy „ ; £ . =д cosy J . 
1 i f l r a Efa 2a ' a * - £ 2 ' • 

Если во втором несвязанном канале могут существо­
вать дискретные уровни энергии Еп , то резонансные эф­
фекты в первом канале должны наблюдаться при таких 
значениях Eja > когда #2а близко к одному из значе­
ний Еп =Eres . 

Используя билинейную форму функции Грина, которая 
удовлетворяет уравнению: 

[ a s , . -^ach(^-±-))G*'(E2a;Ra , R ; ; = S № O - R ; ; , 

решение уравнения / 1 5 6 / запишем так: 
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2 E

2 a ~ 2 E n 

+ Я ж а d tf.m) 

Теперь, подставляя полученное решение в /15а/,получим 
уравнение на Ф (7? J: 

t2^-2^c*fJ--lj-Wfi i J]q. i f f. J. 

_'« U12 (Ra)4>"S (Ra) 

/16/ 

2£ 3 a _ 2 £ „ s ' 

С " " = / ^ ™ S f « a J t / 2 / (RJ VRa)dRa , 

Ф 'R ) ф * (R' ) 
V(Re)=Un(Ra)+V12(RJ 1 (-^IS—? x 

" n ^ „ s 2^ -2Е„ 

xl/ , , (R')4 (R')d R' + 
21 a 1 в a 

*^' .\)Ф*(P'M .Ra'4i<R№(Ra> 

\H+Pp)2/iii(2E2a~2Ep- +-it) 
(a) 

Переписывач / 1 6 / в интегральном виде и устремляя 
Ra -* °°, получим явный вид амплитуды рассеяния: 

пот Б-В 

/ = / dR_VJR„ ,x„ )V(RamRa), 
/ 1 7 / ПОТ „" а 0 а ЛЕ , 
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Г12 Гц 
I = 

Б-В ( 2 E i a 

Здесь 

/ 1 8 / 

Г,2'1* <R*>V12 (*.)*<*.}<!*. • 

Г21 -!ф~(Нш )Vn (Re)<t>(R)dRa , 

У12Г21 dp('a) 
Л£ = Р / 

аФГ/?а ) - решение уравнения / 1 6 / с правой частью, равной 
-улю. Легко видеть, что в пределе больших масс / 1 8 / 
переходит в нерелятивистскую форму амплитуды Брейта-
Вигнера /'2/ 

4. Пример точно решаемой релятивистской 
двухканальной задачи 

/п/ 
В предложена модель, в которой система двух 

связанных уравнений Шредингера решается точно, если 
Uij потенциалы взять в форме прямоугольной ямы 
с одинаковым радиусом взаимодействия. 

Модель наглядно объясняет такой, например, факт, 
как существование связанного состояния и резонанса 
в одной и той же парциальной волне /известный, напри­
мер, в n-N -рассеянии, когда нуклон,находясь в p j / - c o -
стоянни, проявляет себя как связанное состояние и как 
резонанс Ропера, что невозможно понять в одноканаль-
ном приближении ' 1 4 ' : 

В нашем случае систему двух релятивистских ко ­
нечно-разностных уравнений: 
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[2E, -2цс1, (•!--£-)-U„ ^(O^V^VJr), 
11 ' * / 1 9 / 

[2E2-2llch(Llr)-V,2»i(r)^V241(r). 

также можно решить аналитически, если все Vn , V2> , 
^12 • ^21 ' квазипотенциалы имеют форму прямо} голыши 
ямы с одинаковым радиусом взаимодействия 
этого решение / 1 9 / будем искать в виде: 

Для 

ф; = А( г) [a sin'x jJ.r) + bsin(x /хгЛ» 

Ч* 2= B(r)[aa sin (х рг )+ [i b sinfy ftr)] 

/ 2 0 / 

V =C(r)sin( x p r + 5 j , 

Ч" =D(r)eXp(-X p r j . 
/ 2 1 / 

при г > а 

Здесь А(г) , B(r) , C,'rJ, D(r)- неизвестные /-периодичес­
кие функции, ci , b , « , (J> - константы, подлежащие опре­
делению, и принята следующая параметризация: 

причем £ 2 = £ / -|ЛИ' / 2! , где 1ЛВ' ; 2 | - энергия неупругого 
порога. Выбор 4>J и Ч''1 в форме / 2 1 / продиктован тем, 
чтобы в первом входном канале происходило рассеяние 
/ 8 - фаза рассеяния/ , а во втором существовали связан­
ные состояния. 

Теперь, пользуясь условием сшивания /'/ 

d 
rfr _ sfti-_jLw * Л2 

путем несложных вычислении получим: 
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p, sm(XE ^YjCos(xEl ,?„) 
p.clgS= ' , /22/ 

E1 * 
где 

plcos(Xpiia)shx + y2 c°s(xq >">)sbx4 J 
JL 

I S'"(XP Ра)+У2

 s"'(Xq fa) 

_ (2lzchxP+Vn-2h:I)(cos(xpl^)shxB-2sinxE3^Xpl'^> 
2 (2fLchx4 +UU~2E Jfainxz sitfx,, fa) ~ c o a ( \ H s * % » 

а явный вид cftv и cAv можно найти, подставляя 
/ 2 0 / в систему уравнений / 1 9 / : 

chX = -±-ll(4E1-2\AWI2\-V1I -V22 Я + 

2 й 
+ [Г2|Д1Сгг \ + V22-Vtl) +4V12U21] ) , 

<=*Xq =-^^4Е1 -2 |Л«4 2 | -Ц , -«>2 Я -

- [ ^ Д Н ^ | + С 2 2 - С , г ; + ^ 2 £ / 2 1 1 2\ 

Тогда сечение рассеяния через Тп -матрицу рассеяния 
в первом канале может быть записано так: 

«JEl)=4n\T1]\2

=4n\(P1 ctgS -ip,)\2. 

Как и в нерелятивистском случае, если U01 достаточно 
велик, чтобы образовать связанное состояние во втором 
канале, PictgS и а с(Ег) будут иметь резонансное пове­
дение в области энергий, меньших энергии неупругого 
порога. 
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