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1 . Введение

Ранее был выполнен анализ группы 7-м&тРицы Дирака [1).Он под-
твердил, что вся полнота информации, содержащаяся в свободном
уравнении Дирака, предопределена характеристиками группы 7-мат-
риц. Важность такой категории, как информация, очевидна, но оце-
нивать ее в физике пока не стало практикой. Понятна причина, по
которой использованный групповой метод имеет преимущества.

Группа содержит больше информации, чем любое ее неприводи-
мое представление. Матрицы 7/ДА4 = 1,2,3,4) являются генератора-
ми группы 7-матриц Дирака (далее группы Дирака) и представляют
собой четырехмерное матричное неприводимое представление груп-
пы, одно из 17 неэквивалентных неприводимых представлений (НП).
Поэтому часть групповой информации в них не присутствует явно,
она скрыта.

Положение усугубляется тем, что первых трех матриц (которые
умножаются на d/dxi, д/дх^, д/дх3) достаточно для выполнения
лоренц-инвариантности. Тем самым в некоторых случаях становится
как бы излишним вопрос о том, что еще осталось рассмотреть. Таким
образом, оставшиеся структуры переходят в разряд "скрытых сим-
метрии". Этим объясняется необходимость построения и исчерпыва-
ющего анализа абстрактной группы, изоморфной группе Дирака. Не
в меньшей степени сказанное относится к случаю, когда возникает
необходимость выйти за рамки устоявшихся представлений.

Дальнейшее продвижение в понимании новых возможностей в рам-
ках единых общих требований значительно ускорилось благодаря
теореме о трех возможных типах матричных групп J2]. Теорема утвер-
ждает: если Г = {7ь -мТп} является неприводимой матричной груп-
пой, то

(1)

Здесь п — порядок группы, Зр(ч?) — след квадрата i-ой матрицы из
данной матричной группы.

Далее величина In [Г] будет называться структурным инвариан-
том (СИ) группы Г. Ранее было показано [1], что на основе СИ мож-



но различить, классифицировать, как минимум, 3 уравнения типа
Дирака, которые не сводятся одно к другому с помощью канонических
преобразований. Имеется основание называть их далее лептонными
уравнениями. Все три типа уравнений содержат элементы только
четвертого и второго порядка. При этом СИ дает количественное
соотношение между числом одних и других в каждой группе.

Для уравнения Дирака In[Z?7(//)] — — 1. Основным предметом
данной работы является группа 7-матриц волнового уравнения, для
которого In[Z?7(/)] = +1. Теорема в данном случае утверждает, что
такая группа 7-матРиЦ эквивалентна группе действительных матриц.

Важное место в последующем анализе занимают подструктуры,
которые представляют собой максимальные инвариантные подгруп-
пы лептонных уравнений. Это подгруппы 16-го порядка: dj, &7, с7. Все
три группы неизоморфны между собой. Если по отношению к ним
воспользоваться упомянутой теоремой, то получим

= 0, In[67] = -l, In[c7] = l. (2)

Именно эти три конструкции содержатся в предлагаемом уравнении.

2 . Неприводимые представления группы
Лоренца, связанные с уравнением
Дирака

Исходя из антикоммутационных соотношений для 7-матриц Дирака

7^7, + 7,7м = 2<W; /А г/ =1,2,3, 4, 7* = 1, (3)

можно установить соответствие

o-i ~ 7з72, «2 ~ 7i7s , а3 = Cia2 ~ 727ь а^а^1 = а^1. (4)

Символ ~ означает соответствие отношений между элементами иско-
мой группы a i ,u2 и 7-матрицами. Из соотношений (4) следует, что
элементы аь а2 по умножению генерируют группу кватернионов, обоз-
начаемую далее как Qi[ai^a^\. Она является инфинитезимальным
представителем группы 3-мерных вращений. Последующее ее рас-
ширение с помощью генератора с ~ 7i727s с определяющими соотно-
шениями cuic~l — ai, ca2c

-1 = a2 порождает подгруппу 16-го порядка



d-у.Она имеет циклическую структуру (сумма всех элементов группы,
записанная в мультипликативной форме) вида [3]:

d7 = d7[ab a2, с] = <52[«ь a2][e + с] = C4[oi][e + o2][e + с], (5)

где е - единичный элемент группы, C^ffli] - сумма элементов цик-
лической группы 4-го порядка с генератором а\. Расширение d7 с
помощью четвертого генератора 64 ~ 74 доставляет группу Дирака,
обозначаемую далее £>7(77). Ее циклическая структура (ЦС) при та-
ком выборе генераторов имеет вид

d7[ab a2, с][е + &4], (6)

где Ъ\ = е.
Выяснилось, что помимо с?7 в группе D^(II) имеется другая ин-

вариантная подгруппа 16-го порядка — 67, неизоморфная с?7:

Ь7 = 67 [ai , a2 , 65] = Q2 К , о2] [е + 65] , (7)

где &5 ~ 7з74- Определяющие соотношения при этом имеют вид
bsaifyT J = «Г1- Ь5а2&5 J = «J1. fcscbjf1 = с"1, Ь| = е.

Группы d7 и Ь7 имеют много общего. Каждая порождается тре-
мя генераторами, их центры состоят из четырех элементов и число
сопряженных классов в каждой равно 10.

Введем обозначения для элементов группы d^:

bi = cai ~ 7ь &2 = са2 ~ 72, ^з = са3 ~ 7з- (8)

И для элементов группы Ь7:

Ь( = с'аг -- 7i74, b'2 = с'а2 ~ -7274, Ь'3 = с'а3 ~ ~7з74, (9)

где d = а3Ь5.
Полагая элементы групп d7 и 67 образующими элементами ал-

гебры, строим НП и в результате получаем следующие наборы ком-
мутаторов.

На основе d7:

[ai, а2] = 2a3, [о2, а3] = 2аь [а3, aj] = 2о2,
[6i, Ы = -2а3, [62) 63] = -2аь [63, &i] = -2о2,

[02,621=0, [а3Л] = 0,
[аьЬ3] = -2&2,

[02, bij = -2Ьз,
[a3,62] = -2ftb



На основе

, а2] = 2а3 , [а2 , а3] = 2aj , [а3 , аг] = 2а2 ,
6'2] = 2а3, [Ь2, 6'3] - 2аь [6'3, 6'j] = 2а2,

[02,63] = 2&i, [O2,&i]=-2fr3,
[a3,b'1]=26'2, [a3,^] = -2bi.

С точностью до общего нормировочного множителя 2 коммута-
торы (10) совпадают с коммутаторами инфинитезимальных матриц
собственных преобразований Лоренца [4]. При этом во всей мате-
матической литературе молчаливо подразумевается, что рассматрива-
ются Р- и Т-инвариантные объекты.

Из вывода соотношений (10) очевидно [3],[4], что Ъ\ ~ 71^2 ~
72; ̂ з ~ 7з в данном представлении имеют смысл операторов инфини-
тезимальных преобразований Лоренца вдоль пространственных осей
1, 2, 3 соответственно. Выражения (10) и (11) практически совпадают,
отличаясь знаками коммутаторов для операторов во вторых (сверху)
строчках. Отличие таково, как если бы все 6^ — > b'k = ibk(k — 1,2,3).
Отличие возникает там, где проявляется параметр времени.

Как уже отмечалось, группы d7 и 67 неизоморфны и имеют раз-
личные структурные инварианты (2). Прямой проверкой можно убе-
диться, что группа Дирака не содержит других подгрупп 16-го поряд-
ка, кроме d7 и 67. Их естественно связывать с тем фактом, что урав-
нение Дирака описывает электрон и позитрон. Поскольку в физи-
ке утвердилось представление, что позитрон — это электрон, дви-
жущийся вспять во времени, то в дальнейшем представления груп-
пы Ь7 будут называться Т-неинвариантными по отношению к с?7. Из
последующего станет очевидна относительность такого представле-
ния, связанная с тем, что сами по себе отдельно взятые d7 и Ь7 нель-
зя связывать с электроном или позитроном и только их совокуп-
ность, объединенная в уравнении, ковариантном по форме, позволяет
говорить о соответствии уравнения Дирака двум физическим объ-
ектам е+,е~. Таким образом, речь идет о необходимости учитывать
инвариантность относительно преобразований d7 <-> 67.

Явный вид операторов (4), (8), (9) для неприводимых представле-
ний позволяет найти весовые числа, связанные с этими представле-



ниями. В случае группы d7 строятся операторы

Н+ = iai — а2, F+ = ibi — Ь2,
Я_ = iai + а.2, F_ = ibj + Ъ2, (12)
Я3 = га3, F3 = гЬ3.

Для построения этих же операторов для группы 67 необходимо в
(12) произвести замену 61,2,3 — *• &i,2,s- Стандартные вычисления на
основе НП группы d^ дают весовые числа (Ai = 1/2, А2 = г) в полном
согласии с известными результатами для неприводимых представ-
лений группы Лоренца [4]. Аналогичные вычисления для 67 дают

Таким образом, произошло удвоение одного члена из бесконечно-
го ряда НП за счет добавки Т-неинвариантного НП. Весовые числа их
не совпадают. Второе весовое число для 67 перестало быть комплекс-
ным. Если вместо аз в выражение для Яз подставить аг или а2, то
первое весовое число не изменится. Это же относится и к операторам
^\,2,з- Такие же утвеждения остаются в силе по отношению к 67. При-
чина в том, что каждый из трех типов операторов ai,2)3; 61,2,3; 61,2,3 яв-
ляется однотипным, т.е. как элементы группы они имеют одинаковые
порядки независимо от номера 1, 2, 3.

Все изложенное в данном разделе является констатацией фак-
тов, которые следуют из уравнения Дирака, вне связи с какими-либо
предположениями или дополнениями.

3, Ковариантная форма уравнения для
Р- неинвариантных лептонов

Хорошо известна т.н. фундаментальная теорема Паули [5]. Если име-
ется два набора 4 х 4-матриц j^ и 7̂ ,, М = 1, 2, 3, 4, таких, что

= 2<^ (13)

25 ,̂ (14)

то существует такая неособенная матрица 5, что



Следовательно, любые неособенные преобразования могут изменить
явный вид 7-матриц. Но не меняется тип уравнения, его структурный
инвариант, состав подгрупп и их физическая интерпретация. Урав-
нение по-прежнему описывает только электрон и позитрон.

Отсюда однозначно следует, что если мы хотим получить урав-
нение, отличное от уравнения Дирака, необходимо отказаться от ан-
тикоммутационных соотношений (13). Простейший и самый "мяг-
кий "способ—оставить условие антикоммутации (13), но отказаться
от тотального требования 7^ = 1 Для некоторых значений д. Чтобы
понять, к чему это приведет, вернемся к теореме (2).

Группа Дирака содержит 20 элементов четвертого порядка и 12
элементов второго. Это однозначный результат определения (13) и,
как следствие, In[D7(//)] = —1. Если, к примеру, положить 72 =

1 (s = 1, 2, 3), и 71 — ~1) то в такой группе получается 12 элементов
четвертого порядка и 20 элементов второго. Получается соотношение
обратное D^(II). Вычисление в данном случае дает In[D7(/)] = 1.

Всего имеется 5 различных возможностей выбора 72 = ±1(м —
1,2, 3,4). Все они приводят к группам 32-го порядка и только к двум
несовпадающим значениям структурного инварианта (il):

(16)

Первые три варианта дают группы, изоморфные группе Дирака с
In[D7(/J)] = —1.Последние две также изоморфны между собой и име-
ют 1п[£>7(/)] = 1. Различие между изоморфными группами сводится
к переопределению четырех возможных генераторов.

Более детальный анализ двух типов неизоморфных групп пока-
зывает, что обе имеют порядок 32 и каждая имеет 17 сопряженных
классов. Это означает, что обе имеют 16 одномерных НП и одно четы-
рехмерное. Однако имеются и различия, весьма существенные с точ-
ки зрения физической интерпретации.

Перед тем как перейти к различиям, можно отметить следующее.
Принять предположение 72 = — 1 равносильно тому, что записать
V = z7«. Такого рода приемы, которые называются аналитическим

!-7u
2-7*
3-72

4-72

5-72

= 1,
= -1,
= ~l j
= 1,
= 1,

(/x =

(A* =

(*,=
(s =
(s =

1,2,3,4),
1,2,3,4),
1,2,3),
1,2,3),
1,2,),

74 =

74 =

1,
-1,

7з24 = -1-



продолжением групповых параметров, известны давно [6]. Налицо
поле для практических приложений уже имеющихся математических
наработок. Пока для наших узкоочерченных задач представляется
более практичным предлагаемый метод. Тем более что чисто ана-
литическое продолжение в нашем случае дает только один новый
вариант. В дальнейшем будет видно, что этим не исчерпываются дру-
гие возможности.

Итак, помимо группы Дирака, мы имеем еще одну группу D^(I].
Ее можно определить, например, такими соотношениями:

7.7» + 7t7* = 2$rt, 7?,t = 1 (s,*= 1,2,3),
7-74 + 747. = 0, (s-1,2,3), (17)

7? = -I-

Так как для д, v — 1,2,3 соотношения (3) не изменились, то все
построения и выводы, касающиеся подгрупп Qi и d7, остаются в си-
ле, т.е. формулы (3), (5) и соотношения между составляющими их
элементами остаются без изменений.

ЦС группы в целом имеет вид

D7(/) - d7[ab a2, c][e + b'4] = Q2[al,a2}[e + ф + b'4], (18)

где 6'4 ~ 74. При матричной реализации НП это ведет к Ъ'± = —I,
ибо здесь 74 удовлетворяет (17). На основе (18), используя описан-
ную ранее методику, можно построить НП и убедиться, что в данном
случае все матрицы являются действительными [1].

Как видно из построения, D~,(I) содержит подгруппу d7. Можно
заметить, что каждая с?7 кроме подгруппы 8-го порядка Q2 содержит
другую подгруппу тоже 8-го порядка

92[аь а'2) а'3] = С4М[е + а'2], (19)

где ai ~ 7з72, «2 ~ 72, <*з = <*ia2 ~ 7з- Определяющие соотноше-
ния между элементами q% те же, что и в Q%. Разница заключается
в том,что в Qi все три элемента ai,a2,a3 имеют порядок 4, тогда
как в д2 только элемент ai имеет порядок 4, два других — порядок
2. Элементы алгебры, построенной на g2j удовлетворяют следующим
коммутационным соотношениям:

[аьа2] = 2а'з, [а'2,а'3] = -2аь (а'3, щ] = 2а'2. (20)



Они практически совпадают с таковыми для группы трехмерных вра-
щений (см. первую строку (10) или (11)). Отличие лишь в знаке второ-
го коммутатора.

Последующее расширение группы q2 с помощью генератора Ъ\
дает группу 16-го порядка

с7 = С4[а1][е4-а2][е + #1]. (21)

Группа с7 так же, как d-y и 67, имеет центр, состоящий из 4 эле-
ментов и 10 сопряженных классов. Это означает, что имеется 8 одно-
мерных и 2 неэквивалентных НП. В этом отношении все три группы
схожи. Но структурные инварианты у них разные. Значит, ни одна из
них не может быть получена из другой каноническим преобразова-
нием.

Если, как ранее, построить алгебру на элементах группы с7, то
получим такие коммутационные соотношения:

[а1,а'2]=2а'3, [а2,а3] = -2аь [о^,а1] = 2а'2,
[Ъ'{, Ъ'2] = 2а3, [Ъ'>, Ь'3] = -2аь [Ь'3, Ъ'{] = 2а'2,

О, [а'2,6'2'] = 0, [а'3,Ь'3'] = 0,

где b'{ ~ 74, b'2 ~ 7274, b'3
Видно, что все три набора коммутаторов (10), (11), (22), обладая

общностью, отличаются знаками отдельных коммутаторов. Так, в
случае соотношений (22) положение по отношению к d7 таково, как
если бы произошла замена а2 — > га'2,а3 —> га'3;Ь2 —* гЬ2,Ь3 — >• гЬ3.
Отличие в (22) возникает на уровне группы трехмерных вращений
в силу неравнозначности трех координатных направлений. Поэтому
в дальнейшем объекты, которые преобразуются по этим представ-
лениям, будут называться Р-неинвариантными, а само представление
Р-неинвариантным по отношению к стандартному, с которым связана
группа d-f.

Подобно тому, как £>7(//) содержит только подгруппы d7 и 67,
группа -D7(/) содержит только подгруппы d7 и с7. Здесь имеются в
виду подгруппы 16-го порядка.



Вычисление весовых чисел для Су можно выполнять в полной
аналогии с (12). Но возникает существенное различие. Операторы,
определяющие весовые числа Н+, Н_,Н3, F+,F-,F3, строятся из опера-
торов al,a,2,a3,bi,b2,b3. При этом роль Нз — га3 ничем не выделена,
если ai,a2,a3 не отличаются друг от друга по своим характеристи-
кам. Такое положение имеет место для групп d7 и 67. Здесь а\ = а\ —
а\ = —I, bl = Ь^ = Ь% = /, Ь\2 = £/2

2 =. Ь'3
2 = —/, то есть в рамках

одной подгруппы все величины однотипные.
Другое положение в группе с7 и ее подгруппе q2. Здесь для кон-

кретно выбранной подгруппы согласно (20), (22) а\ = — /,а'2

2 = а3

2 =
7 и, кроме того, б"2 = —/, £>2

2 = Ь3

2 = I. Поэтому, если выбрать в
качестве Н'3 = шь получим весовое число AI = 1/2. Если любой дру-
гой оператор Н'3 — ia'2 или Н3 = га'3, то получим мнимые собственные
значения для Н3. Аналогично, если выбрать F3 = ib'[, то получим
\2 = 1, совпадающее с 6& группы 67. Если выбрать F3 — г&2 или
Fg = г6'3', то получаем мнимое собственное значение для Fg,KaK в
случае d7.

Можно показать [1], что первое весовое число прямо связано со
спином частицы. В рассматриваемом случае собственные значения Н3

могут принимать дважды мнимое и один раз действительное значе-
ние. Это можно интерпретировать так, что спин для объектов данной
природы может принимать только выделенное направление. Второе
весовое число, связанное с F3 = ib", принимает только при таком
выборе значение Л2 = 1, т.е. такое же, как в случае пары электрон-
позитрон. Два других значения являются мнимыми. Таким образом,
здесь также наблюдается выделенность одного из направлений. Оба
факта вместе означают, что спин объектов данного типа всегда на-
правлен вдоль или против импульса. Понятно также, что ориента-
ция спина вдоль или против импульса не является определяющим
условием для различия частица — античастица. Таковым является
переход между подгруппами d7 «-* с7 в рамках одной группы D^(I).

Теперь становится вполне очевидным, что сами по себе отдель-
но взятые группы d7, Ь7,с7 не могут быть связаны с физическими
объектами типа e+,e~,v и т.п. Видно, что подгруппа d7 в одном
уравнении D^(II) и в другом D^(I] связывается с объектами совер-
шенно разной природы. Физический смысл и конкретное содержание
они приобретают только тогда, когда они объединены в одно урав-



нение, инвариантное и ковариантное относительно некоторого набора
преобразований. В том числе относительно переходов d7 <-> 67 в случае
уравнения Дирака или d^ <-* с7 в предлагаемом уравнении.

Вопрос о массе предлагаемого лептонного состояния — это во-
прос о возможности или невозможности иметь массу, равную нулю.
Очевидно, что т ф О не вызывает осложнений,так же, как это имеет
место в уравнении Дирака.

Положить т = 0 фактически означает отказаться от одного из
четырех генераторов группы 7-матриц. Имеется только две возмож-
ности сохранить при этом лоренц-инвариантность. Оставить три таких
генератора, которые порождают или группу dj, или группу с7. В лю-
бом случае, в силу выше изложенного, не выполняется ковариант-
ность формулировки. Отказ от этого требования ведет к неполноте
решения задачи. Проявляется это, во-первых, в том, что можно наз-
вать числом решений, или наличием решений для античастиц. Так, в
предлагаемом уравнении, если отсутствует четвертый генератор, то
отсутствует вторая половина решений, которая вместе с оставшейся
составляют частицу и античастицу.

Во-вторых, такого типа урезанные группы и связанные с ними
волновые уравнения не обладают шестнадцатью одномерными не-
приводимыми представлениями. Действительно, группы типа расс-
мотренных с?7,67,с7 имеют порядок, равный 16, и только 8 одномер-
ных неприводимых представлений. Поэтому нет возможности постро-
ить 16 составляющих пяти величин (5, V, Т, А, Р), без которых трудно
представить квантовую электродинамику и все последующее. Необ-
ходимо также доказать правомерность использования подобных ве-
личин, следующих из уравнения Дирака, во всех остальных случаях,
связанных с другими типами уравнений.

И, наконец, перестает быть однозначной физическая интерпрета-
ция лептонных состояний на основе урезанных групп даже при нали-
чии лоренц-инвариантности. Все сказанное в равной мере относится
и к уравнению Дирака. Поэтому эти два лептонных уравнения описы-
вают массивные частицы. Данное рассуждение не является доказатель-
ством отсутствия безмассовых лептонных состояний. Оно доказывает
некорректность "вывода"таких уравнений из рассмотренных двух ва-
риантов лептонных уравнений D7(/7) и D^(I) путем насильственного
требования: т = 0.
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4 . Выводы и заключение

В связи с изложенным нелишне напомнить, что Дирак не просто
сформулировал лоренц-инвариантное уравнение, а связал уравнение
для электрона и позитрона со вполне определенными НП группы
Лоренца. Приведенный анализ указывает на то, что строить весь
бесконечный ряд НП группы Лоренца необходимо с учетом существо-
вания в природе Р- и Т-неинвариантных объектов,что находит свое
отражение в наличии соответствующих представлений.

В данной работе показано, что одно из НП утроилось. Расширение
произошло за счет добавки Р- и Т-неинвариантных НП. Следствием
является вывод о том, что динамические конструкции типа волно-
вых уравнений необходимо строить с учетом требований ковариант-
ности формы относительно расширенного набора НП группы Лорен-
ца. Полученный на этом пути дублет можно назвать дублетом массив-
ных продольно-поляризованных нейтрино. В некоторых отношениях
он напоминает дублет е+, е~.

Предлагаемый формализм позволяет надеяться на описание ста-
бильных лептонов в рамках единого подхода и их первичной теорети-
ческой классификации. Сегодня словарные определения сводятся, в
основном, к перечислению экспериментальных свойств и фактов. Ес-
ли же обратиться к формально-логическим определениям, то бли-
жайшее, что объединяет стабильные лептоны,— это НП группы Лорен-
ца с весом AI = 1/2, а видовые отличия — это различные сочетания
Р-,Т- инвариантных и неинвариантных представлений той же груп-
пы.

Можно отметить еще одну сторону предлагаемого подхода. Это
прозрачность содержания и относительная свобода от феноменоло-
гических предположений. Их, очевидно, столько же , как в самом
уравнении Дирака. С ростом феноменологической отягощенности тео-
ретической физики теряется ее возможность предсказывать новые
эффекты. В свою очередь, постановка содержательного эксперимен-
та в дальнейшем все больше будет зависеть от теоретической грамот-
ности и возможности предвидеть.

В заключение считаю своим долгом выразить признательность
профессору А.Н.Сисакяну за всестороннюю поддержку работы, ре-
зультаты которой здесь излагаются, и профессору В.М.Дубовику за
информационную поддержку в процессе работы.
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