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Иванов К.И. 

Волновые операторы для дальнодействующих сфероидальных 
потенциалов и метод фазовых функций 

Рассматриваются волновые операторы S1 - для дальнодейстэующих сфе­
роидальных потенциалов, убывающих на бесконечности не только как неко­
торая отрицательная степень расстояния до данной тонки, но и медленнее 
любой такой степени. Показано, что для таких потенциалов имеет место 
принцип инвариантности Вирманэ-Като. Доказывается также существование 
асимптотического компенсирующего оператора, с помощью которого можно 
выразить сопряженнее операторы И ; на плотных в Ran Si i множествах. 
С использованием модифицированных уравнений Липпмана-Швингера для рас­
сматриваемых дальнодействующих сфероидальных потенциалов развивается 
метод фазовых функций и получены фазовые уравньния с короткодейству­
ющими эффективными потенциалами и базисными функциями, являющимися ре­
шениями свободного радиального сфероидального уравненив Шредингера. 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической физики 0ИЯИ. 

Препринт Объединенного института ядерных исследований. Лубка 1979 
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1vanov K.I. 

Wave Ooerarors For Long-Range Spheroida i Potent ia!s 
and the Variable Phase Method 

The subject of this paper is wave operators for lonq-range sphe­
roidal potentials which decrease at infinity as some reverse powers 
and even slower. We prove the validity of the Birman-Kato invariance 
principle for such potentials. We point to the existence of an asymp­
totic compensating operator by means of which one can express the 
adjoint operators li + in dense in Raiiil * sets. A modified Lipp-
mann-Schwinger equation for the long-range spheroidal potentials under 
consideration has been used to develop a variable phase method and to 
obtain a phase equation with short range effective potentials, the ba­
sis functions of which satisfy the free radial Schrodinger equation 
with a spheroidal potential. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Theoretical Physics, JINR. 
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I. Введение 

В квантовой теории рассеяния волновые операторы -А2_ ± опре­
деляются как изометрические операторы в некотором гильбертовом 
пространстве /С . соответствущие паре плотно определенных са­
мосопряженных в ^ операторов Н и Н 0 • Оператор \\ рас­
сматривается как полный гамильтониан системт.' частшт,, а оператор 
У\0 обычно интерпретируется как свободный гамильтониан этой сис­
темы и предполагается, что он имеет чисто непрерывный спектр. 
В тех случаях, когда оператор взаимодействия U = Н - Н„ явля­
ется короткодействуюцим потенциалом, волновые операторы (опера­
торы Меллера) определяются как сильные пределы унитарных опера­
торов 

О ^ — sum e e {-1Л> 
t —^-+~= 

Эти пределы, однако, не существуют, если потенциал (J имеет 
кулоновское поведение или убывает медленнее кулоновского потен­
циала на бесконечности 'l*'J<. Для таких далыюдействунцих потен­
циалов определяются обобщенные волновые операторы '*"' ' ' °' на 
плотном в 71 множестве векторов <|> формулой 
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-Cl+iUsftm e l H t J3e- l H a V ( I - 2 ) 

где t5CI - не зависящий от t оператор, который не обязательно 
является унитарным. В работе ' ' доказывается существование пре­
делов (1.2), изометричность и полнота операторов -Q.+ и экви­
валентность определения (1.2) определению волновых операторов, 
получаемому по рецепту стационарной теории рассеяния для гладких 
потенциалов, убывающих на бесконечности не медленнее ITI - 1*, 
(«6CQ.1JJ . 

Как показано в работах ' ' ' ', обобщенные волновые опера­
торы осуществляют унитарную эквивалентность оператора \-\ U не­
которой части оператора Н • Используя этот результат, а так­
же идею об асимптотическом компенсирующем операторе (АКО) ' , 
можно получить методами адиабатического включения взаимодействия 
модифицированные уравнения Липпмана-Шшнгера для дальнодействую-
щих потенциалов '^'°'. В работе ' ' доказано существование ЛКО 
для дальнодействуицих сферически симметричных потенциалов, убы­
вающих на бесконечности не медленнее |t| - c*, (o< 6(j 5i]j. Форма 
уравнения Липпмана-Швингера, в которой участвует АКО, можно ис­
пользовать для вывода фазовых уравнений, удовлетворяемых конеч­
ной на бесконечности фазовой функцией. 

В предлагаемой работе определяются волновые операторы для 
дальнодействуицих сфероидальных потенциалов вида 

где ^ У).} у - вытянутые сфероидальные координаты точки трех­
мерного векторного пространства (?3 ' ', a f - половина рас­
стояния между фокусами сфероидальной системы координат. При этом 
предполагается, что \)\l)- вещественно-значная функция и 

К) U(T) £ L 2 U 3 )+Lr (R*) . / , 0 / 

Из этого условия следует, что оператор (J является Н _ - ог­
раниченным ( \-\ —— & ) и что полный гамильтониан Н самосопря­
жен на области определения $ ( Н 0 ) оператора у \ . Таким об­
разом рассматриваемый нами класс сфероидальных потенциалов со­
держит не только потенциалы, к которым относятся результаты, ус­
тановленные в работах / 1 > 4 > 8 / f н о и потенциалы, убывающие на 
бесконечности медленнее i'Tfl-0' для произвольного ot> 0 . 
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Сформулируем более конкретно условия, которым удовлетворяют 
рассматриваемые наш сфероидальные потенциалы вида (3). 

R ) Будем считать, что потенциал \(-1Л' является регулярным, 
т.е. функция ${%) е L1(/\J , где 'Л- произвольное компакт­
ное борелево подмножество интервала L1,-») , и что существует та­
кое й > 1/2 , что 

k U ) | = ̂ (U-l/"'), ?-*l. (1.4) 
Отметим, что некоторые утверждения можно доказать, предполагая 
/>0. 

С) Существует некоторое ( ? > 1 , такое, что L/4^,)£ C*UK.,V~)). 
Пусть r J ( . R t i R J , ((2^= \t,\^0})- мнонество всех функ­

ций Г(5>е С 3 ( RJ. \ | 0 ] ) . таких, что 
Т(О)=0, ТЧ%)>0, hm 11Л) = ~>. (1.5) 

М = sup i l ^ i i < =«. 
Для функции V 4 ? ) = О Ч ^ )(•%"-'')" предположим, что 

Н ) существует такое М > 0 и такая функция Г е Г " (R + ,k0), 
удовлетворяицая для произвольного о > 0 условию 

что для каждого «t » R 0 

|VU)I*£,. IV'UJk»™, 

Условиям R ) , С ) и И) удовлетворяют, например, 
а) степенные потенциалы, для которых 

i/U) = const. $2-*, 0<«4l, (1.8) 
и, в частности, потенциал кулоновского взаимодействия (--ч — 1); 

б) логарифмические потенциалы, для которых 
1Г(5)= const. _ | L ~ L , 0>О, 04*4 1, U>R0>1)? (i-9) 
в) потенциалы, для которых 
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iHg)^- c 0
p
n^M' * U*l? e>e), ( I- I 0> wins, 

и другие. _̂  
Относительно потенциала У* C^J будем предполагать, что 

функция 5(.*2) есть непрерывная функция в интервале [-1,1] и 
что для кавдого m = 0 ? 1,- • - - задача Штурма-Лиувиля 

( С - неотрицательный параметр) тлеет счетное множество собст­
венных значений Я р С.С); (. i = m , п-и-1, }, 

являющихся непрерывными функциями С в R + . Будем также 
предполагать, что нормированные собственные решения Х.^{с;^) 
задачи (I.II) (здесь индекс IA. используется для обозначения 
системы из двух индексов m t ) образуют падшую ортонормирован-
ную систему в |_ С [- 1, 1 J) • Эти условия удовлетворяются, на­
пример, в тех случаях, когда S - c o m t , ^-соп'Л. ({-г^*) и 

Б разделе 2 рассматриваются операторы Х2. -г для дально­
действующих сфе1Ю1'дальных потенциалов, с точки зрешш стационар­
ной теории рассеяния доказывается асимптотическая полнота этих 
операторов. В разделе 3 определен оператор ей , входящий в 
формулу (1.2), и показано, что волновые операторы удовлетворяют 
принципу инвариантности Биршна-JiaTO ' ' ' . Определяется так­
же АКО J2T и, в соответствии с методами, использованными в ' ', 
получены модифицированные уравнения Липпшна-К.'вингера. II разде­
ле 4 определяется S -матрица и получены (Тазовые пявнелмя для 
дальнодействующих сфероидальных потенциалов. 1) целях сокращения 
записи формул используется система единиц, в которой масса рас­
сеивающейся частицы m = i /Z и h — 1 .Из полученных резуль­
татов легко можно получить соответствующие результаты для ciiie-
рически симметричных дальнодействующих потенциалов. 
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2 . Волновые операторы для дальнодейетвуквдх сфероидальных 
потенциалов с точки зрения стационарной теории рассеяния 

Волновые операторы для потенциалов вида (1.3) можно опреде­
лить с помощью регулярных решений радиального уравнения Шредпнгс-
ра 

в котором С = {• к , к = f E » Е - энергия рассеиващейся части­
цы и Л^=Яг(с)-с2, ( г = ( т Д U0,i,.,.,m=0,tl,...,±Z). 
Поскольку коэффициенты уравнения (2.1) зависят сложным образом 
от энергии и квантовых чисел m и ь , то доказательства ана­
литических свойств регулярных решений этого уравнения становятся 
более сложными, чем з случае сферически симметричных потенциалов. 
Используя соотношение , 

^ = 2 c ] t , l ' C c j t ) d t t (2.2, 
можно показать, что функции fl^Cc) и J L „ ( C - , ^ ) имеют про­
изводные всех порядков по с в интервале [ О, <х>) . Они, вооб­
ще говоря, не являются целыми функциями С . Например, в слу­
чае 6 С *1) = 0 доказано существование точек ветвления функции 
Яц. С с) на комплексной плоскости С ' . Ограничиваясь рас­
смотрением только неотрицательных значений с , можно доказать 
существование вещественного регулярного решения уравнения (2.1) 
со следующей асимптотикой при ̂  —•*• 1 : 

ф (^)=(ц-1) - I (2.3) 
^ ll + 0((5-0^n(5-l)).m.O, 

где £, = rnin(l,6j . функция ф„. удовлетворяет интегральному 
уравнению Вольтерра второго рода, которое можно решать итерацион­
ными методами. 

Из условия Н ) следует, что для каждого с > 0 
V o C c ) = s u p { $ | § ; > l ? o y - V U ) = 0 } < - , (2.4) 

(функцию V0 (.С) считаем равной 1?0 . если {^|^^ )?0 , 
С*— VC4)=O}=0 )• Возьмем любое с > 0 и определим функ-
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цию 

SoCd-
sap V Сс)+-ь>, . если .su.p у (.с) <.=->, 

U ( A + T ( R j * & , если supV„tc) = ̂ , 
(::.5) 

o O 1 

где 2t(.Tj - обратная функция функции 14%,) • Легко показать, 
что j=0(C)e С" С R + M^jJ' С п о м о и № ю итерационного процесса до­
казывается существование решений о * (с; s, j следуюнщх интег­
ральных уравнений: у-' 

^ J exp { ±21 j f c |/c2-VCBja0)r/x. 
Для функций Q можно утверждать, что 

а) для каждого с>0 

б) если £о>0 и Jf0>£0 - произвольные числа, то мож­
но найти такую постоянную fi u > 0 , что в области u>P ^ = 

Из этих результатов следует, что функции 

(2.8) 

i ^ c ^ ) = ̂ tci^eacp{±t[]^lfc4-V(xjc!x+c4jj, (2.9) 
£*<*0Сс), с>0, 

являются линейно независимыми решениями уравнения (2.1). Выражая 
решение ф„ через функции (2.9), получим асимптотическую фор­
мулу 
Ф / с ; ^ = В г С с ) ^ п Э г г 1 с 3 4 ) + 0 ( ^ ) ^ — , Сс>0), (ало) 
в которой 
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Ъг{с)~±\Щ>}р\~т№Ь>*Л < 2 Л 1 ) 

е 3ср(2^ /(С))= е^Чу(^^;)/^(Ф Г>1;], ( 2' К ) 

..,, I Г Ь ., 3i= f i 'Э4> (2.13) 
р, \р .£ 1 (2.14) 

Отметим, что определяемые равенством (2.13) фазы iu (с) являют­
ся вещественными, непрерывно дифференцируемыми функциями на ин­
тервале ( 0 ? «о ) . 

Пусть С/ (Rf),( p=Q,l,... ) - множество всех р раз не­
прерывно дифференцируемых функций f (с) на (?+ с компакт­
ными насителями, отделимыми от нуля. Каждое из этих множеств яв­
ляется плотным относительно гильбертовой нормы в Li С R+) . 
Рассмотрим функции 

где М = ( т , е ) , 8=0,1 , т = 0,±1,-.-^^ 

Yl.. tc. > M)=C2Jrr , / 2e i m'S l r n J fl c^). (SS-I8> 
u ; t c ; i ) - < l f C c ; % , - 4 ^ * i m | f ( c ; ^ «-I9) 

a 5 т ( и R m j - вытянутые угловые и радиальные сфероидаль­
ные функции ' '. Легко понять, что функции (2.15) и (2.16) явля-/13 ются обобщенными векторными функциями ' ' , заданными на прост 
ранстве С 0 (. R + ) основных функций, со значениями в L 2 C R 3 j 
и что они нормированы на 8 -функцию 

S ф;Чс;?)ф^ &,*№* ;ф; ICJT ;ф у (С';? )clrJffMc-C). 
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Функциям (2.15) и (2.16) соответствуют линейные непрермвныс отоб­
ражения с~г и <-^и. пространства L С R + ) в "Ж , суже­
ния которых на плотном в L 2 ( RJ. ) линейном многообразии CJ(R' ] 
определяются формулами 

+ с ° J Операторы с0~ и OJ^ ЯВЛЯЮТСЯ изометрическими и для произ-
вольных ^//,£1.4 R't) 

Cu Jjj i ;u;;iJ^ r r(| l ;,.xp[ ±2L^ ; fH}J. (2.23) 
Так как фазы с (X) _ вещественные функции с при с > 0 из 
соотношения (2.23) следует, что подпространства R.anu),t и 
R.MП и)Г совпадают -' 

Ranuy* Ranco^L^. (2.24) 
Легко показать, что каждое из подпространств L . является ин­
вариантным подпространством оператора Н . что векторы линейно­
го многообразия L^CCj) = wj: L C j C R ^ J плотного в L«. 
яиляются аналитическими векторами оператора Н w = H h" L „ с об­
ластью определения J3(H)A)= L „ f|«3(.Hj (так ч_то Н « самосоп-
ряжен в существенном на [_- ) и что, если \~ (Я) - произволь­
ная борелева функция на R 1 , то для любого ф е !_„ flfO(F(.H)j 

где со ~ - оператор, сопряжении*! с оператором uJw , опреде­
ленный на L" С R*J выражением 

Из свойств операторов 1л>» и свободного гамильтониана Н 0 = - Л 
следует, что линейная оболочка 1_ ч С 0 / векторов множеств 
1_Р= ^ [ С о С (?{.)] плотна в 7? • Произвольный ненулевой пек-
тор ф е [_° (С*) можно представить в виде 
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где I , £ 4 ( К t ) , a L (ф) - такое неотрицательное це­
лое число, что для любого натурального £ > |_ 1ф) и для лю­
бого m=0}±l7...)t.l , ц>^*, ф = 0 и по меньшей мере для 
одного т = <Э,±1,..., ± LL<\>) , ь О ^ ф ^ 0 . 

Волновые операторы - Л ± (,Н0 Н ) пары самосопряженных в 
'Л = L? t R 3 ) операторов Н й

 и Н определим 1сак непре­
рывные линейные отображения ^ в Т?Т , сужения которых на 
плотном в 7£ линейном многообразии |_° (С„ J спре-зляются 
формулой 

LOW 
((Я±М°(с;)^(т]= Z («^ «;>;(•?;, (фе̂ (с^.сз.эд 

Зти операторы являются изометрическими. Рассматривал операторную 
последовательность { Z. иэ£ ui° * j и учитывая теорему 
Балаха-Итейихауса, получаем для произвольного векторп ф>е 7С 
формулу л i_ . 

;1з соотношения (2.~4) вытекает, что нодпростралства I— — 
=: Rari-^2-± с: / I совпадают с ортогональной суммой подпрост­
ранств L 1л : 

^ = © 1 ^ . (,.зо) 
Этот результат выражает асимптотическую полноту операторов ._Q_ t. 

Асимптотическая полнота операторов _Г2_ £ является необхо­
дим™ и достаточным условием для унитарности S -матрицы 

S = -0-11-0-*- (2.31) 
Унитарность оператора S можно непосредственно доказать, ес­
ли воспользоваться вытекающей из (2.29), (2.23) и теоремы Банаха-
Штейнхауса формулой .. 
( Зф)(Г) = IЛ. m. Z (со; &г'1У%рЩс))&), (2.32) 

в которой ф - произвольный вектор "^ . С помощью этой фор­
мулы легко получаются матрицы оператора S в разных представ­
лениях. 
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Два основных свойства операторов _CL ± выражаются следую­
щей теоремой: 

Теорема 2.1. Пусть F^) - произвольная борелева функция 
на I?1 . Тогда на плотной в "Ж области определения ,#(, Ft HJJ 
оператора F ( H J 

FtH).a ± = -a ± F(.Hj, (2.зз) 
P(HJS = SF(HJ. (2.34) 

Доказательство: Формула (2.33) легко доказывается для проекторов 
PJ? и Р£с проекторнозначных мер операторов Н и Н 0 

р Н Х 1 + = Ц ± Р ^ ( 2. З Б, 
Со ~ 

Пользуясь этой формулой и спектральной теоремой, получаем (2.33). 
При доказательстве (2.34) можем считать F C A ) веществекнознач-
ной функцией. Имея в виду,что из условия ф б Ж F( И0)) сле­
дует -Q-+ ф 6 <£)(F(H).) . получаем для произвольных ф.ф.6 5XRHJ) 

Сбф 3 РШ 0 )Ф 1 ) = ( ь ( н ) Л + Ф , - а . . Ф 1 ) = ( 5 Р ( н о а д . ( 2 . з б ) 
Из (2.36) следует (2.34). 

Другие свойства операторов -0-± можно доказать, используя 
определение этих операторов, которое дается в следующем разделе. 

3. Принцип инвариантности Бирмана-liaTO 

Покажем теперь, что волновые операторы QL + можно опреде­
лить на плотном в ^Ж линейном многообразии формулой (1.2) и 
укажем вид оператора £§ . Такое определение используется в не­
стационарной теории рассеяния. Будем рассматривать ради простоты 
только такие сфероидальные дальнодействугацие потенциалы, для ко­
торых функции (2.17) совпадают с функциями (2.16). Полученные ре­
зультаты, однако, можно обобщить и на другие случаи. 

Пусть 8 > 0 - произвольное число, а 9Й(.%,) - некото­
рая С ( L 0. о°)/ - функция со следущими свойствами 
$>Щ=0, (р»0,1,2,3), O^eUHl, > ^ М , C^GJ, 
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где С - постоянная, не зависящая от в . Определит.! функцию 
1А,Ц§)= (3.1) 

О, U $ * 5 0 C c ) - t f / 2 , 

о 

Входящая в это выражение функция \х0 определяется равенством 

а с.| - произвольное число из интервала (0 ? mir> (.̂/2., <->/(ЗС) ). 
На плотном в л линейном многообразии L? (, С 4 ) определим 
оператор Й 2 следугацей формулой 

Ф^Сс^^,у)=У^ГТФг(с3т},Фс-Ь0(Сс
1;. 

Нетрудно показать, что из условия i|> 6 L° СС 0') следует°Э>|}£ л . 
Для оператора ^ ) верна следущая теорема: 

Теорема 3.1. Пусть Ft А) - произвольная вещественноэначная 
и выпуклая С'Ч(-00>'00-У - функция. Тогда для векторов^е1_0(С^) 

_0_ +ф = гит е „Эе ф. (3-3> 
Доказательство: Теорема будет доказана, если покажем, что для лю­
бой функции уо(.с) £ C J C R + ) 
Elm |K(a)J- Ŵ;j(expLfbtFC-iJ)JyJJ(f)||=0. (3.4) 

Пусть S u p p \ p e c [ e e , J I G ? , ( б о >0, Л£ > € e ) . Если Ht-^fb , 
то интегрированием по частям относительно экспоненты в формуле 
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находим, что | В>— t Тг; t31̂ 4 К •л/'Ь , где К»л -постоянная, не­
зависящая от t . Если £ ^ iff , то представим интеграл (3.5) 
как сумму из двух интегралов так, чтобы в одном из них содерка-
лась экспонента еэср{+ lfc^+u- t f{cl/jz)]\ . Тогда во втором 
интеграле не будет стационарной фазы и его можно легко оценить. 
Чтобы оценить первый интеграл сделаем в нем в соответствии с ме­
тодом стационарной фазы ' ' замену переменной с на £ , при 
которой появится экспонента eocp(.~+ibzz), выражаемая через про­
изводные интегралов Френеля. Интегрируя затем по частям, получим 
оценку 

fj + Л_, 1т^^Щ^1 

Из полученных оценок вытекает неравенство р .— 
И В* IT; t) |« * const. { £ , ^ ? J ^ f J }, 

из которого следует (3.4). 
Как следствие из теоремы 3.1 получаем, что для любого векто-

рафе1_°та 
SLtty=skn> e i H t J3e - l H o t ^ O.e) 
eh™ ( Ь . Т - ^ е - 1 Р С Н о Д ф = 0. (з.7) 

Если используем формулу (3.3) для определения волновых операто­
ров Si- ± пары самосопряжегашх операторов F ( H 0 ) и р ( Н ) , 
то, очевидно, имеет место равенство 

^L ±CH 0,H) = -a ±(FCH 0),FCH)), (з.8) 
выражащее принцип инвариантности Бирмана-Като. 

Теорема 3.1 дает возможность формулировать асимптотическое 
условие для векторов состояния рассеяния. Если условимся описы­
вать состояние рассеяния векторами 
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где i|>jn - произвольный вектор "% , а <|> , = S ф ; л , то 
в начале процесса столкновения ( t—*- — -*>) вектор <к можно 
аппроксимировать с произвольно малой ошибкой вектором 
^ е г с р С - ч Н ^ ф ч * ,(ф.° £ LfCCJJj • Аналогичным образом 
в конце процесса столкновения ( t —*--t-oo) вектор ф^ можно 
заменить на такой вектор <#езср(-1 И Д ) ф 0 ^ , С ф 0 ^ е L . 4 0 ) . 
чтобы норма разности этих векторов была сколь угодно малой. 

Покажем теперь, что сопряженные операторы JCL.\ можно выра­
зить через АКО £ , как это делается в ' ' . В этой работе дока­
зано существование АКО для сферически симметричных потенциалов, 
убывающих на бесконечности не медленнее |'?|~ 0 < , (с* е (-|-;i]J. 
Мы докажем существование операторов % для более широкого клас­
са дальнодействукщих сфероидальных потенциалов. 

Определим на области о). = {( с?§) I С > 0 , %ъ 1 } функ­
цию Ю Ч С X ) формулой (3.1), в которой вместо w.0(.C,£j) поста­
вим функцию ( Л ( С , £ ) . определяемую из уравнения 

^+у« 1 
J Vc 2-УЫ ci ос = с^ - с §0(cJ7 о 0, 4>ъ-и.о) 

С помощью функции иС определим на Ai-t L L LCJ] оператор 
^ формулой 

Г" о J ** 
Для этого оператора справедлива 

Теорема 3.2. Для любой функции X Сс) € С \" + ) 1С

г{ 

Доказательство: Утверждение а) доказывается интегрированием по 
частям относительно ехр(+1С%) в интеграле, внражагацемj£i&Z f0, 
и использованием некоторых неравенств для функции иГ и ее про­
изводных. Чтобы доказать утверждение б), предположим, что 
s a P P f ° c : feAl( So^fy W 0 > £ 0

 J- и ш б е Р е м достаточно 
большое £>0 • Тогда 

I. При 1 4 § ̂  ll~t* интегрированием по частям относитель­
но экспоненты в формуле л.\пг\./И- — 

c;if^ccz^-u,;Ke±lc w щп= ( з л о ) 

^ Я ^ V g ^ "j. ̂ /"Л^^ ̂ ' Г 
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получаем оценку | CjT С ^ Л ^ П ^ / t , где M L - постоянная, 
не зависящая oit . 

2 . При ^ ̂ . iff представил интеграл (ЗЛО) в виде суши 
из двух интегралов, так чтобы в одном из них содержалась экспо­
нента eocp[_i.i{.C£- Czt/f2)} • Делаем замену переменно;; 
С = Л - } z % / ( 2 t ) и интегрированием по частя?.!, при котором опять 
появятся интегралы Френеля, получим оценку 

' ' u * I n k - *»3*1'* 
С помощью этих оценок получаем неравенство 

Hc^-rjii^const.^.^), 
из которого вытекает утверждение б). 

Па основании этой теоремы доказывается, что для каждого век­
тора ф из плотного в ТС множества L°CC 0j 
sftm е Ж**£е- ШУ=-а:ф* С^-П^Ф), (з.п) 
bJiZ (ZXI ±-7) e- L H o^ = 0. (3.i2) 
Формулой (3.11) выражаются сопряженные операторы A L . + через 
АКО Z на множестве _Х2-+ f L_ CC0^J , которое является плот­
ным в Ra n . Q . + • 

4. Метод фазовых йтосций для дальнодействумщих сфероидаль-
ных потенциалов 

Используя метод адиабатического включения взаимодействия 
' ' ' , можно получить интегральные представления для операторов 
AZ. ̂  . Эти представления получаются с помощью интегралов Бохнера 
от сильно непрерывных функций 
Z t et i=T£Te- 6 l t ,e L H o tZe- L H t^^ ±

eIl ±[L 0J(4.i) 
о 

где £ - положительное число. Нетрудно показать, что эти интег­
ралы сходятся. Можно показать также, что интегралы (4.1) имеют 
пределы при £ —*• 0-1- и что 

_a£t)r= atiW I ^ f . (4.2) 
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Li 

5 

Из (4.1) и (4.2) выводятся модифицированные уравнения Лишшана-
Шышгере / ч / (фе1_ЧС«)) 

и интегральное представление Т -матрицы на энергетической по­
верхности 

Используя определение оператора 2 (4.3), получим интеграль­
ное уравнение 

J(c^+^4c,^)) = u^kc;?)+ (4.5) 

*(c;U>-tb^Cc;e<)^^J^ ( 4 , e ) 

где K „ (Cj2J) _ вытянутые сфероидальные радиальные функции 
второго рода ' '. Поскольку оператор %[ компенсирует неогра­
ниченно возрастакщую часть фазы в асимптотике "физической волно­
вой функции" (2.17), то ясно, что матричные элементы оператора 
7" в представлении сфероидальных функций (2.18) выражаются толь­
ко через фазы о ^ С с ) . Эти фазы можно определить методом фазо­
вых функций ' 5 ' . J 

Легко понять, что действие оператора Н i — с , входя­
щего в интегральное уравнение (4.5), эквивалентно действию неко­
торого эффективного потенциала, в котором участвует линейно опе­
ратор дифференцирования Ъ/ dg . Чтобы получить эффективный по­
тенциал, в который не входит оператор Ъ/Ь\ , будем работать 
с функцией 
^(сз^=(1+иг;г,/2^(с;ц-1лГ(;с,)5)), с^=Эиг/^),(4.8) 
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имеющей ту же самую асимптотику, что и функция и «С С; ~%+у) . 
Пользуясь известными методами получения фазовых уравнений ' ', 
получим для рассматриваемых дальнодействуших сфероидальных по­
тенциалов следуюдее фазовое уравнение '•"• ': 

A - S r ( c , ^ - . i W r ( c ; 4 J { u r U - ; 4 j c o ^ r C c ; § j - ( 4 . 9 ) 
- t ^ C C ^ J s m o ^ C c , ? ) } 1 , 

В этом уравнении W«AC;lj) - эффективный потенциал, который 
определяется следующим образом: 

где , -) . 

А 1 ° Ч с ) ~ собственные значения задачи (I.II) при S(»2)=0 » 
а с {% + ̂", %} обозначена производная Шварца функции j^ + и/ : 

Так как потенциал (4.10) является короткодействуицим, то фазо­
вая функция d „ (.Cj § } стремится к конечному пределу при 
к—»- <=~= и этот предел равняется фазе о„ (.с) . Отметим еще 
раз, что положительное число с в (2.5) выбирается произволь­
ным - изменение б ведет к появлению одинакового слагаемого 
во всех фазах о ^ (с) , а это не имеет значения для физических 
следствий теории. 

В заключение автор выражает глубокую nri-знательность Г.В.Ко­
марову и ii.X.Христову за. полезные обсуждения проблем, рассматри­
ваемых в данной работе. 
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