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-1 ,, Bae,n;eHHe 

O,n:Hoit Il3 rrpo6JieMHhlX 3a,n:aq peJIJITilBilCTCROM H.D:epHOH q>Il3IlKil HBJIJieTCH 

IlCCJie,n:oBaHMe peJIHTilBilCTCRilX 3<p<peRTOB B peaRIJ;IlHX C 6o~bIIIOM rrep~.n:a- . 

qeit IlMIIymca Il ROBapnaHTHOe OIIMCaHMe TaRMX rrpo:a;eccoB. 1:'pa,n:M:a;I~OH-

Hii!e IIO.D:XO.D:LI, OCHOBaHHhle Ha HepeJIJITilBilCTfROM ypaBH~¥Illl Illpe,n:MHrepa, f• 

He ,n:aIOT a.n:eRBaTHoro OIIMCaHMH H.D;epHii!X rrpo:a;eccoB rrpll 6omIIIMX ( B,. He-: 

CKOJibKO r3B Il 6oJinIIIe) rrep1:.n:aqax IlMIIymca q. B Ta:EIBX CMTya:a;MHX CTa~·. 

HOBMTCH Heo6XO.D;IlMii!M rrpMMeHeHne peJIJITilBilCTCRMX, KOBapnaHTHid:X., IIO.D;-_ . 

XO.D;OB, B IIOCJie.l_J;Hlle .n:ecHTMJieTMH rrpOBO.D;HTCH IlHTeHCilBHii!e IlCCJie.D;OBaHMH 

·peJIHTilBilCTCKilX JiopeHIJ;-IIHBapnaHTHhlX MO.D;eJieii [1, 2, 3, 4, 5, 6) n .D;eJia

KlTCJI IIOIIIi!TKil IIpMMeHeHMH MX R OIIMCaHMIO MaJIO'laCTil'IHii!X CllCTeM. .[(o-. ' ' . ' ~ . ,,_ 

CTilrHyTii!M .B 3TOM. HarrpaBJieHM~ ycrrex II03BOJIJieT yTBep)I{.D;aTn, 'ITO KOBa-. 

pMaHTHhle IIO.D;XO,n:hl MOryT cefiqac IIOJIHOCTblO 3aMeHMTh, IlO KpaiiHeii Mepe 

.D;JIH. MaJIO'laCTil'IHii!X CllCTeM, IIO.D:XO.D;Ii!, OCHOBaHHii!C Ha HepeJIJITilBilCTCKll'.X 

ypaBHCHllHX, 8TO HarJIJI.D;HO MO)I{HO IIpO.D;CMOHCTpllpOBaTb Ha IIpMMepe MC:;: 

CJIC.D;OBaHMM CBOMCTB .n:eitTpOHa;Il peaK:a;Illl C ero y~mCTHeM B paMKax Kon,a-:' 

pnaHTHii!X IIO.D:XO.D;OB [7, 8, 1, 2, 3, 6] ,· OCHOBaHHii!X Ha peIIIeHMil (B pa3JIIl'l

Hii!X rrpn6JIIlmeHMHx) ypaBHCHMH BeTe - CoJIIIMTepa (BC),, KpoMe· Toro, 

BeCI.Ma aKTyamHOM HBJIHeTCH 3a.D;atJ:a HaXO}I{,ll;eHMH CIICKTpa Mace CBH3aHH.OM 

Cll~TCMii! :Il COOTBeTCTBYIOIIJ;IlX KOBapMaHTHhlX BOJIHOBhlX <pyHKIJ;J,:M, .HarrpM-:

Mep, rrpll IlCCJie.D;OBaHilli CBOHCTB MC30HOB,KaK CBH3aHHhlX COCTOHHilli KBap~a 

Il aHTilKBapKa. IloCI{OJII,KY KBapK-aHTMRBapROBM CBH3airnaH CllCTeMa HB

JIHCTCH cyry6o peJIHTilBilCTCROit, oco6yro aRTyaJihHOCTI, rrpno6peTaeT rrpo-

6JieMa ROBapnaHTHOCTil IIO.D:XO.D;OB K ee OIIMCaHMIO, Ilo.n:xo,n:LI, OCHOBaHHhlC . 

Ha ypaBHCHMM BC c H,zqfa:1.rn B3aii:Mo.n:eftcTBMft, MOTM~npoBaHiihlMM Kx,n:; . 

JIBJIJIIOTCH B 3TOH o6JiaCTil BCCI.Ma pacrrpocTpaHeHHhlMil. 

CJie.n:yeT OTMCTMTn, ,'ITO XOTH ypaBHeHHe BC 6LIJio rrpe.D;JIOHCeHo .D;OBOmHo 
; . ,., ' ,, 

.D;aBHO [9, 10], q>OpMaJII,Hhle MaTeMaTM'ICCKile CBOHCTBa ero H.D;pa .D;JIJI CJiy

tJ:aH CIIIlHOp:-cmrnopHii!X CllCTCM IIOKa He IIOJIY'lllJIIl y.zJ;OBJieTBOpHTemHoro ' 
' . ,.\' ' " . ' 

OIIMCaHMH. .[(ame 'lllCJICHHOe peIIIeHHe ypaBHeHIIB BC B JieC::THil'IHOM IIpll-

6JIM)l(CHUil .D;O. CMX rrop y.n:aJIOCb IIOJIY'IHTh, IIO-Bll,n:MMOMY, TOJibKO i3 .D;BYX 
' ' ' . ! ( . 

nccJie.D;oBaTeJincKMx rpyrrrrax [1, 8]. .[(o uacTOmn;ero BpeMe1rn: rro)];po6Hoe 



0lllICaHne npon:e,zcyp Haxo)I()];em111 pemem1ii n cTporoe MaTeMaTn"CJecKoe 060-

cHoBaHne HCII0JII,30BaHHLIX anropHTM0B B JilITepaType rrpaKTH"CJeCKH 0TCYT

CTByeT. 

IJ;eJII,IO .n:aHHoii pa6oTI,I JIBJIJieTCJI II0CTpoeHne CTporo o6ocH0BaHHOro Me

T0,n:a nccJie,n:oBamm 3HepreTH"CJecKoro crreKTpa ypaBHeHH11 BC ,n:J111 cncTeMhl 

_H3 .n;Byx CIIHH0pHhlX "CJaCTHD;, KOTOphlii 6hlJI 6hl rrpnMeHHM, B IIpHHUHIIe, K 

ypaBHeHHIO c JII06LIM Mo,n:eJII,HhlM B3anMo,n:eiicTBneM. 

CTaTI,JI rrocTpoeHa cJie,zcyromnM o6paaoM. .B paa,n:eJie 2 06cy)I()];aIOTCJI 

Heo6xo,n:nMhle ,n:JIJI ,n:aJII,Heiimero naJiomeHHJI o6mne cBoiicTBa aMIIJIHTY.Zl:hl 

BC. 9ToT paa,n:eJI nMeeT BBO.n;Hhlii xapaKTep. B paa,n:eJie 3 H3JiaraeTcJI 

cyTI> rrpe.n;JiaraeMoro MeTo.n;a Ha rrpHMepe cKaJIJip-cKaJIJipHoro ypaBHeHHJI 

BC. · .z:t:JIJI 3Torn JI.n:po ypaBHeHH11 BC Mo.n;nq>Hn;HpyeTcJI TaKHM o6paaoM, 

. "CJT06hl B pe3yJII,TaTe II0JIY"t!HTI, 3KBHBaJieHTH0e CHMMeTpH"t!H0e ypaBHeHHe 

<I>pe,n:rOJII,Ma, ,Zl;JIJI KoTOporo H3BeCTHhl T0"CJHhle CB0liCTBa crreKTpa pemeHHii 

n JI.n:pa ( B -qacTHOCTH, paaJiomeHHe JI.n:pa B pJI,n: ThJII,6eprn - lIIMn,n:Ta). 

Hcxo,n:JI H3 3THX cBoiicTB cpopMyJIHpyeTcJI cTporo ·o6ocHoBaHHhlii "CJHCJieH

HLiii MeTO,n: H rrpHB0,n:HTCJI IIpHMep K0HKpeTHhlX pac"CJeT0B 3HepreTH"CJeCK0ro 

crreKTpa no noMy MeTO,zcy. Paa,n:eJI 4 rrocBJimeH cpopMaJII,HoMy o6o6meHHIO 

rrony"CJeHHhlX peaym.TaTOB Ha cny-qaii crrHHop-crrnHopHoro ypaBHeHHJI BC B 

JieCTHH"CJH0M rrpH6JIHmeHHH. B CJie,zcyromeM paa,n:eJie rrp:HB0,n:JITCJI rroJiy"CJeH

Hhle peayJII,TaThl pemeHHJI ypaBHeHH11 BC ,n:JI11 ,n:eiiTPoHa ~ aHaJIH3HpyeTCJI 

a,n:eKBaTH0CTI, M0,Zl;eJIH Ha rrpnMepax Bhl"CJHCJieHHJI rrp0CTeiilIIHX Ha6JIIO,n:ae

MhlX BeJIH"CJHH .. B paa,n:eJie 6 II0MemeHhl 0CH0BHhle BhlB0,n:hl pa60Thl. 

2 HeR<>Top1,1e cnoiicTBa ·aMI1JIHTy.n;1,1 BC 

MHorHe cnoiicTBa crrHHop-crrnHopHoii aMIIJIHTy.n:I,I BC MO)I{HO ycTaHOBHTI>, 

He o6pamaJicI> K ypanHeHHIO BC, ROTop·oMy oHa y,n:oBJieTBopJieT, a HCXO.Zl:JI 

TOJII,I{O H3 ee orrpe,n:eJieHH11. K TaKHM CBOliCTBaM OTHOCHTCJI CBJ13l> Melli.Icy 

aMrrJIHTy.n:oii n corrpruKeHHoii aMIIJIHTy,n;ori BC, KOTopaJI 6y,n;eT pacc:t.rnTpH

BaTI>CJI B cJie,zcyromeM rryHKTe. RpoMe Toro, rrpH paapa6oTKe MeTO,n:a pe

meHHJI ypaBHeHH11 BC HaM rroTpe6yeTcJI ,n:eTaJII,HOe 3HaHHe cIIHH-yrJioBoii 

CTpyKTYPhl aMIIJIHTy.n:I,I, n B rryHRTe 2.2 Mhl rronyqHM C0OTBeTcTByromHe 
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ypanHeHH11, OIIHChlBaromiie CIIHH-yrJionyro 3aBHCHMOCTI, rrpoH3BOJII,HOH aM

IIJIHTY.Zl:hl BC. 

2.1 Co11pnmeHHa.R aMIIJIHTy,n;a 

AMIIJIHTy.n:a BC <I>1M(x1,x2), cooTBeT~TByromaJI cocTOJIHHIO IP; J1H) cH

CTeMhl qacTHD: A H B c orrpe.n;eJieHHhlM co6cTBeHHhlM 110MeHTm1 J, ero 

rrpocKn;Heii M, H IIOJIHhlM HMIIYJII>COM P = (Po, P) , orrpe,n:eJIJieTCJI KaK :-.rn

TpHqHhlii 3JICMeHT T-rrpoH3Be.n;eHHJI orrepaTOpon. IIOJieii COOTBeTCTByromnx 

qacTHD: [9]: 

[<I>1M(x1, x2)],.p = (OIT1P~(xi)i,&#(:r2)IP; hvl). (1) 

Orrpe,n:eJieHHaJI TaKHM o6pa30M aMIIJIHTy.n:a II03BOJIJICT BhlqH('JIHTI, !lrnTpHq- ' 

Hhle 3JieMeHThl orrepaTOpa mo6oii Ha6JI10,n:ac110:i-i: Bf'JIHqHHhl cHCTf'!l!hl A.+ B. 
MeTo.n:- Bhl"CJHcJieHHJI Ha6Jiro,n:acMhlX n (pop1rnJIH3Me Bf'T<' - CoJIIIHTqm 6hlJI 

rrpe,n:JIO)I{eH n pa6oTe [11], corJiaCHO KOTopoMy m,1pa)I{£'HH£' ,ll;JI11 Hf'KOTOpo:i-i: 

Ha6JIIO,n:aeMoii O M0)I{HO 3aIIHc·aTI> n BH,ll;e ( coxpaHf'Ha TOJil>K0 !IIaTJmqHaJI 

CTpyKTypa, Heo6xo.n;HMhle HHTcrpHponaHHJI orrymcHhl): 

0 = (P; JMIO(A,B)IP; JM) = [<I>iidnpo:(1O3T[<I>1MLm (2) 

r.n:e [ <I> J M ]0 p - corrpJimcHHmr aMIIJIHTy,n:a BC, orrpc,n:cJif'HHaJI mrn 

- -A -n 
[<I> J M( X1, X2)]ap = (P; J MIT1P0 (:ri)4'11 (:i:2) I0), (3) 

a QA H QB - MaTpHD;hl, ,n:eiicTnyromHe Ha CIIHHOpHhlf' HH,ll;CKC'hl IIOJH'H qa

CTHD; AH B C00TBeTCTBeHHo; JIBHhlH BH,n: 3THX MHTJ>IIII 0IIpf',ll;l'JIJll'T('JI BH,ll;O!II 

orrepaTOpa O(A, B). <I>opMyJihl (1) - (3) ycnrnamrnnaroT cnJI3I> l\Ielli.n:~· Ha-

6Jiro,n:aeMhlMH cHcTeMhl H aMIIJIHTy.n;aMH BC. .z:t:JI11 y.n:o6crna nhlqH<"Jif'HH:i-i: n 

cpopMyJie (2) M~lliHO rrepe:i-i:TH R MaTpHqHoMy YMH0lliCHHlO [7] . .z:t:JIJI :-noro 

rrpH IIOMOmH Heoco6o:i-i: MaTpHD;hl /C = ,:i,1 BBf',ll;<'l\I H0BhlC Bf'JIHqHHhl 2: 

W1M(x1,x2) = -<I>1M(x1,,1:2),c, - - T Wnr(,1:1,:r2) = -(<I>.1M(:r1.,rz),r) . (-1) 
2MaTpH11,a 'Ye no CIIOHM cnofiCTnaM CXOj\lla (' Ma'f!)ttll<'H :1apJ1.l\OIIOJ'O fOIIJHllH{'llttJI, II •ian110,n1 

'Yc'Y'{; = /µfc• 
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r.n;e 3HaR T .0603HaqaeT TpaHcnoimpoBamre. B .n;am,Heii:meM, ecmr He 6y,n;eT 

oco6Lix oronopoR, IIMeHHO 3TII q>ymrn;IIII MLI CTaHeM IIMeHOBaTI, aMnmrzy.n;oii: 

II conpJDKeHHoii: aMn.mrTy.n;oii: BC cooTBeTCTBeHHO. HeTpy.zuio nORa3an,, qTo 

B 
0

TepMIIHax Be.mrqHH (4) COOTHOllieHIIe (2) IIpllMeT Bll,n;: 

{
- A B} 0 = Tr iJ!1MO iJ!1MO · , (5) 

r.n;e JMHO}KeHHe IIOHllMaeTCJI B 061:iiqHoM CMLICJie YMHO}KeHHJI MaTplln:. ITpir 

HarrrrcaHHH q>opMJJILI (5) rrpe,n;rroJiaraJiocn, qTo MaTprrn:a 0 8 ecTn mrHeii:HaJI 

ROM6HHan:HJI MaTpIIn: , µ rr 1. 

TaRHM o6pa3oM, ,n;JIJI BLiqllcJieHHJI Ha6mo.n;aeMLIX B q>opMaJill3Me BC .Ha

pJI.n;y C aMIIJilITy.n:oii: iJ! J M Heo6xo,n;HMO 3HaTb ll corrpJimeHHJIO aMIImrTy.n;y 

llJ J M. HH}Ke MLI ycTaHOBllM ToqHyIO CBJI3b Mem.n;y 3TllMll ,ll;BJMJI Be.mrtm

HaMll, IICXO.n;JI II3 aHaJill3a o6mrrx CllMMeTpllii:HLIX CBO:U:CTB aMIIJillTJ.n;LI ( 1) ll 
BeRTOpOB COCTOJIHllli rro.n; .n;eii:CTBlleM orrepaTopa o6pameHHJI BpeMeHII. 3Ta 

CBJI3b IIO3BOJIJieT IIpll BLiqllcJieHllll Ha6JIIO,n;aeMLIX BeJillqllH ll36emaTb rpo

MO3,n;ROii: npon:e.n;ypLI tillCJieHHoro pemeHHJI oT,n;eJinHoro ypanHeHHJI .n;JIJI co

rrpJDKeHHoii: aMIIJillTJ.n;LI. 

HarroMHllM, tITO orrepaTOp o6pameHHJI npeMeHH Ur ,--- 3TO aHTllJHHTap

HLiii: orrepaTop, .n;eii:CTBlle ROTOporo Ha CllllHOpHyIO IIOJieBJIO q>YHRn:llIO CBO

,n;HTCJI R CJie.n;yromeMy [12]: 

[Ui11/J(xo, x)UrJt = 7J if(-xo, x)R, (6) 

r.n;e R = ,o,1/3 - MaTpnn:a o6pameHRJI BpeMeHR, a 77 - T-tICTHOCTb. Pac

CMOTpRM BCIIOMoraTCJibHJIO BCJilltIRHY 

[01M(x1, x2)]af3 = (OrlT1/J1(x1)1J;ff (x2)UrlP; J M}, (7) 

r~e !Or} = UrlO}. I1oJin3JJICb aHTHJHIITapHOCTnIO orrepaTopa Ur u q>opMy

JIOH (6), MOiKHO IIOKa3aTb, 'ITO 

[01M(x~, x1; xg, x2)]af3 = -77A778
[~ JM(-x~, x1; -xt x2)]a1f31Ra1aRf31f3, (8) 

r.n;e TJA, 778 - tICTHOCTll OTHOCIITeJibHO o6pameHHJI BpeMCHII IIOJieii: 1PA, 1j;8 

cooTBeTCTBeHHo. By,n;eM CtIIITaTb cocTOJIHIIJI IO} II IP; J M} co6cTBCHHLIMII 

cocTOJIHIIJIMII orrepaTopa Ur: 

UrlO) = IO}, UrlPo, P; JM) = eicp(-l)MIPo, -P; J - M}. 
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I 

.l 

Ecmr. BLIIIOJIHJII9TCJI JCJIOBHJI. ( 9), TO BCIIOMOraTeJII>HaJI. BeJilitillHa {7) c' ;o'I-'; 

HOCTbIO .n;o q>a3onoro MHomrrTeJIJI i'P(-:-l)M !1BJIJie:rcJI a~~T~oii: BC ~JIJI 
. .., . .. , . ·. , 

o6pameHHOro BO npeMCIIll COCTOJIHHJI, T. e. ,ll;JIJI COCTOJIHHJI c o6paTHLIM RM:-
, ' , ' ' ., ; ,, . ·-: 

rrym,coM R R3MeHllD¥J:Cii: 3HaK. 1,1poeKn;neii: <:~HHa. Bno.n;JI ,n;JIJI. aMIIJilITy.n:LI. BC 

(1) BpeMeHHoe o6o3Hal:JeHR(! <I>1M(x1, x2). = <I>}M(x1, x2) R,, aHa,Jiorrrq~oe 
. ' . . 

,ll;JIJI COIIpJI}KeHHO:U: aMIIJilITJ.ULI ( 3), IIOJIY.tieHHLIH pe3JJII>TaT MO}KHO 3allllCaTb 

B Bll,ll;e 

[n ( D •. o )] icp(·· l)M[;r,.-P ( D . D )] HJM X1,X1,X2,X2 af3=e, - . 'J!J-M Xi,X1,X2,X2 af3= 

= -7JATJB[~}M(-x~, x1; -x~, X2)]a1{31Ra1aRf31f3, (10) 

llJill B MaTplltIHOii: q>OpMe: 

;r,.-P ( O • 0 ) _ it/;( l)MRT ;r..P ( 0 • 0 )R 'J!J-M X1,X1,x2,X2 -e. - . 'J!JM -x1,X1,-X2,X2 .. (11) 

:Vfa BLipameHllJI (1 i); llCIIOJII,3YH onp~,n;eJieHRC ( 4 ), JICrKO IIOJIY'IllTb CJie.n;y-

' 
romee OCHOBHOC COOTHOllICHRe: 

,'r,P ( O • 0 ) ia( l)MR [,T,-P ( 0 • 0 )]TR ""JM X1,X1,X2,X2 =·e - ""J-'M -x1,X1,-X2,X2 . (12) 

Bocrrom,3oBaBllIRCb Tpa~CJIJIIJ:llOHHOii: llHBapuaHTHOCTbIO Teopuu [1~] , rre

peii:.n;eM R aMIIJilITy.n:aM, 3aBRCJIIUHM TOJII,RO OT "OTIIOCllTCJII>HLIX Koop.n;RHaT" 
• • •' . . ' l 

X = XI - X2: 

'1'}M(x0 ,:x) = eia(-l)MR [w:;:M(-x0,x)fR. .(13) 

,[(JIJI q>ypne-o6pa30B aMIIJilITy.n: II3 (13) IIMeeM: 

. '1'}M(p0 , p) = eia(-l)M R [w:;:M(p0
, -p )fR. (14) 

<I>opMyJILI (12) - (14) JCTaHaBmrnaIOT TOtIHJIO CBJI3b MC}K,ll;J aMIIJIIITJ.UOH 

. BC II corrpJDKeHHOii: aMrrmrTy.n:oii. B cIIcTeMe rroRoJI, r.n;e P = 0, nepxmiii: 

IIH,ll;eRC P 6y.n:eM orrycRaTb. 

2.2 CnHH-yrJIOBaJI CTpyRTypa 

B 3TOM pa3,ll;CJIC MLI BLIBe,n;eM ypaBHCHHJI, OllllCLIBaIOmIIe CIIIIH-yrJioByIO 

3aBllCIIMOCTb aMIIJilITy.n:LI BC <J> JM(x1, x2), COOTBCTCTBJIOmeii: COCTOJIHIIIO 
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10:'; JM} cncTeMLI qacnm; A n B c onpe,n;eJieHHI,JM noJIHLIM MOMeHTOM J, 

ero npoeimneil M II ,n;pyrnMII RBaHTOBLIMll qncJiaMII a ( 3TO MO)KeT 6LITL 

RaR CBJl3aHHOe COCTOJIHHe, TaR n COCTOJIHHe pacceJIHHJI). 11cxo,n;HLIMII JIBJIJI

IOTCJI cJie,n;yro:mne 06:mne TpaHccpopMa~oHHhle CBOHCTBa B3anMo,n;eilcTByro

:mnx cnnHopHLIX noJieiI 1.µi ( x), i = A, B npn npeo6pa30BaHHJIX cncTeMLI 

oTcqeTa (12]: 

U(A) 1/ii(x) U(At1 = S(A)-1¢\Ax), 

U(A) = exp(-½ AµvMµ~], 

S(A) = e;p(-¾ Aµvaµv]-

(15) 

(16) 

(i 7) 

3,n;ecL A - o,n;Hopo,n;Hoe rrpeo6pa3oBaHne Jlopemi:a, j\µv = _ j\vµ - MaTpnn:a 

ero rrapaMeTpOB, Mµv - TeH30p MOMeHTa IIMrryJILca ClICTeMLI RBaHTOBLIX IIO

·JieiI, aµv = ½(,µ, 'Yv], PaccMaTpnBaJI 6ecRoHeqHo MaJILie npeo6pa3oBaHHJI 

j\µv, H3 (15) - (17) Jieriw rroeyqnTL cJie,n;yro:mee ROMMYTaUHOHHoe cooiHo

meHne: 

[Mµv, 1/ii(x)] = -mµv1Pi(x), 
. 1 

mµv = i(xµ<1v - XvOµ) + 2 aµv· 

(18) 

(19) 

QqeBH,Zl;HO, qTo BeJIHqnHa mµv JIBJIJieTCJI TeH30pOM MOMeHTa llMilYJILCa ,Zl;JIJI 

RJiaccnqecRHX pemeHniI ypaBHeHHJI .Il:npaRa 1/,(x) [13]: ecJIH 1/J'(x') 

S(A)¢(x), TO 

1/i'(x) = exp(-i xµvmµv]¢(x). 
. 2 

(20) 

,n:aJiee 6y,n;yT paccMaTpnBaTLCJI TOJILRO rrpocTpaHCTBeHHLie Bpa:meHHJI Cll

CTeMLI Roop,n;nHaT. B 3TOM cJiy1Iae cpopMyJILI (16) ll (20) MoryT 6LITL 3aIIH

caHLI B o6LiqHoM BII,n;e: 

· U(A) = exp(ix(n • J)], ¢'(x) = exp(ix(n • j)] 1/,(x), (21) 

r,n;e n - e,n;nHnqaLIH BeRTOp OCH IlOBOpOTa, X -yroJI IIOBOpoTa, Ji = ½CijkMjk 
- RBaHTOBOIIOJieBOH orrepaTop_MoMeHTa llMIIyJILca, a ji = ½Cijkmjk - onepa

Top MOMeHTa lIMIIYJILCa l{.JiaccnqecRoro IIOJIJI: 

. 1 . 
J = 2 ~+L, I) = ( ~ ~ ) , L = -i(x X \7 ,). (22) 
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I 
} 
J \ 
\j 

t: 
'i 
,I 

'JlerRO IIORa3aT:i., qTQ J2 == ½ MjkMjk, ll rrpn IIOMO:mll (18) rroeyqn11: . 

2 . 1 . 
[J , 1/i'(x)] = - 2 mjk(mjk + 2 Mjk) 1/i'(x), (23) 

i = A, B. CocTOJIHHe la; J M) y,n;oBJieTBopJieT cJie.n;yro:mnM ypaBHeHHJIM: 

J2 la;JM) ~ J(.T+.1) la;_JM),. J3 la;JM) = M la;J2vf).· (24) 

TaRHM o6pa3oM, o6pa:maJICL R cpopMyJie (1), IiMeeM: 

J(J + l)<l>JM(x1,x2) = (OIT¢A(xi)¢8 (x2)J2la; JM), 

M<l>JM(x1,x2) = (OIT¢A(x1)1/i8 (x2)J3la; JM). 

(25) 

(26) 

B BLipameHHll (25) BLIIIOJIHHM ROMMyTa:u;nn orrepaTOpa J2 
C orrepaTOpaMH 

¢ 8 II ¢A, HCIIOJIL3YJI (23). IIpn 3TOM 3aTparnBaIOTCJI TOJILKO rrpoCTpaH

CT~eHmie rrepeMeHHLie, n T-yrropJI,n;oqem1e H~KaK He rroBJIHJieT Ha KoHeq

HhlH · pe3yJILTaT (B aTOM JierRo y6e.n;IITLCJI, 3am1caB T-rrpon3Be.n;eHne rrpn 

IIOMo:mn 0-cpyHKUHH). AHaJiornqHLie_ ,Zl;CHCTBHJI rrpoll3BC,Zl;CM C BLipameHHCM 

(26), ncIIOJIL3YJI rrpn 3TOM cpopMyJiy (18). YqnTLIBaJI, qTO J2 ID) =: 0, J3 ID) = 
0, _rroJiyqnM CJie,n;yro:mne ypaBHCHHJI ,Zl;JIJI aMIIJIHTY.11:LI (1): 

(jA +j8 )(jA +j8 ) <l>JM(x1,x2) = J(J + l)<l>JM(x1,.1:2), (27) 

(jf +jf) <l>JM(x1,x2) = M<I>JM(x1,x2)- (28) 

06 • A l A • B l B ~ 
. 03HaqeHHJI oqeBH,Zl;Hhl: Ji = 2Cijkmjk, Ji = 2Cijkmjk - orrepaTOphl, ,n:eII-

cTByro:mIIe Ha ¢A II ¢ 8 COOTBCTCTBeHHO. 

PaccMoTpIIM TerrepL cJiyqa:iI, Kor,n;a qacTIIULI A II B o6pa3yIOT cBJi3aHHoe 

COCTOJIHIIC C IIOJIHLIM lIMIIYJILCOM p = 0. CocTOJIHIIC CBJI3aHHOii: CIICTCMLI. 

c P = 0 MO)KHO paccMaTpIIDaTL KaK COCTOJIHIIC, n KOTopoM op6IITaJILHhlll 

MOMeHT ee ,Zl;BH)KeHHJI KaK n:cJioro L = 0, T. C. J n ,n:aHHOM cJiy'laC - cc 

co6CTBCHHLIH MOMCHT ( CIIIIH). IIocJie rrepexo,n;a K OTHOCIITCJILHLIM KOop,n:II

HaTaM X = ·x1 - X2 ypaBHeHlIC (28) IIpIIMCT DII.n;: 

{
1 A 1 B } 

2 ~3 + 2 ~3 + L3 <I>JM(x) = M<I>JM(x). (29) 

.Il:o CIIX rrop MLI HC BLIIIlICLIBaJIH JIBHO CIIIIHOpHLIX IIH.11:l'KCOD, JIIIIIIL rro.n:pa-

3yMeDaJI IIX. IIepeii:,n:eM TerrepL K MaTpII'IHOMY DII,n;y D COOTill'TCTDIIII (' ( 4) 

7 



I' 

II 3amnneM B IIMIIYJII,CHOM rrpocTpaHCTBe ypaBHeHIIe JJ,JIJI 'WJM(P), rrpJIMO 

BI>lTeKaromee II3 (29): 

1 
2 [E3, WJM(P)] + L~WJM(p) = M'iI!JM(p). (30) 

3JJ.ecb LP= -i(p x v'p), a [E3, WJM] = E3WJM - 'WJME3. 
B1,nne paccMaTpIIBaJiac1, CIICTeMa CIIIIHopHbIX qacTIIU: A II B, HO B Toq

HOCTII TaKIIe }Ke paccy)I{JJ,eHIIJI MO,RHO rrpoBeCTII B cJiyqae, KOrJJ,a qacTIIU:bI 

A II B CKaJIJipHbie. AMIIJIIITYJJ.a BC JJ,JIJI 3Toro cJiyqaJI TaKoBa: 

'PJM(x1,x2) = (0ITcpA(x1)cpB(x2)la; JM}, (31) 

II JJ,JIJI Hee JierKO IIOJiyqIITb aHaJIOrII q>OpMyJI (27) - (28): 

(LA+ LB) (LA+ LB) 'PJM(xi, x2) = J(J.+ l)<pJM(xi, x2), (32) 

(Lf + Lf) 'PJM(xi, x2) = M 'PJM(x1, x2), (33) 

- LA 1 kA LB 1 kB ~ A B rJJ,e i = 2Eijk jk, i = 2Eijk jk - orrepaTOpbI, JJ,eIICTByromIIe Ha cp II cp 
COOTBeTCTBeHHO. HIDRe Mb! 6y,neM paccMaTpIIBaTb cnyqail:, KorJJ,a qacTIIU:bI 

A II B 06pa3y10T CBJI3aHHoe cocTOJIHHe c IIOJIHhlM HMrrym.coM P = 0 lI rroJI

HhlM co6cTBeHHbIM MOMeHTOM J: la; J M} = IPo, P = 0; J M}. TaK llie, KaK 

IIplI IIOJiyqeHl'III ypaBHeHHJI (29), rrepeil:JJ,eM K OTHOClITeJibHbIM KOOpJJ,HHaTaM 

x = xi - x2 . ll3 (32) - (33) rronyqHM: 

L2 'PJM(x) = J(J + l)<pJM(x), L3 'PJM(x) = M<pJM(x). (34) 

3JJ,ec1, JJ.lI<p<pepeHn;Ham.Hhlfi orrepaTOp L = -i( xx v' x ). ll3 JJ.Byx rroCJieJJ,HHX 

q>OpMyJI CJieJJ,yeT, qTQ yrJIOBaJI 3aBl'ICIIMOCTb aMIIJllITYJJ.hl 'PJM(x) OlllICbIBa

eTCJI o6biqHbIMH c<pepHqecKIIMH rapMOHHKaMH YJM(Ox): 

'PJM(x) = <pJ(xo, lxl)YJM(Ox)- (35) 

B lIMIIYJibCHOM rrpeJJ,cTaBJieHHH rrapn:Ham.Hoe pa3JIO}I{eHHe aMIIJllITYJJ.hl <p J M 

6y,neM 3aIIHCbIBaTb CJieJJ,ylOIUlIM o6pa30M: 

1 
'PJM(P) = IPl<pJ(Po, IPl)YJM(Op)- (36) 
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3 MeTo.n; 11cqeprrLIBaH1111 

B 3ToM pa3JJ,eJie 6y,neT Cq>OPMYJIIIPOBaH MeTOJJ. HCCJieJJ,oBaHIIJI 3HepreTIIqe

cKoro crreKTpa cKaJIJip-cKaJIJipHoro ypaBHeHIIJI BC B JieCTHWIHOM npH6JIII

llieHIIII. .Il:JIJI CTpororo o6oCHOBaHHJI MeTOJJ,a HaM IIOHaJJ,o6IITCJI rrepelllI

caTb 3TO ypaBHeHHe B BHJJ,e 3KBIIBaJieHTHOro CIIMMeTpliqffOro ypaBHeHHJI 

<l>peJJ,roJILMa. HarroMHHM, qTo CHMMeTpRqHhlM HHTerpaill>HbIM ypaBHeHIIeM 

<I>peJJ,rOJILMa BTOporo poJJ,a Ha3bIBalOT JI106oe ypaBHeHIIe BHJJ,a 

cp(p) = ,\ j dp' K(p,p') cp(p'), (37) 

ecJIH ero HJJ.PO K(p,p') = K*(p',p) KBaJJ,paTl'IqffO l'IHTerpHpyeMo [14]: 

J dp J dp' IK(p,p')l2 < 00. (38) 

ll3BeCTHO, qTQ ypaBHeHHJI 3TOro BHJJ,a o6JiaJJ,alOT CJieJJ,ylOIUlIMlI CBOHCTBaMH: 

1. CymecTByeT crreKTp JJ,eikTBHTem.Hhlx co6cTBeHHhlX 3HaqeHHfi (C3) 

,\ lI cooTBeTcTByromn:x HM co6cTBeHHhlX <pyHKn:Hil: ( C<I>) 'Pi(P) ypaBHeHHJI 

(37), IIpliqeM crreKTP ,\i JIBJIJieTCJI JJ,lICKpeTHbIM lI rrpeJJ,CTaBJIJieT co6oil: He

y6hlBaromyro 110 MOJJ.YJilO H, BOo6me rOBOpJI, 6ecKOHeqeyro IIOCJie,n:oBaTeJII,

HOCTL: l,\11 :S l,\21 :S l,\31 :S ... :S l,\n-d :S l,\nl :S ... , ToqKa crymeHHJI 

KOTOpOil: MO}I{eT 6bITb TOJII,KO 6eCIWHeqffO y,naJieHHOH. Co6C'.rBeHHbie 3Haqe

HIDI MoryT 6bITb BbipO)I{JJ,eHHbIMII, HO KpaTHOCTL BhlpO)I{JJ,eHHJI - KOHeqHaJI. 

2. IlocJie,n:oBaTem.HoCTb q>YHKD:Hil: 'Pi(P) MOllieT 6bITb c,n:eJiaHa opToHop

MHpoBaHHoil:, T. e. 

j dp cp;(p) 'Pi_(p) = oii· (39) 

3. Cm,IMeTp:HqHoe HJJ.PO K(p,p') MOllieT 6bITb rrpeJJ,cTaBJieHo B BH,n:e 6H

JIHHeil:Horo pJI,n:a I'n:m.6epTa - IlIMHJJ,Ta: 

K(p,p') = E ;j 'Pi(p) cp;(p'). (40) 

Ilepeqn:cJieHHhle BhlIIIe CBOHCTBa nrpalOT. KJilOqeByro pom, rrpn: lICCJie,n:o

BaHHH ypaBHeHIIJI BC. 
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3.1 CKam1pHoe B3a:HMo.n;eiicTBHe 

B cey-qae cncTeMLI ll3 .n;Byx cRaJIJipHhlX tiaCTll:U: A n B ypaBHeHne BC ,n:JIJI 

BepIIIllHHOll q>JHRUllll CBH3aHHoro COCTOHHllH co cnllHOM J llMeeT CJie.n:y10-

ru:nii o6ru:nii Bn,n:: 

'YJM(P) = ,\ J d4p' K(p,p'; P) 'YJM(P'), ( 41) 

r,n:e ,\ = g2, g _:._ ROHCTaHTa CBH3ll, P = (Po, P) - noJIHhlii 4-HMnJJihC cn

cTeMLI, a HBHhlll Bll.ll: H.n:pa K(p,p'; P) onpe,n:eJIJieTCH ROHRpeTHhlM Bhl6opoM 

3q>q>eRTllBHoro JiarparuruiaHa B3aHMo,n:eiicTBllH ( cRaJIJipHoe, ncen,n:ocRaJIJip

Hoe, ... ). EcJIH ~rncTH:U:hl A n B B3anMo,n:eiicTBJIOT nyTeM o6MeHa cRaJIJip

HhlM Me3oHOM c Maccoii µ, H.n:po K(p,p'; P) B JieCTHll'IHOM npn6JIHllieHlln 

TaROBO [13]: 

K(p,p';P) = (2i)4 D(p~,p') ( ')21 2+. ' (42) 
'Tr p- p - µ ZE . 

D(po,P) = s<A>(~ + p) s<n)(~ - p), (43) 

r.n:e 3(k), k = A, B - nponaraTOphl cBo6o,n:HLix cRaJIJipHLIX tiaCTll:U: A n B, 

s(k)(p) _ 1 
-p2 -mi+ic· 

(44) 

Bn,n:Ho, 'ITO JI,n:po ( 42) HeCHMMeTpn'<mo: K(p,p'; P) =I K*(p' ,p; P). 
Harneii RoHetIHoii :u:eJII,IO JIBJIJieTcH noeytieHne 3HepreTHtiecRoro cneR

Tpa ypaBHeHllH ( 41 ), T.e. Haxo)K.ll:eHne COBORJnHOCTll 3HatieHllll 3HeprllH 

CBJI3aHHbro cocTOJIHllH P0J n cooTBeTcrny10rn;Hx HM aMnJIHTy.n: ,'jM(P) npn 

3a,n:aHHOii ROHCTaHTe CBJI3ll g 3. OtieBll,n:HO, 'ITO ypaBHeHlle ( 41) HeJIH

HellHO OTHOCllTeJII,HO 3Heprllll CBJI3aHHOro COCTOHHllJI Po, Tor.n:a RaR napa

MeTp ,\ = g2 BXO,n:HT B Hero JIHHeiiHO. Ilo3TOMY npn 3a,n:aHHOM noJIHOM 

llMnJJihCe CHCTeMhl P Mhl MO)KeM paccMaTpHBaTI, ( 41) RaR ypaBHeHlle Ha 

3BBe,UeHITh!e 3,Uec1, o603Ha'!elllill OTpaJKaIOT, B 'laCTHOCT.ll, TO o6CTOJITem.cTBO, qTo 3Heprn:JI CBJl-

3aHHoro COCTOJ!Hlill. 3aB.llC.llT, Boo6ru:e I'OBOPJI, OT J .If He 3aB.llC.llT OT rrpoeKIJ;ll'.ll M. 8TOT q,aKT 

rrpe,ucTaBJIBeTCJI oqem1.11;m.JMj ero q,opMam.Hoe o6ocHOBaH.lle 6y,ueT rrpn:Be.neHo HllJKe. TaKJKe JierKo 

IIOHJ!Tb, qTo rrpn: <pllKC.llpOBaHHOM J lllIJ(eKC n HyMepyeT pa,un:am,HI,Ie B036ym.uemm; IIO3TOMY ero 

MOJKHO Ha3BaTb rJiaBHI,IM KBaHTOBI,IM 'lllCJIOM. 
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co6CTBeHHhle 3HatieHHJI A;J = g;J H COOTBeTCTBJIOill;lle HM co6cTBeHHhle 

q>JHR:U:Hll 'Y} M (p ), B noJIHOH aHaJIOfHH C 3a,n:aticii O cnc1npe ypaBHCHllJI 

<Dpe,n:rOJihMa (37). CoBORYITHOCTI, DCCX 3HaqcHHil: AjJ ~ ~iJ(P2 = .ui) 
(.n:aJiee no TeRCTY - >.u(Mn)) npn q>llKCllpoBaHHOH :1mcce CBJI33JIHOro co

CTOJIHllH Mn Mhl 6y.n:eM Ha3LIBaTh cneRTpOM ypanttemrn (41) no KOHCTaHTC 

CBH3ll. ORa3LIBaeTCJI, 'ITO Me)K.n:J 3HepreTHqec:Kll:11 cneRTpmI ll cne:KTpm1 no 

ROHCTaHTC CBJI3ll MO)KHO ycraHOBHTI, onpc,n:eJieHHOC CO0TB<~TCTBHC. H npH 

3T0M q>ll3li'ICCRaJI 3a,n:a-qa Bhl'IHCJICHHJI :meprC'THqcc:Koro CnC'KTpa npH _3<~~ 

,n:aHHOM g cno.n:nrcJI R nuqncJieHHIO cne1npa A;J (JIB) npn BCC'X non)TTH

MLIX Mn, 0 ~ MB ~ (m,1 + niu)- 3a6craJI nncpen, on1crm1, 'ITO o6mc>e 

npe,n:cTaBJieHHC O xapaRTCpc 3TOro CO0TBCTCTBIDI }.IO}KH0 COCTclBHTI,. o6paTH

BIIIllCI, R pnc. 1, Ha ROT0pOM npHBC)lCHhl noJiy'ICHHhlC 3aBHCIDIOCTH g;J(Jln) 

npll HCROT0phlX qacTHhlX 3Ha'ICHHJIX i ll J. BoJIC'C nonpo6tto 3T0T nonpoc 

6y.n:eT o6cy)K,n:aThCH B nyHRTC 3.2, a B 3TOM pa3)l('JI(' :\Ihl pacnrnTpH:11 CnC'KTp 

>.u(MB)-
ByncM CtIHTaTh CBJI3aHHoc cocroJIHHe A+ B noK<>JimH:11cJI. T.e. P = 

(MB, O); RpOMC T01;'0, noJIO)KllM m,1 = mu = 111 H npoll3BC'./l{;:II B ypaBHC'HHH 

( 41) ITOBOpOT BnRa [15]: Po -t ipo, Po -t ipo; npH :➔TOM m>JI)"qH:lt: 

'Y}M(P! = A;J j d4p' EE(p,p'; Mn) 1.~.u(p'). 

J," ( / ) 1 ( / ') 1 
iE p,p;MB = (2 )4 DE Po,P (· ') 2 2 • 

'Tr JJ - J> le + JI 

r,n:e P1 = P6 + Pf + p~ + pf B .n:aHH0M rnyqcw 

( 45) 

( 46) 

:l 
-I ( 2 2 1 2) 2 2 -DE(Po,P)= w(p)+Po- 4Mn +JJoMu. (4,) 

w2(p) = m 2 + IPl2 . IIpeo6pa3ycM ypanHeHnc ( 45) <'rn:i.; pa3: BB<'.n:i;:11 H0B)"K> 

q>JHR:U:lllO 1', 
. ! . 

i'iM(P) = DHPo, P h~/J\l(p). ( 48) 

I-fa ypaBHCHIDI ( 45) cJie.llyeT ypanHcHm' ,n:JIJI <l>YHK:U:HH ( 48): 

i'}M(P) = >.iJ j <i"'p' KE(p,p'; Mu) 1'.~M(p'). (49) 

- 1 I 1 I 

KE(p,p';JlvfB) = (2 )4 DHPo,P) ( ')'2 2 ntu,;1.p'}. (50) 
'Tr p - JJ 1,· + JI 
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Jlenw ycTaHOBllTI,, 'ITO 

KE(p,p'; MB)= KE(P',p; MB), j d4p j d4p' K}(p,p'; MB)< oo, (51) 

T.e. ypaBHeHne ( 49) JIBJIJleTCJI 0.Ll.HOPO.Ll.HhlM llHTerpam,HI,IM ypaBHeHneM 

<l>pe.rr,rom,Ma C CllM:,feTpM!ffinilvI .n:e:ikTBllT€Jil,HhlM 11.n:poM [14). qT061I IIO

JICHllTI, BhlTeKaromne OTCIO,n:a CJI€J.J:CTBllJI, rrpn6erHeM K rrapunaJibHOMY pa3JIO

meHllIO ::noro ypaBHeHnJI. ITapunamHoe pa3JiomeHne 11.n:pa (50) cJie.n:yeT n3 

<popMyJihl [7]: 

( p1~2 + 2 = 
1 

i2i ,
1 
I: Y~M(n;)YJM(np)QJ(Yµ), (52) p- E µ P . P J,M 

r.n:e Q J(Yµ) eCTI> rrpncoe,n:nHeHHhle <pyHKUnn :7JemaH,n:pa BToporo po.n:a n 

IPl 2 + IP1l2 + µ 2 + (Po - p~)2 
Yµ = 2lpl · IP'I (53) 

IJapunaJII.HOe pa3JIOmeHne <pyHKUllll ( 48) 6y,n:eM 38IIllChlB8TI, IIO-IIpe)I{HeMy 

( C!.L <popMyJiy (36) ): 

. 1 . 
iiM(P) = IPTiHPo, lpl)YJM(np)- (54) 

,ll;JIJI KpaTKocTn BBe,n:eM o6o3Ha'!eHllJI ,n:JIJI rraphl apryMeHTOB Po, IPI, KOTO

pm.m 6y,n:eM rrocTOJIHHo IIOJII.3oBaTI.cJI B ,n:aJII.HeiiIIIeM: p = (po, IPI), dp = 

dpodlpl. Tor.n:a ypaBHeHne J.J:JIJI_ rrapunamHhlX BepIIIllHHhlX <pyHKunii n3 

( 49), (52) n (54) rrpnMeT BllJ.J: 

i}(p) = >.iJ j dp' Kf(p;p'; MB) i}(fi'), (55) 
I 

K-J(-· -,. M) = Dk(p) KJf;.. -,. M) = 
E P, P , B - .!. EV', P , B 

Dk(p') . 
1 1 1 

= (2rr)3 Db(p) QJ(Yµ) Dt(p'). (56) 

CoOTHOIIIeHne (55) TaKme JIBJIJleTCJI llHTerpam,HI,IM ypaBH€HlleM <l>pe,n:rom,Ma 

C CllMMeTpll'IHhlM ,n;eil:CTBllT€JII,HhlM 11.n:poM. CJie,n;oBaTeJII,HO: 

1. CrreKTp ypaBHeHllJI (55) JIDJIJieTCJI ,n:ncKpeTHhlM n Be111ecTBeHHhlM, C3 

AiJ 06pa3yroT Hey6hlnaro111yro nocJie,n:0BaTen:1,HocT1,: l>-1 I $ i>-21 $ l>-31 $ 
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... $ I >-n-1 I $ I An I $ ... I1oJIHhlii cneKTP ypaBHelillJI ( 49) npe,n:cTaBJIJieT co: 

6oii conoKynHoCTI> cneKTpon ypanHelillJI (55) npn ncex 3~a'!eH~x J. RcHo, 

'ITO 3TOT cneKTp JIBJIJieTCJI 0.Ll.HOBpeMeHHO ll cneKTpOM no KOHCTaHTe CBJl3ll 

ypaBH€HllJI (45), a CJie,n:oBaTeJII,HO, n ypaBH€HllJI (41). ITo <pll3ll'l€CKOMY 

CMhlCJIY Bee AiJ J.J:OJDlillhl. 6hlTI, ,n:eiicTBnTeJII,HLIMll 'lllCJiaMn 60JII,IIIe eyJIJI. 

KpoMe ~oro, n3 (55) JIBHfilM o6pa3oM cJie.n:yeT, 'ITO AiJ He 3aBncnT OT npoeK

unn MOM€HTa M ( OTCIOJ.J:a BhlTeKaeT He3aBllCllMOCTI, OT M ypoBHeii cneKTpa 

CBJl38HHhlX COCTOJIHllii, CM. pnc. 1 ). , 

2. ITocJie,n:onaieJII,HOCTI> C<I> 'Y~M(p) MomeT 6hlTI> c,n:eJiaHa opToHopMnpo_-, 

BaHHoii. Ka)I{J.J:oe 3Ha1IeH1Ie AiJ Bhlpo)I{J.J:eHo: eMy cooTBeTCTByeT He MeHi.IIIe, 

'!eM 21 + 1 JlllH€liHO He3aBllCllMhlX <pyHKUnii, OTBe1Iaro111nx pa3Jlll'IHhlM 3Ha

'I.eHllJIM npoeKUllll M CllllHa J. ,ll;aJiee Mhl 6y.n:eM npe,n:noJiaraTI>, 'ITO HllKa-
' ... 

Koro .n:pyroro Bhlpo)I{J.J:eHllJI HeT, _T.e. ,IJ;JIJI ncex ill J KpaTHOCTI, BhlpO)I{J.J:eHllJI 

AiJ COCTaBJIJieT poBHO 2J + 1. I1pn llMeromeiiCJI HyMepaunn co6cTB€HHhlX 

'lllCeJI 3TO npe,n:noJiomeHne <popMyJillpyeTCJI CJie,IJ;yIOlllllM o6pa30M: 

AlJ < A2J < A3J < .';. < An-l,J < An,J < .. .' (57) 

OpTorqHaJII,HOCTI> aMiIJillTYJ.J: 'Y~M(p), cooTBeTcrnyromnx O.Ll.HOMY n T~MY me' 

i, HO pa3HhlM J ll M, 0'!€Bll.Ll.Ha (cpopMyJia (54)). O6111ee me COOTHOIIIeHne 

opToroHaJII,HOCTll TaKOBO: 

j d4p -y}*M(P) t1,M,(P) = Dij8JJ,8MM'· (58)' 

3. CnMMeTplll!Hoe 11,n;po KE(p,p'; MB) MomeT 6hlTI> npe,n;cranJieHo B _nn,n;e 

6nJillHeil:Horo p11,n;a I'n:JII,6epTa - IllMH,n;Ta: 

K- ( , M ·) ~ '°' 1 -i ( ) -i* (p') E P, p ; B = f;;_ fu AiJ 'Y J M p 'Y J M , . (59) 

I1epexo,n;JI B Bhlpamemmx (58) n (59) K npe)I{HllM o6o3Ha'!eHllJIM B cooT

BeTCTBnn c <pOpMyJiaMn ( 48), (50) n Y'lllThlBaJI, 'ITO aMIIJillTYJ.J:a BC <()JM(P) 
nocJie nonopoTa B1rna ecTI. 

'p p ',, .. 
<()JM(p) = [S(l)( 2 + p) 'YJM(P) 3(2

)( 2 - p)]E = DE(Po, p) 'YJM(p), (60) 
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IIOJIY'IBM 

J d4
p 1}*M(p) ½,M,(P) = J d4p -y}*M(P) DE(P) 'rl1M1 (P) = 

= j d4p <p7M(P) 'rl,M,(p) = 8;j8JJ,8MM', (61) 

KE(P,P
1
i MB)= f: L -I-- 'Y}M(p) DE(fi') -y}*M(p') = 

i=lJM iJ 

= E ~ ).\ 'Y}M(P) <p7M(P'). (62) 

l-frai<, OCHOBJ.IBaJICI, Ha q>OpM)'Jie (61), MO}KHO YTBep}I{):(aTI., 'ITO aMIIJIBTy.zu;r 

BC <p}M(p) H BepnrnHHJ.Ie <l>YHKUHH BC 'Y~'M'(p) 06pa3y10T 6HopTOroHaJI1,

HJ.Iii: 6a3Hc (B CMJ.IcJie crre1<Tpa no KOHCTaHTe CBJI3H) H JI,n;po KE(p,p'; MB) 
ypaBHeHHJI BC Mo.lReT 61,1T1, rrpe,n;cTaBJieHo B BH,n;e 6HJIBHeii:Horo pH,n;a (62) 
no 3JieMeHTaM 3Toro 6a3Hca. IloHJITHe 6HopToroHafilHoro 6a3Hca 6y,n;eT 

. BeCI.Ma cym;eCTBeHHO rrpH paCCMOTpeHHH crreKTpa CIIHHop-CIIHHOpHoro ypa

mieHHJI BC. 

Jler&O II~Ka3aTI., 'ITO B IIpOCTpaHCTBe MHHKOBCKOr0 q>OpMJJiaM (62) H 

( 61) , COOTBeTCTBJIOT CJie,n;yIOm;He COOTHOilleHHJI: 

K(p,p';MB) ==;: I: L .,1 
(-l)M'YJM(P) <pJ-M(p'), (63) 

n=lJM Z/\nJ 

(-l)M' f d4
p <pLM(P) 'Y~'M'(p) = i81j8JJ,8MM'• (64) 

IlpHBe,n;eM Terrep1, q>OpMyJIJ.I, KOTOpEie IIOTpe6yIOTCJI Herrocpe,n;cTBeHHO 

,n;JIJI H3JIO.lReHHJI l!HcJieHHoro MeTO,n;a. IIocJie rrapuHaJII,Iioro pa3JIO.lReHHJI 

ypaBHeHHJI ( 45) C HCIIOJII,30BaHHeM q>opMyJI (36) H (52) II0JIJ'IHM 

-y}(p) = A;J f dp' Ki;(p;p'; MB) -y}(p'), (65) 

Ki;(p;p'; MB) = (2~)3 DE(p') QJ(Yµ)- (66) 

IIapuHafilHoe pa3JiomeHHe BeplllHHJ.I BC 'Y}M(P) 6y,n;eM 3aIIHCJ.IBaTI. B BH,n;e, 

aHaJiorH'lHOM (36): 

'Y}M(p) = l~l'Y}(p)YJM(Op)- (67) 

Mem,n;y rrapuHaJII,HJ.IMH. aMIIJIBTy,n;oii: H BeplllHHHOii: q>yHKD;He:ii cym;ecTByeT 

CJie,n;yIOm;aJI CBJI3I., BJ.ITeKarom;aJI H3 (67), (36), H (60): 

-y}(fi) = D·i/(fi) <p~(p). (68) 
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l-fa COOTHOilleHHJI opTOroHaJII,HOCTH (61) II0JIY'IHM CJie.n;cTBHe ,ll;JIJI rrapuH

aJII,HJ.IX q>yHKUHii:: 

j dp -y} (p) cp~ (p) ·= 8;i. (69) 

HaM IIOHa,n;o6HTCJI TaK.lRe 6HJIBHeii:Hoe pa3JIO.lReHHe JI.n;pa (66). 

CTBHH C q>OpMJJIOH (62), 
B cooTBeT-

J,( J (- _, M ) ~ 1 i (-) i ( _,) 
E pj P i B = L.J X- 'Y J p <p J p . 

i=l iJ 
(70) 

Terrep1,, ocH0BJ.IBaJICI. Ha rioJiy'leHHJ.IX pe3JJII.Tarnx, cq>opMyJinpyeM _'IH-' 

CJieHHJ.Ili MeTO,n; HaXO}I{):(eHHJI CIIeKTpa ITO KOHCTaHTe CBJI3H ypaBHeHHJI ( 45). . " . 
KaK yme OTMe1IaJioc1,, .n;JIJI naxo}I{):(eHHJI Bcero crreKTpa ypaBHeHHJI ( 45) ne-

o6xo.n;HMO BJ.I'IHCJIHTI, cneKTpJ.I ypaBHeHHJI ( 65) ( HJIH 3KBHBaJieHTHOro eMy 

ypaBHemui (55), K0Topoe HMeeT 
0

TOT me cneKTP no KOHCTaHT8' CBJI3H) npH 

Bcex 3Hal!eHHJIX J. 'LIHcJieHHJ.Ili MeTO,n;, KOTOpJ.Iii: MJ.I 3,n;ec1, H3JIO.lRH11, npe,n;

Ha3Ha'leH HMeHHO ,n;JIJI ypaBHeHHJI (65); OCHOBOH ero JIBJIJieTCJI pa3JI0.lReHHe 

(70). OTMeTHM, 3a6eraJI Bnepe,n;, 'ITO O'leHI, cym;ecTBeHHJ.IM ,ll;JIJI 3TOro Me-
' ,· ';: ,', ' . '. . 

TO,n;a JIBJIJieTCJI .npe,n;nOJI0.lReHHe .{ 5 7), KOTOpoe no.n;TBep}I{):(aeTCJI 'lHCJieHHhlM 
' , ' . ,, . 

aHaJIH30M ypaBHeHHJI ( 65 ); 

l1TaK, 3aq>HKCHpyeM 3Ha'leHHJI J ,H MB H_ paccMoTpHM 3a,n;a1Iy l!HCJieH-. 
' . . . 

Horo onpe,n;eJieHHJI HaHMeHI.Ill_ero C3 >. 1J ypaBHeHHJI ( 65). B KpaTKoft 

q>opMe 3TO ypaBHeHHe HMeeT BH,ll; 

j -r,rJ i 
0:iJ 'YJ = .ti E 'YJ, (71) 

r,n;e O:iJ = l/>.iJ. IIepBoHa'laJII.Ho ne H3BecTHhl HH >.lJ, im -y}. 'l-11'061,1 

BJ.I'IHCJIHTI, _n:7·-ro, H ,n;pyroe, BJ.I6ep.eM HeK0Topoe HyJieBoe npH6JIH.lReHHe ~ . 

q>yHKD;HIO X(P) H nocTpOHM nocJie,n;OBaTeJII.HOCTI. q>JHKUHH Kf X, (Kf;)2x; 
... , (Kf )"x, <I>yHKUHIO X M0.lRH0 pa3JI0.lRHTI, no n0JIH0MY na6opy c~yH~ 

KD;HH -y}: 
CX) ' 

X = L Cj -yj, 
i=l 

,(72) 

r,n;e, B CO0TBeTCTBHH c (69), Cj = f dp cp}(p) x(fi). l-fa q>opMyJI (72) n (71) 
cJie,n;yeT: 

CX) ' 

Ki: X = LCi O:iJ ,j, . . •J 2 
00 

2 i (l\.E) X = L Cj <XiJ JJ, ... , 
i=l i=l 
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00 . 

(Kf rx = LC; a?J ,j, ... (73) 
i=l 

Ha Ka)I{J];OM mare n cocTaB~eM OTHomem1e (K'i£)"x/(K'i£ )n-1x: 
00 

n i 
(KJ)nx .L c; O;J JJ 

E _ ,-1 = OlJ 
(Kj;)n-lx - I: C; a?J-l ,} 

i=l 

C1 ')'J + i~2C; (~r ,} 
oo ( )n-1 

C1 ')'J + i~
2 

C; ~ 1} 
(74) 

Cpe.zui: BCex )..jJ co6cTBeHHOe 3Ha'leHHe )..lJ JIBJIIIeTCJI HaHMeHJ,mHM, CJie,n:o

BaTem.Ho, OlJ - HaH6om.mee cpe.LUI Bcex OiJ, H Tor.n:a ,n:JIII Bcex i > 1 

· TO ecn,, ecJIH c1 =/= 0, 

. OiJ -Q 
)

n 

r ~ - , 
n.!..~(OlJ 

J)n 
(KE X = OlJ. Ji.~ (Kj;)n-lX 

(75) 

(76) 

11TaK, ,n:JIII Toro "'IT06hl Bhl"'IHCJIHTb 3Ha"CJeHHe OlJ' 
0

Hy}KH0 Ha:H:TH OTHome

Hlle (74) npn .Zl:OCTaTO"'IHO 6oJibmOM n. <l>yHKD;HJI ,r MomeT 6hlTI, Haft,n:eHa 

IIpH noMOID:H Toro me rrpo:u:ecca (73). JierKO 3aMeTHTb, "'ITO npH 60JibmHX 

n _rnaBHhlii BK.rra.n: B pa3JiomeHHe (K'i£)"x 6y.n;eT ,n:aBaTb CJiaraeMoe C ,}. 

EcJIH B nocJie,n:oBaTem.HocTH (73) Ha Ka)I{J];OM mare coxpaHJITb HeH3MeiI

HOR HOPMY BhlpameHHJI (K'i£)nx, TO 3Ta nocJie,n:oBaTeJll,HOCTb coii,n:eTCJI K 

<pyHKD;HH C · 1}, r.n:e C - HeKoTopLiii !JOCTOJIHHhlH MHO.lRHTem,. ,l(ernJIH KOH

KpeTHHX Bhl"'IHCJieHHii 6y.n;yT o6cy)I{J];aTbCJI HII.lRe. OTMeTHM TOJll,KO, "'ITO, 

KaK noKa3LIBaeT onhlT, on11caHHhlli MeTO,ZJ; Bhl"'IHCJieHHJI HanMeHomero C3 

>-.u = 1/alJ 11 COOTBeTCTByroru:eii eMy C<I> ,} JIBJIIIeTcJI, HeCMOTpJI Ha CBOIO 
• I 

npOCTOTY, BeCbMa 3<p<peKTHBHhlM H ycTOii:"'IHBhlM no OTHO_meHHIO K 4>YHKD;HH 

HyJieBoro npH6JIHmeHHJI X H no3BOJIIIeT nOJIY"'IHTb HCKOMhle BeJIH"CJHHhl C JII0-

6oii meJiaeMOH CTeneHbIO TO"'IHOCTH. 

IloKameM Tenepb, KaK, yMeJI Bhl"'IHCJIIITI, ,n:JIII 3a,n:aHHoro 11,n:pa ypaBHeHHJI 

TOJibKo ero Ha:HMeHomee C3 H cooTBeTcTByroru:yro eMy C<I>, HaiiTH nepBLie 

N co6cTBeHHhlX 3Ha"'leHHii )..lJ, >-.u , ... , )..NJ H cooTBeTCTByroru:11x HM C<I> 

ypaBHeHHJI (65). IIpe,n:noJIO.lRHM, "'ITO .ll:JIII 3a,n:aHHoro 11.n:pa K'i£ Haii,n:eHo 

>-.u 11 ,}. CJie,n:oBaTeJll,HO, no <popMyJie (68) MO}KHO HaiiTH 11 <pyHKD;HIO cp} .. 
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-l( ii 
\ 

IIocTpOHM Tenep1, HOBoe JI,ZJ;po K~1
: 

K J11,;;. _, M ) KJ(- _, M ) 1 1(-) It;;.') i \l',P; B = E P,P; B - ~ IJ p 'PJ\l' = 

~ 1 i(-) i(-') = L., X- IJ p 'PJ p . 
i=2 iJ 

"IJ 

(77) 

113 nocJie,n:Hero cooTHomeHHJI cJie.n:yeT, iITo Bee C<I> ,} JI,n:pa K'i£, KpoMe ,}, 
Jl . 

JIBJIIIIOTCJI co6cTBeHHhlMH <pyHKD;HJIMH 11.n:pa Ki C TeMH me co6cTBeHHhlMH 
. C . JI 

3Ha"'leHHJIMH )..iJ. IlpH 3TOM llaHMemmHM 3 11.n:pa Ki HBJIIIeTCJI yme >-.u i 
<pyHKD;HIO ,} MO}KHO <popMam.Ho paccMaTpHBaTb KaK C<I> ~JIil K~1 

c "6ec

KOHe"'IHO 6om,mHM C3" ).. = oo, H TeM caMhlM OHa HCKJIIO"CJaeTCJI H3 paCCMO

TpeHHJI. Tenep1, MO}KHO np~MeHHTb K 11.n:py K~1 
on11caHHhlii Bhlme cnoco6 

HaxO)I{,ll:eHHJI HaHMemmero C3 (B ,n:aHHOM CJIY"'lae 3TO >-.u) H COOTBeTCTBY

roru:eii eMy C<I> ( ,J). BLI"'IHCJIHB 3TH BeJIH"'IHHhl, nocTpoHM cJie.n:yroru:ee 11.n:po 

Ki: 
K J,21,;;. -,.M )-KJ,11,;;. -,.M )-_!_ 21,;:;.) 2 1,;;.')-

E \l',P' B - E \l',P' B ' IJ\l' 'PJ\l' -. "2J 

= f-1 ,}(p) <p~(p'), (78) 
i=3 )..iJ 

y KoToporo, o"CJeBH,ZJ;Ho, HaHMefilniHM C3 HBJIIIeTcJI yme )..3J HT. ,n:. 8TOT "'IH

cJieHHhlii MeTO,n: Mhl 6y.n;eM, CJie.n:yJI [17], HMeHOBaTb MeTO.LJ:OMHC"'lepnma:HHJI._ 

TaKHM o6pa30M, MeTO,n: HC"'IepnhlBaHIIJI COCTOHT B HaXO)I{,ll:eHHH H8.HMeHbmHX 

C3 H cooTBeTCTByroru:11x HM C<I> y nocJie,n:onaTem.HocTH 11.n:ep, KOTophle pe

KyppeHTHO Bhlpa,maIOTCJI .n:py:r "'Iepe3 .n:pyra CJie.n:yroru;HM o6pa30M: 

K~n(p,j/; MB)= K~n-l(p,p'; MB) - / ,j(p) <pj(p') = 
l\nJ 

= E -}- ,}(p) <p~(p'). (79) 
i=n+l iJ 

3.2 BhlqHcJieHHJI H pesyJI:&TaTld 

B 3TOM pa3,n:eJie KpaTKO o6cy)I{J];aIOTCJI pe3ym,TaThl "'IHCJieHHOro pemeHHJI 

ypaBHeHIDI (45) MeTO,n:OM HC"'lepnLIBaHHJI H o6'bJICHJieTCJI CBJI3b Mem.n:y cneK

TpOM no KOHCTaHTe CBJI3H 3Toro ypaBHemUI H ero 3HepreTH"CJeCKHM cnei<_;_ 

TpoM. KaK yme 6hlJIO OTMe"CJeHo, ,ZJ;JIII onpe.n;eJieHIIJI 3HepreTH"CJeCKoro cneK-
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Tpa ypaBHeHIDI ( 45) npH 3a,n:aHHOii: ROHCTaHTe CBH3H g Heo6xo,n:HMO Bhl

l:JHCJIHTI, cneRTP no ROHCTaHTe CBH3H >.iJ(MB) 3Toro ypaBHeHHH npH Bcex 

3Ha:cieHIDix MB : 0 ~ MB ~ 2m H ,n:IDI Bcex 3Ha1IeHHii: J. <I>aRTH1IecRH 3TO 

03Ha1IaeT' 'ITO Heo6xo,n:HMO Haii:TH cneRTp no ROHCTaHTe CB.113H ypaBHeHHH 

(65) ,Il;IDI BCeX J. IJOHCHHM CHal!aJia HeROTOphle ,n:eTaJIH _Bhl'lHCJieHHH. O6-

JiaCTI,IO onpe,n:eJieHIDI <pyHRIIHii: ,}(Po, IPI) HBIDieTcH noeynJiocRocTI> · (Po = 
-oo, oo; IPI = 0, 00 ), H .D:IDI MeTO,n:a HC'lepnhlBRHIDI Heo6xo,n:HM0 HMeTb no,n:

XO.D:HIIl;YIO ceTRy To'leR (po, IPI) Ha 3Toii: noeynJiocRocTH;'B Rofophlx 6y,n:yT 

Bhl'lHCIDITbCH 3Hal!eHIDI cpyHRIIHii:j 3Ta ceTRa; B 1IaCTHOCTH, ,n:oJDRHa 06ec

ne1IHBaT1, 3<p<peRTHBHoe Bhl'lHCJieHHe .D:BYRpaTHoro HHTerpaJia B ypaBHeHHH 

(65), B CJIY'lae I{OHel!HhlX npe,n:eJIOB HHTerpHpOBaHHH BeCbMa y,n:o6Hoii: HB

IDieTCH CeTRa raycca, 06ecne1IHBaIOm;M HaHBhlCIIIYIO ame6paH1IeCRYIO TO'l

H0CTI, [17]. ,ll;IDI Toro 1IT06hl nepeii:TH R ROHel!HhlM npe,n:eJiaM H npHMeHHTb 

_B ypaBHeHHH (65) ceTRY raycca no Ram,n:oii: nepeMeHHOii:, Mhl HCnOJII,30-

Bamr 3aMeHy nepeMeHHhlX Po = Po(x, y), IPI = IPl(x) (x, y = -l, .. , 1), 
ROTopaH Bhl'lHCIDieTCH H3 ypaBHeHHii: 

I 
dJpJ . F(JpJ(x)) = 2' 
dx 

dpo · 1 
dy(x,y) · DE(Po(x,y), JpJ(x)) = 2F(JpJ(x)), 

00 00 00 

F(Jpl) = j dpoDE(P~, Jpl), I= j dJpJ j dpoDE(Po, JpJ). 
-co O -oo 

B HOBhlX nepeMeHHhlX ypaBHeHHe (65) HMeeT BH.D: 

l d I l· . 

,}(x, y) = >.iJ I J 4(
2
:)3 J dy' Q,J(Yµ(x', y')) ,}(x', y'). 

(80) 

(81) 

(82) 

OTMeTHM, 'ITO H,n:po ypaBHeHIDI (82) no-npe}l{HeMy coxpaHHeT 3aBHCHMOCTI> 

OT MB, T. R. OT MB 3aBHCHT 3aMeHa nepeMeHHhlX. RoHRpeTHaH peaJIH3a

D;IDI 'lHCJieHHOro MeTO,n:a, B o6m;Hx 1IepTax onHCaHHOro B nyHRTe 3.1, MO)I{eT 

6hlTb, HanpHMep, cJie,n:yrom;eii:: 

1. 3a,n:aeTCH Hal!aJII,HOe 3Hal!eHHe BepIIIHHHOii: <pyHRIIHH BO Bcex TOl!RaX 

CeTRII (HyJieBM HTepa:a;IDI x<0)) H Hal!aJII,HOe 3Ha'leHHe. BeJIH'lHHhl )..(O) = 
2 . 

g(O) j 

2. <l>yHRIIIDI HYJieBOll HTepan;HH x<0) no,n:cTaBIDieTCH B npaByIO l!aCT_b 

ypaBHeHIDI (82), H C 3a,n:aHHhlM Ha1IaJII,Hhl~ 3Hal!eHHeM )..(O) no ~eii: B~'IH

CIDieTCH <pyHRIIIDI· nepBOii: HTepa:a;HH x<1)' no ROTopoii:, B CBOIO Ol!epe,n:i, (npH 
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TOH me )..(O)), Bhl'lHCIDieTCH BTOpM HTepa:a;IDI x<2) HT. ,n:. 8TOT npo:a;ecc nQ

BTOpHeTCJI ,n:o TeX nop, noRa OTHOIIIeHHe X(n+l) f X(n) He npHMeT HeROTOporo 

3Hal!eHHH C, C onpe,n:eJieHHOii: OTHOCHTeJII,HOii: TO'IHOCTI,IO R nocTOHHHoro 

.D:IDI BCeX TO'leR CeTRH (3,n:eci, n - HOMep HTepa:a;HH). Ror,n:a 3TO npOH3oii:neT, 

BhlnOJIHHeTCH CJie,n:yrom;Hii: Illar: 

3. BeJIH'lHHa g<0l
2 

,n:eJIHTCH Ha ROHCTaHTY C: 

(1)2 - g(o)2 
g - C' 

H ,n:aJiee HTepa:a;HH onHTI, B0306HOBIDIIOTCH, HO yme C HOBOii: ROHCTaHTOii: 

CBH3H g(I). IlyHRThl 2 H 3 noBTOpHIOTCH ,n:o Tex rrop, IIORa OTHOIIIeHHe 

X(n+l) f X(n) .D:IDI BCeX 3Hal!effil:ii: apryMeHTOB He CTaHeT paBHhlM 1, H OTHO

CHTeJII,HM TO'IHOCTI, orrpe,n:eJieHIDI g He cpaBHHeTCH C R - OTHOCHTeJII,HOii: 

TO'IHOCTI,IO Bcex Bhl'lHCJieHHii: B amopHTMe. 

g 

30 
.... 2 ........ I 
1 .... 

' 25 ' ' ' 
20 

15 

' ' ' ' 

10r-------=-r-=::::::::---~ 

5 

0 i 

1.5 ! 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 
Me,r3B 

PHc. 1 

IIepeii:,n:eM Terrepi, R aHaJIH3Y CBH3H 3HepreTH'leCROro crreRTpa II crreR

Tpa no ROHCTaHTe B3aHMO,n:eii:CTBIDI Ha rrpHMepe pe3yJII,TaTOD 'lHCJieHHOro 

peIIIeHIDI ypaBHeHIDI (82) MeTO,Il;OM HC1IepIIhlDaHIDI .D:JIH MO,Il;CJII,HOii: CHCTCMhl 

A + B co CJie,n:yrom;HMH rrapaMeTpaMH: 1nA = 1nB = l r3B, µ = l R3B. 
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8TO ypaBHemrn paccMaTp1rnanoc1, ,Ha rayccoBcRo:rr ceTl(e_ 32 x 32 II? ne- · 

peMeHHI,IM x II y JI,JIH. J = . 0, l, 2. IlpII 3TOM. 6MJIII Bhl'IIICJieHhl TOJI1>Ro 
, · . r, ·. _. 

nepBhle JI,Ba Y_POBHJI no ROHCTaHTe CBJI3II, T. e. i = '1, 2 ("ocHOBHoe" 

II "nepBoe B036y)I{JI,eHHoe" COC'.rOJIHIIJI)., Ha pIIC. 1 npencTaBJieHhl IIOJiy

tJeHHhle 3aBIICIIMOCTII cneRTpaJI1>HhlX 3HatJeHII:rr g;1(MB): RpIIBhle, o6o3Ha

'IeHHhle :a:mppaMII "O", " 1" II "2", JIB:711IIOTCJI p,erneHIIJIMII ypaBHemrn BeTe 

- · CoJIIIIITepa JI,JIH. 3HatJeHIIH yrJioBoro MOMeHTa cncTeMhl . J = 0, l u 2 co

OTBeTCTBeHHo; CIIJIOIIIHhlM RpIIBhlM COOTBeTCTByeT i = 1, IIYHRTIIpHhlM -

i = 2. MomeT IIORa3aTl>cJI, 'ITO B npeneJiax OIIIII6RII Bhl'IIICJieHIIH RpIIBhle 

gu(MB) II Y2,1-1(MB), J = l, 2 coBnanaroT, T.' e. IIMeeTCJI Bhlpo)I{JI,e

HIIe ypoBHeH no ROHCTaHTe CBJI3II. 8TOT BOIIpoc 6m1 JI,eTaJil>HO llCCJieJI,OBaH 

(nyTeM Bhl'IIICJieHIIH Ha "6onee rycTMX" ceTRax raycca 48x 48, 64x 64); 

BhlJIO ycTaHOBJieHo, 'ITO 3TII RpIIBhle He COBIIaJI,aIOT II He' nepeceRaIOTCJI, a 

coxpaHJIIOT CBOe IIOBeJI,eHIIe BO BCeM IICCJieJI,OBaHHOM IIHTepBaJie MB. OT

MeTIIM, 'ITO RpIIBhle g(MB) c aHaJIOrII'IHhlM IIOBeJI,eHIIeM 6hlJIII IIOJiy'IeHI,I 

B pa6oTe [16] JI,JIH. cnnHop-cnnHopHoro ypaBHeHIIJI BC. MMeJI Tenep1, 3a

BllCIIMOCTI> g(MB), JierRO ycTaHOBIITI, ,3HepreTII'IeCRIIH cneRTp °CBJI3aHHhlX 

COCTOJIHIIH CIICTeMhl A + B: JI,JIH. 3Toro Heo6XOJI,IIMO 3aqmRCIIpoBaTI> He

ROTOpoe IIOCTOJIHHOe 3Ha'IeHIIe g = Yo II onpe.n;eJIIITI>, RaRIIM MaccaM Cll

CTeMhl OHO COOTBeTcTByeT. Ha pIIc.l 3TO npo.n;eMOHCTpIIpOBaHo Ha npIIMepe 

Yo =:== 10: TO'IRII nepecetJeHIIJI ropII30HTaJil>HOH nyHRTIIpHOil JIIIHIIII C Rpll

BhlMII YiJ(MB) onpe.n;eJIH.IOT 3HatJeH1':1I MJj1 OCHOBHOJ:o II Bo36ym.n;eHHhlX co

CTOJIHIIH ( CIIJIOIIIHhle II IIYHRTIIpm.re BepTIIRaJII,Hhle JIIIHIIJI). OTMeTIIM, 'ITO 

B COOTBeTCTBIIII C IIOJiy'IeHHhlMII 'IIICJieHHhlMII pe3yJII,TaTaMII JI,JIH. <pyHRD;IIH 

,}(Po, jpl) RpIIBYIO g10(Mn) MomHo Ha3BaT1> RpIIBo:ii o~HoBuoro paJI,IIam,

Horo COCTOJIHIIJI CIICTeMhl IIpII J = 0, RpHBYIO Y20(MB) - RpIIBOH nepBoro 

paJI,IIaJII,Horo B036y)I{JI,eHIIJI IIpII J = 0 II T • .n;., TaR RaR IIPII Ra)I{JI,OM 3Ha'Ie

HIIII MB npII JII06oM Po II IPI > 0 COOTBeTCTByrom;aJI <pyHIUJ;IIJI ,J(po, IPI) He 
. ' ' . 

IIMeeT HyJie:ii (y3JIOB) no IPI, <l>YHRIUIJI ,J(po, jpl) IIMeeT OJI,IIH y3eJI, <pyHRIJ;IIJI 

,5(Po, jpl) - JI,Ba Y3Jia ••• TaRIIM o6pa30M, 3.n;ec1, npoCJie)I{IIBaeTcJI TO'IHaJI 

aHanorIIJI c noBeJI,eHIIeM peIIIeHIIH paJI,IIaJII,Horo ypaBHeHIIJI lllpeJI,IIHrepa, 

Hanpm.wp, C RYJIOHOBCRIIM IIOTeH:a;IIaJIOM •. 8Ta aHaJiorIIJI II03BOJIH.eT c.n;e

JiaTI, BhlBOJI,, 'ITO q>II3II'IeCROe 3Ha'IeHIIe ROHCTaHThl B3a}IMOJI,eHCTBIIJI :go He 
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JI,OJI)I{HO npeBhlIIIaTI, Ymax = gio(0) ( CM. puc. 1 ), T. R. B IIpOTIIBHOM cnyqae 

IIOJIY'IaIOID;IIHCJI crreRTP COCTOJIHIIH He 6y.n;eT co.n;epmaTI, 'no Rpailueil Mepe 

OCHOBHOro paJI,IIaJII,HOro COCTOJIHIIJI IIpII J = 0, 'ITO BhlrJIH.JI,IIT q>Il3II'IeCRII 

6ecCMhlCJieHHhlM. 

B 3aBeprneHIIe 3TOro pa3.n;eJia OTMeTIIM, 'ITO CO<;TOJIHIIJI . C 6onee BhlCO

RIIMII, 'IeM paCCMOTpeHHI,Ie, 3Ha'IeHIIJIMil J II i ( J > 2, i > 2) MoryT 6hlTI, 

paCC'IIITaHhl MeTOJI,OM IIC'IepIIhlBaHIIJI 6e3 3aTpy.n;HeHilli II C TOH me CTerreHl>IO 

TO'IHOCTII. TaRIIM o6pa3oM, npeJI,JIO)I{eHHhlli MeTO,ll; II03BOJIH.eT HailTII B RO.~ 

BapuaHTHOM no.n;xo.n;e Bec1>. 3HepreTil'IeCRIIH crreRTP CBJI3aHHoro COCTOJIHIIJI. 

4 Cn:nHop-cnHHOpHoe ypaBHeHHe 

,n:o cux nop Mhl paccMaTpIIBaJIII ypaBHeHIIe BC JI,JIH. CIICTeMhl CRaJIH.pHhlX 

qacTIID; co CRaJIH.pHhlM B3aIIMOJI,eHCTBileM. IlpII IICCJie.n;OBaHIIII peaJII,HhlX 

q>II3II'IeCRIIX CBJI3aHHhlX COCTOJIHIIH, HaIIpIIMep .n;eHTpOHa, Heo6XOJI,IIMO IIC

IIOJII,30BaTI, CIIIIHOp-CllllHOpHoe ypaBHeHIIe C JI,OCTaTO'IHO CJIO)I{HI,IM JIJI,pOM 

B3aIIMOJI,eilcTBIIJI. B 3TOM cnyqae BMeCTO OJI,Horo ypaBHeHIIJI Ha rrap:a:u

aJII,HYIO aMIIJIIITy.n;y nonyqaeTCJI CIICTeMa JI,ByMepHhlX IIHTerpaJII,Hhl:l_( ypa

BHeHIIH (B cnyqae .n;eHTpOHa Heo6XOJI,IIMO peIIIaTI> CIICTeMy II3 BOCI,MII IIHTe

rpaJII,HhlX ypaBHeHIIH Ha nap:a;IlaJII,HI,Ie aMIIJIIITyJI,hl [7]). B .n;aHHOM pa3JI,eJie 

Mhl IIORameM, RaR o6o6m;IITI> MeTOJI, _IIC'IepIIhlBaHIIJI B COOTBeTCTBIIII C 3T0H 

3a.n;aqe:rr. PaccMoTpm.~ CIIIIHOp-C~IllHOpHoe ypaB~eHIIe BC JI,JIH. qacTII:a: A 

II B, mA = mn = m, B3aIIMOJI,eHCTBYIOID;IIX nyTeM o6MeHa CRaJIH.pHhlM Me-

30HOM C Maccoll µ, B CIICTeMe IIOROJI, T.e. IIOJIHhlli 4-IIMIIYJII,C CBJI3aHHOf0 

cocTOJIHIIJI A + B ecT1> P = (Mn, 0), r~e MB - Macca CBJI3aHHoro cocTOJI-

HIIJI: 

-q:,k ( ) ",\ J d4p' D(po, p) A( ) -q:,k ( ') A( ) 
JMP =i kJ (27r)4(p-p')2-µ2+ic PI JMP P2, (83) 

A(p) =ft+ m, P1,2 = P /2 ± p. 3.n;ec1, 

n-1(po, p) = ( w2(p) - p~ - iA1l r -p~Ml, (84) 

'ITO B TO'IHOCTII COOTBeTCTByeT q>OpMyJie ( 4 7) JI,O IIOBopoTa BIIRa. Hll)I{e II0-

HaJI,06IITCJI TaRme II IIOROMIIOHeHTHaJI 3aIIIICI, ypaBHemrn (83) B CJie.n;yrom;e:rr 
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cpopMe: 

[w~M(P)]ap = )..kJ j d4p'[N(p,p')]aa1,p1p[W~M(P1)]a1P', (85) 

r.n:e 

, · 1 iD(p0,p) . 
[N(p,p )]aa',P'P = (2 )4 ( . ')2 2 + . [A(p1)]aa1 [A(p2)]p1p. (86) 

7r p- p - µ ZE 

I13BeCTHO, _'ITO ypaBHeime (83) He OTH0CIITCJI I{ ypaBHeHRJIM <I>pe,n:rom,Ma 

( CM. [10]), no3TOMY noKa HeJII,3JI c,n:eJiaTI, TO'IHhlX 3aKJIIO'!eHnil: 0 ero crreK

Tpe no KOHCTaHTe CBJI3II. Bmue yme OTMe'!aJIOCb, 'ITO u;eJibIO 3TOil: pa60Thl 

JIBJIJieTcJI Haxom,n:eHne rrpneMJieMoro MeTo,n:a pac1IeTa ,n:ncKpeTHoro 3Hepre

TII1IecKoro crreKTpa ypaBHeHIIJI (83), ecJIII OH cym;ecTByeT. IIo <pII3II'!eCKOMY 

CMhlCJIY TaKoil: crreKTp ,ll;OJl)I{eH 6hlTI>; o6pam;aJICb K aHaJIOI'IIII co CKaJIJip

CKaJIJipHhlM ypaBHeimeM BC, 3aKJII01IaeM, 'ITO Tor,n:a ,n:oJl)I{eH cym;ecTBoBaTI> 

II cneKTp no KOHCTaHTe CBJI3II ypaBHeHIIJI (83). EcJIII 3TO ycJIOBIIe Bhl

IIOJIHJieTCJI,, TO ,n:JIJI o6o6m;eHIIJI MeTo,n:a IIC'IepnhlBaHIIJI Heo6XO,n:RMO TOJibKO 

ycTaHOBIITb aHaJior ycJIOBIIJI opToroHaJII,HOCTII C<I> II aHaJior pa3JIO)I{eHIIJI 

JI,n:pa B3aIIMoii;eil:cTBIIJI no 6IIopToroHam.HoMy 6a3IIcy. 

IJ;eHTpam.HhlM 3BeHOM 3TIIX paccym,n:eHIIil: 6y.n;eT, KOHe'IHO, IIOJIY'IeHIIe 

6IIJIIIHeil:Horo pa3JIOllieHIIJI JI,n:pa (86), rro,n:o6Horo pJI.n:y (63). C 3TOll u;eJibIO 

BBe,n:eM B paccMoTpeHIIe HOBYIO BeJIII'IIIHY - corrpJimeHHyIO BeprnIIHHJIO 

cpyHKD;IIIO BC f'jM(P), KoTopaJI no onpe,n:eJieHIIIO CBJI3aHa c corrpJI)I{eHHoil: 

mmJIIITy.n;oil: BC (14) cJie.n:yrom;IIM o6pa3oM: 

- k -k 
W JM(P) = S(p2) f JM(P) S(pi), (87) 

r,n:e S(p) - rrporraraTOp cBo6o,n:Hoil: cnIIHOpHoil: 1IaCTIIU:hl, 

S(p) = fi+ m _ 
p2 - m2 + iE 

IIpoII3BO)V[ TOm,n:ecTBeHHhle npeo6pa3oBaHIIJI Ha,n: ypaBHeHIIeM, (83) D COOT

BeTCTBIIII c cpopMyJioil: (14), IIOJIY'IIIM ypaBHeHIIe ,n:JIJI conpJI)I{eHHOil: aMnJIII
- k 

T}'.n:hl W J M, 

-k ( ) .).. J d4p'° . D(po,P) ( ) -k (. ') ·( ) 
WJMP =i .kJ (21r)4 (p-p')2-µ 2+iEAp2 WJMP Ap1. (88) 

22. 

IIo,n:CTaBJIJIJI B (88) orrpe,n:eJieHIIe (87), IIOJIJ'IIIM ypaBHeHIIe .D:JIJI coIIpJI)I{eH

HOil: neprnIIHHOil: <l>YHKU:IIII: 

f'~M(P) = i j(d
2

4

p)'4 ( ');kJ . 2 + . D(j/) A(p~) f'~M(p') A(p~)- (89) 
7r ,p- p - µ ZE 

OTMeTIIM em;e pa3, 'ITO ypanHeHIIe (89) rroJiytieHO II3 (83) TO)I{.D:ecTBeHHhIMII 

rrpeo6pa30!:JaHIIJIMII, CJie,n:OBaTeJibHO, CIIeKTphl 3TIIX ypaBHeHIIH COBIIa,n:aIOT. 

HeTpy,n:Ho y6e,n:HTbCJI D TOM, 'ITO IIOKOMIIOHeHTHaJI 3aIIIICb ypaBHeHIIJI (89) 

TaKOBa: 

[f'~M(P)]ap = )..kJ j d4p'[N(p',p)]131p,aa1 [f'~M(P1)]a1P', (90) 

r.n:e JI,n:po N(p,p') 3a,n:aHo cpppMyJioil: (86). 

IloKa)I{eM Terrepb, 'ITO <l>YHKU:IIII f'~ M (p) II w~ M' (p) o6pa3yIOT 6IIopTOro

HaJII>Hhlll 6a3IIC D CJie.n:yrom;eM CMhlCJie: 

J 4 {-; j } d p Tr rJM(P) WJ'M'(p) = Nl5;/5JJ,0MM', (91) 

N - HopMIIpOBO'IHhlil: MHOlliIITeJII>. IloKallieM cHatiaJia, 'ITO ecJIII i = j, J = 
J' II M -/= M'' TO 

j d4p Tr {f'~M(P) W~M,(P)} = 0. 

Ilpem,n:e Bcero, II3 ypaBHeHIIJI (30) CJie.n:yeT aHaJIOTII'IHOe ,n:JIJI f'~M(p): 

1 - . - . - . 

2 [:E3, fjM(p)] + L~fjM(P) = -MfjM(p). 

I1MeeM CJie.n:yrom;yro u;eIIO'IKY paneHCTB: 

M j d4p Tr {w~M(P) f'~M'(p)} = 

= j d4p Tr { G [:E3, W~M(P)] + L~\J!~M(P)) f'~M 1 (P)} = 

= -f d4p Tr { W~M(P) G [:E3,I'~M,(P)] + L~f'~M'(p))} = 

~ M' j d4p Tr {w~M(P) f'~M,(P)}, 

(92) 

(93) 

a TaK KaK M -/= M', TO rroey-qaeM (92). TaKoil: me xo,n: paccym.n:eHIIii c 

IICIIOJil,30BaHIIeM ypaBHeHIIH TIIIIa (27) rrpIIB0,n:RT K yTBeplli,n:eHIIIO: 

j d4p Tr {f'~M(P) W~ 1M'(JJ)} = 0, 
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ecJIU J =I J'. OcTaJIOCI, L(Ol<aJaTb, 'ITO npu i # j, (),jJ =I ):.jJ') <l>YHKUllll 

f~M(P) u W~, 1.J!(p) opTOroHaJibHhl n o.rncJie (91) .UJIH mo6hlx M, M', J, J'. 

J.(JIH 3TOro npu noMomu ypanHeHirn (85) ll (90) COCTaBllM Bhlpamemi:e: 

Tr {f~ M (p) W~, M' (p)} = 
= >.p, fd4p1[f'~M(p)]pa[N(p,p')],w•,11•p[W~,M'(p')]a•p• = 

= >.;J J d4p'[w~'M'(p)]ap[N(p',p)]p•a,/Jo'[f'~M(p')]a'/J'· 

MHTerpupyJI (95), y6em,n:aeMCJI n TOM, 'ITO CCJIII i =fa j, >.iJ =fa >.jJ', TO 

j d
4p Tr {f'~M(P) W~'M'(p)} = 

= >.iJ' j d 4p j d4p'[f~M(P)]pa[N(p,;')]aa',/J'fJ[w~,M'(P1)]a•p• = 

= >.iJ j d4pf d4p1[f'~M(p1
)] 0 ,p,[N(p1,p)]p•a,/Ja'[W~,M'(p)]ap = 0. 

(95) 

MTaK, COOTHOIIICHI:Ie (91) L(OKaJaHo, u MO)I{HO JanucaTb CJie.n:yromee q>op

MaJII,HOe paJJiomeHue JI.n:pa ( 86) no 6uopTOronamHoMy 6a3ucy f~ M (p), 

W~'M'(p): 

[N(p,p')]aa',/J'{J = I: L N: [wJM(p)]op[fJM(p')]p•o•• (96) 
k=l JM AkJ 

PJI.n: (96) 6bIJI noJiy'leH npu noMomu 3BpIICTHtiecRHx paccym.n:eHIIH. IToJIHo

CTbIO CTporoe .n:o~aJaTCJII,CTBO cymecrnonaHllJI II CBOllCTB CXOL(IIMOCTII 3TOro 

pJI.n:a noKa HCDOJMO)I{HO, T. K. HCIIJBeCTHhl COOTBCTCTBYIOIUIIe cneKTpam

Hhle CDOllCTBa JI.n:pa (86). TeM He MCHee, paJJIO)I{~HIIe (96) npe.n:ocTaBJIHCT 

peaJII,HI,Ill cnoco6 IICCJICL(ODaHUJI cneKTpa no KOHCTaHTe CBJIJII, a CJie,n:o

naTeJibHO, II 3HepreTII'ICCRoro cneKTpa ypaBHeHllJI (83). J.(encTBIITeJII,HO, 

OCHODbIDaJICI, Ha 3TOM pa3JIO}KCHIIII, Mhl MO)I{CM o6o6muTb onIICaHHhlll B nyH

KTC 3.1 MeTo.n: IIC'Iepm,rnaHIIJI Ha cnIIHop-crrIInopnoe ypannenue BC. J.(JIH 

CDJIJaHHOll CIICTCMI,I C onpe,n:eJieHHhlM 3Ha'ICHIICM co6CTDCHHOro yrJionoro 

MOMCHTa li3 ypaBHCHllJI ( 83) CJie.n:yeT CllCTeMa llHTCrpaJibI!LIX ypaBHCHllll 

Ha napUliaJII,HI,Ie aMnJIUTY.Zl:hl, II ll3 q>OpMyJihl (96) nocJie napuna~Horo 

pa3JIOiI{CHUJI 6y.n:eT CJICL(OBaTb o6o6menlie MCTOL(a llC'ICpIIbIBaHllJI Ha 3TOT 

cJiyqaft. 
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5 ,[l;eHTpOH 

BbI'lllCJICHIIC 3HepreTU'ICCKOro cneKTpa CllCTeMH napuIIaJII,HI,IX ypanHeHllil 

BC no MeTo.n:y IIc'IepnhlnaHllJI JIBJIHeTcJI nec1,Ma rpoMOJ,n:Kon Ja,n:a,ieil. O.n:

HIIM ll3 BOJMO)I{HI,IX nyTeil aHaJillJa pa6oTocnoco6HoCTII MCTOL(a ( a TO'IHee, 

cnoco6a pac'!eTa OCHOBHhlX COCTOJIHllll no I{OHCTaHTC CBJI3ll) MO)I{CT CTaTb 

IICCJICL(OBaHIIe OCHOBHOrO 3HeprCTli'l~CKOrO COCTOJIHllJI HeKOTOpoil peaJII,HO 

Ha6JIIO,n:aeMOll q>ll3ll'ICCKOli CllCTeMhl, CBOllCTBa KOTOpoii xopoIIIO ll3BCCTHhl. 

O,n:HOll II3 TaKHX CllCTCM JIBJIHCTCJI .n:eiiTpOH, ll ypaBHCHllC (83) npll J = 1, 
MO)I{HO npHMCHIITI, K onncaHHIO ero CBOllCTB. .HcHo, 'ITO noJIHOMaCIIITa6-

Hoe onncaHIIe B~ex CBOllCTB .n:eitTpOHa n MOL(CJIII CKaJIHpHoro o6MeHa HC

BOJMO)I{HO ( cnnnop-cnIIHopHoe ypaBHCHllC BC L(JIH .n:eiiTpOHa C peamrcTII

'ICCKllM BJallMOL(CllCTDIICM peIIICHO B [1, 8]). C .n:pyroii CTOpOHhl, ll3BCCTHO, 

'ITO .n:eiiTpOH - CJia6oCBJI3aHHaJI CllCTCMa II HaXOL(llTCJI npeIIMYJUCCTBCHHO B 

8-COCTOJIHllII ( nepOJITHOCTb D-COCTOJIHIIJI COCTaBJIHCT ncero JilllIII, HCCI{OJII,I{O 

npoueHTOB [18]), TaK 'ITO n paMKaX ypaBHCHllJI co CI{aJIHpHbIM BJanMo.n;eii- .. 

CTBllCM MO)I{HO O}RllL(aTb y.n:oBJICTB0pllTCJII,Horo onlICaHllJI TCX ero CBOllCTB, 

K0T0pbie He 0'ICHI, 'IJBCTBIITCJII,Hbl K peJIHTIIBllCTCKllM 3q>q>CKTaM. 4 B .n:nyx-
' ' . ' . 

HYKJIOHHOll CllCTCMe HCT .n:pyrnx CBJIJaHHbIX COCTOHHllll, Kp0Me .n:eilTp0Ha. 

ITo3TOMY B .n:aHHOM cey,iae cymecTB~BailllC B 3HepreTll'ICCI{OM CllCKTpe ypa- . 

BHCHllJI (83) .ZJ;JIH J = l yponHeii, ()TJIB'IHbIX OT OCH0BHoro (T. ~- pa,n:IIaJII,

HhlX noJ6ym,n:eHllll), mm: cymecrnonanne. JII06hlx 3HepreTII'ICCKHX yponHeii 

npu J =fa l L(0JI)I{HO 6bIJIO 6bI paccMaTpHBaTbCJI CKOpee KaK HC,Zl;0CTaTOK TC0-

pnn. 8mT nonpoc noKa He JICCH ll Tpe6yeT .n;onOJIHllTCJII,HOll iipopa60TKll. 

OTMCTllM eme pa3, 'ITO M0J];eJII,, OCH0BaHHaJI Ha ypaBHCHllll (83), .ZJ;JIH .n:eii

Tp0Ha BhlrJIH,n:IIT q>II3ll'ICCKll paJJMH0ll, II Hll)I{C Mhl npnne.n:eM npnMepbI 

Bhl'lllCJICHllJI npoCTCllIIIIIX Ha6JIIO,n:aeMbIX BCJill'lllH B 3TOll MO,Zl;CJIII. 

ITpn J = l ypanHeHlle (83) npHBOL(llT K CIICTCMC ll3 8 napn;naJII,HhlX 

4HanoMHHM, 'ITO B HepeJIHTl!BHCTCKOM cnyqae TaKaJI MO.n;em. CBQll;HTCH K Mo.n;eJJH IDKaBJ,1, B 

KOTOpott pemaeTCH ypaBHeHHe IIlpe,nmITepa c neaTpam.= IIOTeHD;HanoM H BOJIHOBaJI q>yIIKIUIB 

.n;ettTpoHa cocTOHT TOm.io H3 o,n;Hott S-BoJIHJ,I. B peJIHTl!BHCTCKOM me CJIJ'lae, 6naro.n;apH cMenrir

BaHHID MaJIJ,IX KOMIIOHeHT .n;HpaKOBCKHX CIIHHOpOB MeJK.n;y co6ott H MaJIJ,IX KOMIIOHeHT c 6om.IIIIDm, 

aMIIJJHTy.n;a BC 6y,neT HMeTJ, BoceMJ. cnaraeMLIX, S, D, HP- BOJIHOB:t,Ie q>yHRll;IIH (6onee IIo.npo6Iio, 

CM., HaIIpHMep, [19]). 
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ypaBHemm, ROTopaR IIOJIHOCThIO rrp1rne.n:e.Ha B [7] . .Il:JIR 'ee pernemui: B COOT~ 

BeTCTBIIII C BhlIIIeCRaaaHHhlM .n:ocTaTO'lHO Ha:U:TII JIBIIIh 0,n:HO 3Ha'leHIIC ROH

~;;~~~ B3aIIMo,n:e:ifcTBHR g = g,, II cooTBeTCTByrom;IIe err' rrapu;IIaJihHhle aM~ 

mriITy;zu,I rrpII 3a,n:a.HHOM Macce ,n:eiiTpC>H~ MD (i<oTopaR II3BeCTHa C 6omrnoii 

TO~H_OCThIO) . Bhlll~CJieHHR IIORil3IJBa1i>T' '<iTo Bee rrapu;IIaJihHhle aMII.ITIITJ.n:hl 

IIMeIOT ,n:~BOJihH0° rna,n:Ro·e IIOBe,n:enIIe npII ~OCT<lTO'IHO 6oJihIIIII~ IPol, IPI 
(~ ·0.2 n)B/c), II O'leHb CIIJihHO M:eIIJIIOT~R (Ha 3-4 IIOpR,n:Ra) B ORpec~HO

cTii Ha~aJia Roop.n:iinaT Po = 0, IPI = 0 (oROJIO HaqaJia Roop,n:miaT y BCex 

napri1rnJihHhlX aMIIJIBTy.n: irMeeTci.r pe~_RIIii IIIIR). 

B ·tIIIcJieHHHX pac1IeTax IIcrromaoBan:aci rayccona ceTRa 96 x 96, oTHO

CII-Te.rrh~aR TO'lHOCTh B~qIIcJieHIIM R = o.bo1. IlpII Macce o6MeHHOro u -

Meamia µ = _0.2 m, r.n:e m.:.. Mace~ H)'RJIOHa, m :=;; 0.939 r::~B, ROHCTaHTa 

CBR3II ORa3aJiaCb paBHOM 

Yu= 2.561. 

BhlRCHIIJIOCh, 'ITO perneHIIe CIICTeMhl ypaBHeHHR BC (BoceMh ~apu;IIaJI~

HhlX aMIIJIBTy.n:). II ROHCT~HTa. CBR3II · g,, · rrp~RTIIqecRII He aaBIICJIT oT Bhl-

6opa Ha'laJihHhlX ycJIODIIM (11yJieBOM IITepan;IIII) II IICIIOJih30DaDIIIIIXCR aaMeH ,. . ,' . -. .' ' ,,.,... . .. ' 

rrepeMeIIHhlX ,n:JIR rrepexo,n:a OT 6ecROHe1IHhlX rrpe,n:eJIOB IIHTerpIIpOBaHIIR R 

RoHeqHhlM (rrp.11 ycnonHII, qTo c_eTRa IIHTerpIIponaHIIR IIMeeT ,n:ocTaToq~~ 

_BhlCORIIii rropR,n:oR - rrpIIMepHO OT J\1 = 48 II Bhlrne). 

Haii,n:eHHhle TaRIIM o6pa30M perneHIIJI IIpOBepRJIIICh Ha IIpIIMepe BhlqII

CJie~HR Ha6nro,n:aeMhlX ,n:eiiTpOHa. RaR II CJie,n:oBaJio OlliII,n:aTh, cpe,n:H BOChMII 

aMIIJIBTy,n: T_OJihRO O,n:Ha ORa3aJiaCh .Zl:OMIIHIIpyrom;eii (aHaJior 8-BOJIHhl B He

peJIRT'i-IBIICTCROM Mo,n:eJIB); OCTa~hHhle ceMb IIOJIY'lIIJIBCh Ha HeCROJih!<O rro

pH,n:ROB BeJIIIqIIHhl rro,n:anJieHHhlMII. 

OrrepaTop 3JieKTpoMarHHTHoro T0Ka. Ycnomre HopMnponRII .:.. rrpo

cTeiirnIIii rrpIIMep BhlqIIcJieHHR Ha6nro.n:aeMhlX B · cpopMaJIBaMe BeTe - Con

IIIITepa. Y.n:o6Ho, rroJIL3YRCh MeTo,n:oM Man,n:emcTaMa [11] ,n:JIR nhlqIIcJieHIIJI 

MaTpII'IHhlX 3JieMeHTOB B cpopMaJmaMe BC, HOptmponaTh aMIIJIIITy.n:y' (1) irn 
3JICRTpoMarHIITHhlli TOR ,n:eiiTpOHa. IlpII HyJienoii rrepe,n:aqe IIMrrymca 3TO 
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He 'ITO IIHOe, RaR ero 4-IIMIIYJihC: 

l J d'};p { - D D A } Pµ = 3 ~ (21r)4 Tr '11M(Po,P)'Yµ'11M(Po,P)(p2 --m) . (97) 

YcJIOBIIe HOpMIIpOBRII (97) RBJIReTCR peJIRTHBIICTCRIIM o6o6m;eHIICM ycJIO

BIIJI HOpMIIpOBRII HepeJIRTHBIICTCROM BOJIHOBOM <pyHRIJ;IIII .n:eiiTpoHa .( HarrpII-. . 

Mep, 6oHHCROii), Ror.n:a IIOCJIC,n:HRR HOpMIIpyercR He Ha e,n:HHIIU:Y, a Ha Macey 

,n:eiiTpOHa MD- .IJ:eiiCTBIITeJihHO, CCJIII II3 rnpe,n:IIHrepOBCROll BOJIHOBOM <pyH

RIJ;IIII w(r) qacTIIIJ;hl c Maccoll m IIOCTpOHTh" 4-MepHhlli" TOR nepoRTHOCTH; 

y,n:oBJICTBOpRIOlll;HM ypaBHeHIIIO HerrpephlBHOCTII: 

l,_ = (p(t, r), j(t, r)), 

p(t, r) = lw(t, r)l 2
, j(t, r) = -;: (w*v'w - wv'w*), 

ap · d' . 0 
at+ zv J = ' 

(98) 

(99) 

(100) 

TO ,n:oMHOiRHB (98) Ha m II rrpoIIHTerpIIponan no BCeMy 3-MepHOMY rrpo~ 

CTpaHCTBY' rronyqnM: 

1°' = j d3
~ j 0 (r) = (m, P), (101) 

r.n:e p - cpe,n:Hee 3HaqeHIIC IIMIIYJibca qacTIIIJ;hl. B COOTBeTCTDIIH C 3TOM 

aHaJiorIIeii ycJIOBHe HOpMIIpODRII (97) n HepeJIRTIIBIICTCROM npe,n:eJie ,n:oJI

iRHO nepexo,n:IITh n IIHTerpaJI OT o6hlqHoii nJIOTHOCTII nepoRTHOCTII, YMHO

meHHhlli Ha MD. Ilo3TOMY ,n:JIR Toro, qT06hl corrocTaDIITh peayJinTaThl pe

JIRTIIIlIICTcRoro rro.n:xo.n:a C HepeJIRTIIBIICTCRIIM OIIIICaHIIeM, MOiRHO cpaDHHTh 

Mem.n:y co6oii IIO.ll:hlHTerpaJihHhle BhlpameHHR B ycJIOBIIII HOpMIIpODRII 6oHH

CROM BOJIHOBOM <pyHRIJ;IIII: 

00 2 00 I 12 J dlvlnBonn(IPI) = - J dlpl (; )3 (u2(IPI) + w 2(IPI)) = 1, 
0 . 7r O nC 

(102) 

II B ycJioBIIII (97) rrocne CHRTHR IIHTerpana no yrnaM, onpe,n:eJIHB n3s(lpl) 

no aHaJIOrIIII c (102). Ha pIIC. 2 rrpe,n:cTaDJieHhl rpaq>HRH aaBHCIIMOCTH 

no,n:hlHTerpaJihHhlX BhlpameHIIii nBonn(lpl) II ero aHaJiora n3s(lpl). Crrno

IIIHaR JIBHHR COOTBCTCTBYCT Bhl'IIICJICHIIJIM B no,n:..-xo.n:e BC, rrpephlBHCTaR -
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6oHHCKOMY IIOTeHI:J;IIaJiy. J,fa rrp1rne.n:eHHI.IX rpaq>UKOB. BH.n:HQ, qTQ .peJIJITH

BHCTCKaJI MO,n:em, .n:eIITpoHa C IIpOCTI.IM CKaJIJipHhl~ B3aHMO,n:eii:CTBHeM XO

porno OIIHChlBaeT IIOBe,n:eH:a:e 3apJI,UOBOii: IIJI(}THOCTH HYKJIOHOB B ,UOCTaToqHo 

IIIHpoKoii: o6JiaCTH 3HaqeHHii: HMIIYJinca p ~ 0.5r:'lBjc. B o6~acTH 6om.rnHx 

3HaqeID1ii: p Heo6xo,n:HMo 6·oJiee peaJIHCTHqecmie H,n:po B3aHMo,n:eii:cTBHH. 

10 

1 

10 -l 

10 -2 

n(p) 

~ 

1 0 -3 .___.___.____.___._~_.__.___._~_, 

-- ~ 

10 

1 

-i 10 :: 

.10 -4 

10 -a 

ns(P) 
\ 

'v~ 
\ 

It 

0;0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 • 0.4 0.6 0:8 1.0 

p,r3B/c p,raB/c 

PHC. 2 PHc. 3 

OnepaTop. cnHHa Cyn~ecTByeT eme o,n:Ha B03MO}RHOCTb cpaBHHTb pe-

3ym.TaThl pacqeToB B cpopMaJIH3Me BeTe .:.. CoJIIIHTepa c pacqeTa:MH 6oHH

CKoii: rpyrrm.r: MO}I{Ho BhlqHcJIHTb cpe,n:Hee 3HaqeHHe orrepaTOpa rrpoeRIJ;HH 

Ha OCI, z CIIHHa .n:eii:TpOHa sz D o60HX rro.n:xo.n:ax H cpaBHHTI, COOTBeTCTBY

IOmHe IIO,n:hlHTerpaJibHhle BhlpameHHJI, KaK yme .n:eJiaJIOCI, BhlIIIe. B HepeJIJI

THBHCTCKOM cnyqae sz = SAz + Ssz = ½(aAz + O"nz), H TaKHM o6pa30M," 

( _ 1 J 3 Dt D Sz)Bonn - 2 d rwM(O"Az+O"nz)wM, (103) 

r,n:e '1J£, - 60HHCKaJI BOJIHOBaJI <pyHK~HJI ,n:eii:TpOHa. Bhl"IHCJJeHHe BeJIHqHHhl 

(103) .n:aeT cJie.n:yrom:a:fi pe3yJinTaT: 

00 

(Sz)Bonn = j djpln~onn~IPI) = 
0 
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00 2jpj2 1 3 
= [ dlpl1r(nc)3 (u

2
(lpl) - 2w2(jpl)) = 1- 2Pn, (104) 

r.n:e rro.n: Pn rro.n:pa3yMeBaeTcJI BepoHTHOCTb D-BOJIHhl B .n:eiiTpoHe. 

JierKo y6e,n:HTbCJI, "ITO Bhl"IHCJieID1e cpe,n:Hero 3Ha"leHHJI npoe~:a: cmrna 

.n:eii:TpoHa Ha OCI, z B peJIJITHBIICTCKOM CJIY"lae COOTBeTCTByeT Haxo)I{,Zl;eillllO 

cpe,n:Hero OT l!OJIYCYMMN TpeTbIIX KOMIIOHeHT aKcIIam.m.rx TOKOB COCTaBJIJI

rom:a:x HYKJIOHOB: 

1 -A · A -n B 
(Sz)Bs = 2(Dl(i/J 'Y5'Y31f + VJ 'Y5'Y31P )ID}. (105) 

ITpIIMeHeH:a:e Me~o.n:a MaH.n:em.cTaMa [11] K BhlqIIcJieH:a:ro MaTpII"!Horo ,me

MeHTa (105) rrpHBO,n:HT K BhlpruReillllO 

(Sz}Bs = j (~!)~Tr {f£-(p),513_w£-(p)(P2 - m)}, (106) 

IToJIO)l{HM rrpoeRIJ;IIlO cnIIHa .n:eiiTpoHa M = 1 II cpaBHIIM IIO,n:hlHTerpam.Hhle 

BhlpruReHHJI B (104) II B (106) KaK <pyH~H IPI- rpaq>IIKH 3TIIX cpyH~li 

npe.n:cTaBJieHhl Ha pIIc. 3. CnJioIIIHan: JIHHHH cooTBeTcTnyeT Bhl"IIICJieHHJIM 

B cpopMaJIH3Me BC, npephlBIICTan: -: Mo.n:eJIH 6oHHCKoro noTeH~IIaJia. lifa , 

rpaq>IIKOB BII,n:HO, "ITO corJiaCIIe " pa,n:HaJII,HhlX CIIHHOBhlX IIJIOTHOCTeii " B 

3TIIX rro.n:xo.n:ax HMeeT MecTo TOJII,Ko .n:o OTHOCIITem,Horo IIMrrym,ca IP] ~ 0.2 

raB/c. Pa3JIH'IIIe B pe3yJII,TaTax .n:BYX IIO,UXO,Zl;OB IIpII 6oJII,IIIHX 3HatieHHJIX 

IIMrrym,ca o6ycJIOBJieHo IIO'ITII IIOJIHhlM OTCYTCTBIIeM B .n:aHHOH p,eJIJITIIBIICT.:. 

cKoii Mo.n:eJIH TeH30pHi.Ix cn:JI. Bo.nee .n:eTaJII,HhlH aHaJIH3 rrone.n:eHHJI Ha6Jiro

.n:aeMhlX .n:eii:TpOHa B cpopMaJIH3Me BC c peaJIHCTIItieCKHM B3aIIMo.n:eii:cTBneM 

MO}RHO·HaiiTH, HarrpnMep, n [8] n [20]. 

6 B LIBO,Z:U.I 

TaKHM o6pa30M, pe3ym,TaThl .n:aHHOH CTaTbH MO}RHO KpaTKO ccpopMYJIHPO

BaTb cJie.n:yromnM o6pa3oM: 

1. Haii.n:eHo pa3JlomeHne JI.n:pa crrHHop-cIIHHopHoro ypaBHeHHJI BC rro 

6nopTOroHaJII,HOMY 6a3ncy ero perneHHii. Pa3pa6oTaH cTporo o6ocHoBaH

Hhlli MeTO.n: qncJieHHoro perneHHJI ypaBHeHHH BC B JiecTHHtIHOM rrpn6JIH)I{e

HHH. 
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2. Ilpe.n;JiomeHHhl:ii MeTO,n; JierKo 0606i:n;aeTCJI Ha .n;ocTaToqHo IIIIIpoKli:ii 

KJiacc JI.n;ep B3aIIMo.n;e:iicTBIIJI II II03BOJIJieT Ha:iiTII crreKTp :meprII:ii II BOJIHO

BI,Ie <pymuum: KaK OCHOBHoro, TaK II B036y}I{,Zl;eHHI,IX COCTOJIHIIH .n;ByxqacTIIq

HI,IX CBJI3aHHI,IX CIICTeM. IlpIIrO,ZJ;HOCTI, MeTo.n;a rrpo.n;eMOHCTpIIpoBaHa Ha 

npIIMepe BI,IqIIcJiemrn cneKTpa CIICTeMhl .n;Byx CKaJIJipHhlX qacTm:i;. Mo}I{HO 

yTBep}I{,Zl;aTI>,· qTo rrpII COOTBeTcByromeM Bhl6ope 3<p<peKTIIBHoro KBapK-KDap

ROBOro B3aIIMO,n;e:iiCTBIIJI (co.n;epmamero, HaIIpIIMep, KOH<pa:iiHMeHT) MeTO.n; 

IIpIIMeHIIM ,Zl;JIJI aHaJIII3a crreKTpa II BepOJITHOCTe:ii rrepexo.n;on B KBapR-aHTII

KB~pROBhlX CIICTeMaX. 8Ta rrpo6JieMa qpe3BI,Iqan:Ho aKTyaJII>Ha IIpII pa3pa-

6oTKe 3<p<peKTIIBHhlX KOBapIIaHTHhlX Mo,n;eJie:ii ,n;JIJI IICCJie,n;oBaHIIJI CBJI3aHHhlX 

COCTOJIHIIH B KX.ZJ;. 

. 3. IloJIJqeHo peIIIeHIIe ypaBHeHIIJI BC .n;JIJI .n;e:iiTpoHa co cRaJIJipHhlM B3a

IIMo.n;e:iicTBIIeM, BhlqIIcJieHhl HeROTOphle Ha6Jiro.n;aeMhle B <popMaJIII3Me BC II 

IIOI{a3aHo, qTo rroJiyqeHHI,Ie peIIIeHIIJI y.n;oBJieTBOpIITeJII>HO OIIIICI,IBaIOT 3apJI

,ZJ;OBI,Ie II CIIIIHOBI,Ie IIJIOTHOCTII HYKJIOHOB .IIPII MaJII,IX IIMIIyfilcax. HecMOTpJI 

Ha TO, qTo BI,IqIIcJieHIIJI B paMKaX TaKOH ynpomeHHOH Mo,n;eJIII He II03BOJIJIIOT 

IICCJie,n;oBaTI> pOJII,' peJIJITIIBIICTCKIIX 3<p<peKTOB B .n;e:iiTpoHe, C rrpaRTIIqecKo:ii 

TOqKlf 3peHIIJI. paccM0TpeH1Ie ·crrIIHop~_cITIIHopHoro ypaBHeHIIJI BC co cKa

JIJipHiiIM IIOTeHlJ,llaJIOM ,Zl;OCTaToqHo IIHq>OpMaTIIBHO. Bo-rrepBhlX, B paMRax 

TaROH Mo,n;eJIII OTHOCIITefilHO JierKo rrpoBepJieTCJI o6o6meHIIe MeTo.n;a IIcqep

IIhlBaHIIJI Ha CIIIIHOpHhlll CJiyqa:ii. Bo-BTOphlX, IIOJiyqeHHhle peIIIeHIIJI .n;o-
' . 

BOJII,HO 6JIII3Klf K peaJII,HOCTII, II IIX MO}I{HO C ycrrexoM IICIIOJII,30BaTI, KaK 

<pyHKD;IIII HyJieBoro IIpII6JIII}I{eHIIJI rrpII peIIIeHIIII ypaBHeHIIJI c peaJIIICTII

qecKIIM B3aIIMO,n;e:iiCTBIIeM, T.e. C o6MeHHI,IM IIOTeHD;IIaJIOM, BI{JIIQqaromIIM 

IIOJIHI,IH Ha6~p o6MeHHI,IX Me30HOB: 1r, p, w, a, 8, 'TJ. 

7 Pe3IDMe 

Ilpe.n;nomeHo cTporoe MaTeMaTIIqecKoe o6ocHoBaHIIe qIIcJieHHoro IITepa

D;IIOHHoro MeTo.n;a HaXo}I{,Zl;eHrui 3HeprII:ii II BOJIHOBI,IX <pyHKD;IIH OCHOBHOro 

II B036y}I{,Zl;eHHI,IX COCTOJIHIIH. ,n;Byx<pepMIIOHHhlX CBJI3aHHhlX CIICTeM B <pop

MaJIII3Me BC. IlpIIBe,n;eHhl KOHKpeTHhle rrpIIMephl rrpIIMeHeHIIJI MeTo,n;a K 

pa3JIIIqIIIi[M 3a,n;aqaM: Haxo}I{,Zl;eHIIe 3HepretIIqecKoro crreRTpa cIIcTeMhl cKa-
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JIJipHhlX qacTIID:, peIIIeHIIe ypaBHeHIIJI BeTe - CoJIIIIITepa .n;JIJI .n;e:iiTpoHa .II 

BhlqIIcJiemre Ha6Jiro.n:aeMhlX B <popMaJIII3Me BeTe - CoJIIIIITepa. 

B 3aRJIIOqeHHe aBTOphl BhlpamaroT rrpII3HaTeJII>HOCTI> A.IO. YMHIIROBY, 

c.r. BoH.n;apeHKO II A.IO. l1JIJiapIIOHOBY 3a IIJIO,Zl;OTBOpHhle .n;HCRyccIIII II 

o6cy}I{,Zl;eHHe pe3yfilTaTOB. 
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JlopKHH CM., Kamapb JI.TT., CeMHX C.C. . 
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• 

06 ,meprern'leCK0M en. eKTpe ypaeHeHm1 Ee'fe~ConnHT(?pa . 
. ,, . 

P2-96-407 

. !!·. 

' . .J· ·'· . . , ·. I. ' . 
O6cy)imaeTC$1 · npo6neMa' Hax0)KJ].eHHH. ::mepreTH'leCK0fO crieKTpa · CBHJaHHblX 

·coCTOHHHH C~CTeMbl ,neyx cpepMH0HOB B cpopirn.n~JMe. EeTe_:_ConnHTepa. HaimeHO 
pa3JIO)KeHHe H,npa cn,uiop-criHHOpHOI:'O ypaBHeHHH EeTe--.::connHTepa B .lleCTHH'IHOM 
nptt6nH1:lKeHHH '. mj 6itoprnrottani.HoMy 6aJttcy s. BH.D.e; 6HJIHHettHoro· pMa,·' aHano7 

rH'IHOro p~.ny fH.nb6epT<!,~illMW{Ta )lJIH Mpa CHMMeTpH'IHOro HHTerpani.ttoro ypaB~ 
Heim~ ct>Re,nroJibMa._ B cciornercTBmi c. ll0JI)"leHHblM pa3JIO)Ke~HeM npe,!J.JlaraeTCH 
HOBblH Mero.n perneHHH sroro ypaBfleHHSI, _n03!30JIHIOIUHH llilHTH cneKTp B036)1)KJleH,
HblX cocTOHHH.H H coo'rneTCTBYIOIIIHe lion110~1,1e cpyHKUHH. TTpHBO.D.llTCH MeTOJlH-. 
~rec~He, pe3yJibTaTbl 'IHCJieHHOro penieHHH ypaeiie~ml Eere-C~nnHTepa COCKaJIHp-

. ' - ~.. . \ ' .. 
Hb!M BJaIJMO,neHCTBHeM. 

i ,·,,, ' •,~ ._.r •• ·,,< .,•·• ' • •. '. - ,'..:• ~ .. -!..~ • .• :,., •. • 

_Pa6orn Bb!IlO.[IHeHa B Jla6oparnpHH TeopeTH'!eCKOH q>HJHKH HM:H.H.Boronio6o-
Ba OH~li. · · · · · ' · · · · 

-
'. , .. · . ',·' ' . ,_), ·. ' ·: ·,, ·,. 

· ITpenpHHT Qm,e)lHHeHHoro' micrirryra llJlepHhlX HCCJle)lOBaHHH. Jl}i>Ha, 1996' . 
. . ' - ~ : . ; ' .. ; ' ' . ' ~. ' ' . . '_.' ' ' , . : 
) ' 

• e I\ 

· TTepeeoh aeiopos 
I '. •. . '. ,,,,_-. . • ·. ,• 

Dorkin S.M.;.Kaptari LP., Semikh-·S,S. > ·. , P2-96-407. 
On .. the· En,ergy Spectrum. of the. Bethe~Salpeter Equation 

' ' . . '\. ,- - , ' ,. ,\ . ' .. 

The problem cif calcufuting the ~nergy spectrum o(a two~fermion bound state. 
within 'the Beihe-c-Salpeier formalism)s 'discussed. An expansion of the kei-n~I 
of the spirior~spinor. Bethe_:_Salpeter.equation in the ladder'approximation is found 

" in• terms ofa bi-orthogonal b~is of the 'generalized Gilb~rt~Schm'idt series 
.for symmeirjc equations ofthe Fredholm type. According to thk-expansion, a new 
method of solving . the . Bethe_:__:Salpeter equation and . finding the :mas~ spectrum 
is-propos~cL Methodc{logicarresult-of numerical solutibns of equaHons' ~itlf scalar' 
interac~fon is presented: : · ' , · · ' · · , 

: The . inv~stigation . h~s been perfi>rined at the Bogoliubov Lab6rat~ry 
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