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01'.leBH.l{HO, 8TH npeo6pa30BaHHH SKBH~aJieHTHH HCXO.l{HOMY, HO ' B 
H~M yqacTByeT TOJI:OKO 0.l{HH. HH,neKC f, KOTOPHH nHCaT:0.60JI:ODie He 

' 6y,neM, noCKOJI:OKY 6y,neM paccMa.TpirnaT:o 8TH. npeo6pasoBaHHH npH 
0.l{HOM 

1

3Hal!eH·Hl1 HH,neKC~ f. ,• . 
. ' I.JHCJIO' 1 npe,ncTaBHM 'B BH,ne 

·I ,-.. 

. L = .. th, f ei(J) / 
'(1) 

WB pesyJI:oTaTe nOJIY,llHM 
I, 

.'•u =;A ch f /A~ sh f·'eicr 

1' ( 2~ 

u® = A® ~h ¾ + A sh :¾ • ~-i(J) · · ( · 

1 · 
I 

.,l(JIH• aHTHCHMMeTpH\¾HOH .KOM6HHaU.HH H 
' \ 

. · V ; C ·ch. 8 . :_ c® ~h. ·.· 8 : eicp 
' ' ·, .. 7. ;-Z 
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(3) / 
) . v® ; c® ch· . 8 _:_ c sh \s . ~-icp . ,2 ,. ,. ' :-Z· . ,•' 

,l{JIH1 CHMMeTpHl!HOH KOM6irnau.HH. IIpeo6pas0BaHtte ( 2) o6paTH'o K 
npeo6p~30BaHHio ( 3). o'Ho~ noJiyqaeTCH 11s'npeo6pa.soBairnH ( 3) npH 
iaMeHe yrJia cp Ha yroJI cp + ·x. ( HJIH · npH saMeHe· .n;JIHHH s Ha·-'-· s) •. · 
IIOSTOMY ',n;ocTaTOll,HO paCCMOTpeT:o npeo6pa30BaHHe. (3). 

· IIepeA.n;eM B (3) oT onepaTopoB' c,· c~• H'. ·V, v® 
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K caMoconpHzeHHHM pnepaTopaM · ,I 

. 1 ( , c®) . , X .=: - · C + . , ., . 2, -. ' 

X = J_ ( V + V®) ·· •. ,2 , 

Y 
1 ,. ' ,· ',,. / 

. = 27" ( C - ff"') ' 

Y, = -L. cv - v®>· 
. 2 .t · 

( 4) 

- ,, ( 5)' 

\ . . '. . ~ -
B STOM 6asttce JIHHe}iHoe npeo6pa30BaHHe (3) BHrJIH.l{HT.CJie,l(YIOII\HM 

o6pasoi.l: . · . _.:..-·-\., 

\ ,. -. 
X = (ch· f. + sh -f cos (J)) X + sh f Sin (J) Y , 

( 6) ' 

·.·. Y = sli ..'.'f.: s:i.17::qiK:·+ Cch :f ::. .sh ½ cos·cp), Y .•. 
' ·- '•-: ~- ~ .-----

' . .• . ~ I , /, - , ,' ·•,. ';· / i ' 

· · TaKHM. o6pasoM, · npeo6pas0Bam1e EoroJiro6oBa · npe,ncTaBJIHeTCH 
.neAcTBHTeJI~HoA MaTpHu.eA · · · · · 

T 
ch f,. +·sh f co~ ·cp 

sh f sin cp 

sh ·f sin cp. ] '. 
' \ .. ·. (7) 

ch s . - sh s cos (j) ._· ' ' •· ........ 2 ·, 7 .·· 
' .. 1· 

· '\ onpe,n;eJIHTeJI:o' KOTOpoA paBeH L JlerKO y6e,nHT:OCH, • l!TO M~TPHU.a 

(7) paBHa·npoH3Be,l(eHHIO : 
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o · l [··cos 'f. 
'c~s ·.t. , O .. e-,812 .' ·.~-·•sin 0f 

· sin f ·1 
cos ti . ,·. 

'(8) 

1 J. IIOSTOMY BCe,- Tam1e . MaTJ)Hll,H . C pa3JIHqHHMH . ' 3HalleHHHMH 

f, 1 ~i1riep60Jrn\ecKor;: i~a s, HO e O,l(HHM H TeM Jee 3HalleHHeM 
;, ; 1. , - ' ' o6HKHOBe~HOr'O yr Jia (j) OTHOC.HTeJI:OHO 66Hl!HOI'O yMHOJCeHml _MaTpHI.J. 

. ,' ! ,· \ . cocfraB~HIOT . rpynn'y. 3Ta . rpynna / H30MOPqJHa cneu.HaibHOA · · rpynne 
.: , JlopeHu.a,. rIPHl!eM s 'HBJIHeTCH a,n;,n;HTHBHHM napaMeTpOM.·. ·.oHa :ace 
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H30MOl)qJHa rpynne ·c,nBHrOB nJIOCKOCTH .· Jlo6aqeBC~OrO B,lJ;OJlb 
·npHMOH/ sa,naBaeMOH noJiflpHHM yr~OM (J)' • ,nJIR -noHHMaHHH ::iToro 
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Ha.no nosHaKOMHTl>C.H c nJiaHHMeTjmetl: Jlo6aqe:scKoro, cos.n;aHHOH 

Jlo6a4eBCKl1M B 1826 . ro.nY. l1 ·c MO,l(e.JII,JO 3TOH . nJiaHl1MeTpl1l1, 
,- ·. . ,, ' ~' . 

nocTpoeHHOH IIyaHKape : B 1881 ro.n;y .: o 

· _2. OpHQHKnHqecKaH CHTeM~ KoopnHHaT Ao6aqeacKoro 

. Pacc·MoTpl1M Ha·. · n.JIOCKOCTH .Jio6a4eBcKoro np.HMoyroJI1>HHH 

4eTHpexyroJI1>HH1t,·cocTaBJieHl-iHH .llBYM.H oTpes~aMH D_PHUHKJIOBo a
1 

l1 a2 a l1, .llBYM.H np.HMOJIHHeHHHM~ OTpesKaMH 0~ a2 l1 . a1 a (·CM. -
p111c. 1,. . Ey.n;eM. · C4HTaT1>;· .. 4TO np.HMOJI11HeHHHe •fopesKH 

napaJIJieJII,Hf:l B CTOPOHY )lT O K a2 ; • ' 06osHa4HM. 4e:p~3 X ,ll.JlttHY 
nepBoro OPHUHKJm·qecKoro OTpesKa, 4epe3 x' c.ll.JI11HY. BToporo 

•. OPHUl1KJ!l14eCKOrO . :oTpe3Ka, ; · .. 4epe3 Y ,llJititty -·· .. nepBoro 

npHMOJIHHeHHO~O OTpesKa ~ ... ·· qepes y~ : - ,llJJ11HY . BTOporo, 

np.HMOJ!l1HeHHOro OTpesKa. RaK ,llOKa3aJJ Jlo6a 4eBCKl1H [ 2, c. 107 J , . ' ' - - ' ' . ,- ,. '·~ . . 

y'' =·y , x' · =• X exp { - __';L_. ·} 
' . ;.~: . , ( 9) 

· r.n;e,k,.:. xapaKTeptta.H,n;JJ.H HOBOH reoMeTpl1H KOHcTaHTa. 
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P111c. 1 

C411Ta.H, q;;. x 11 •. y MoryT - np11H11MaTb He_ TOJI1>Ko · 

'i 

-\l 
.. 1 

f 

. cl'. 

l' 
t 
l 

l 
I ...... 

noJJOJIC~TeJJI,HHe, HO 11 HyJJeBHe 11 OTp11~aTeJJ1>HHe 3Ha4eHl1H, BBO,lll1M 

. Hl IlJJOCKOCTl1 JI~6aqeBCKO~O -~OOP,.lll1HaTHyID __ KapTy·c OCHMH O ~1~ if . !; 

· 0 cl.2 , noKpHBaJOlllYJO BCIO Il.JIOCK?CTI,. Koop,nHHa~HH~ Jll1Hl1~ x: ... = XO t 
~HBJIBJOTCH npHMHMl1 Ha n_JIOCKOCTl1 Jlo6a4eBcKoro, _a Koop.n;1111aTHiie: __ l 

Jll1Hl111 Y ·.= -Xo HB~HIOTCH OP11U11KJiaMH~ RoopiYIHaTH · ... x; -.Y; . H~l3HBaeM 
OP11Ul1KJJl14ecK11Ml1 KOOP,lll1Ha.TaMl1 ·Jlo6a4eBCKoro. CorJia-CHO •. ( 9). · B 

-·, - ' ~ .. , ..... 

4 

/. 

3Tl1X KOOp,lll1HaTaX KBa.n;paT paccTO.HHl1.H OT T04KH·a ,llO 6eCKOHe4~0. . . . . . . . . /· 

6Jil13KOA K HeA T04Kl1 paBeH 
' . . \ ·.. . . . : . 

. .. . - . .., ' 

d 82 = ( d x' ) 2 + ( d y' ) 2 = exp {- ¥ } d x2 + d y
2 

• ( 10) 

3. Op1,1c4lepHqecKaH _ CMCTeMa KOOPJtMHaT ·. Ilya~1tape 

i 

BBe,n;.H HOBHe Koop.n;11HaTH 
. , 

'X g-=··-T·_, 

san11meM·MeTpHKy·(10)·B B11.n;e 
/ .. , . . /,1 

d_ 8
2 = k2 

,· . 

lJ = .exp { f j.~ , __ ,,, 

·c1 g2 + ct'· 1)2-
'·' ·2. 

l) 

_.(11) 

( 12) 

· Roop;(i1HaTH C11) 
I 

Ha3HBaeM OPl1Ul1KJJl14eCKl1Ml1 KOOP.lll1HaTaMl1 
. . . ~ 

"T 

•. ~yaH!{ape._· ·_ -- \ 

4. YpasHeHHe·npHMOM a·1toopn1,1HaTax IlyaH1tape 

Ha . n.JIOCKOCT°H . Jlo6a4eBCKOrO, 'KaK l1 Ha. nJJOCKOCTl1 EBK.TI11,JJ;a, 
. .· :' ·, . . .-· . . . . .. : . .. . . •. \ ·'. ;, .. 

.·.4epe3 KallC.n;He . .n;Be, T0,4Kl1 MOlltHO npoBeCTl1 np.HMYIO JJl1Hl1IO l1 npH TOM. 
TOJJI,KO OJ(Hy. HaH.n;eM ypaBHeH11e TaKOH Jll1Hl111 B OPl1ll11KJ!l14€CKl1X . 

... ' ' ,_, ' ' .. '.·.· . . \ ' 

KOOp,n;11HaTaX IlyaHKape. TaK. KaK' MeTpl1Ka ( 12)' He, 3aBHCl1T 
I 
OT . ' 

Koop~11HaTH g, TO ypaBHeirne npHMOH. :nHHl111 y.n;o6Ho 11cKa;1, B B11ile · 
. . , ,, - . ' . ' '· \ 

L=. g (lJ) (13) 

Cor.JiacHo · (12) .n;JI11Ha BCHKOro • . KPHBOJI1-meHHoro · , 0Tpe3i<a,. 
- . • • ' - . .I , .· ~ - ;__ 

sa.n;aBaeMoro ypaBHem-ieM BH.n;a ( 13), paBHa · 
~ ~ . . . - . .. '· 

, , . . ., ~ I \ . ~ · J L d lJ ' , . ; (14) , 

/. 

,., 

.5· .·. 
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-r; = Ji.. -✓ 1 + g 2_ -
- - ., TJ - ' - ' - - - , , ( 15) 

\ 

a 4epe3 g,-o6~3HaJetta npottsilo,llHaH IPYHKIUrn '( 13) · no. '-n.: IlpHMai:J 
'-;HHHH, 6Y.llYlJH' KpaT4~Hlllef!, 3a)iaeTCH ypaBHeHHeM JlarpaHJICa , 

, ' ·" ,· .- .I.. . . 

--- d 
<IT-

'8 L; -- -
at 

a L 
oT· 0 ·, 

KOTOpOe B -· .ziaHHOM CJiy4ae cpa3y. HHTerpttpyeTCH: 
• , ;I • 

--::,:::::.::.::::::::.- • = : C ; . 
_+.e 

( 16) -

(17) 

314ec1- C - koHcTaHrii HHTerpttpoBaHHH. 
- IlpH C = 0 nOJIY4aeM H3~eCTHHe ·Hatl no nocTpoeHHIO npHMHe·~; 

-- ,. - - -- - - -

· !; _= const -< 1·s> - , 

-EcJIH ,llBe -_ T64KH C , pa3HH~H - KOOp,llHHaTa_MH ,;TJ1 - H, \ 1)2 .- J-!Me~T 

?,nHHa~oBHe Koop,nttttaTH_ g 1 : = !;2 ~ ;c -~ ~o npoxo.llHmaa 4e~E!:3 HH~ 
npHMaH npHHa,llJiellCHT ny4KY U 8) H, sa,naeTCH ypaBHeHHeM g = ;c _ • 

~ ·.' ·.,,.. . •. - .·. '.. • ' • ,. •· \,. . :1 ~ . ;. ,:,, • '. < ,-. ·'· ,, '. . . ' . ·~ 
, , -AJJre6pai14ecKoe _ paccTomme . MeJJC.llY ' TaKHMH T04KaMH . · no 

~r:!pe,neJieHHIO KOOJ).l(HH/iTH Y. pa~HO , S 12' == . Y 
2 

:- Y 
1 

• To I ie CaMoe 
·,llaeT _H HHTerp~JJ ( 14);: · 

_-':- s12 ·= ~ ( ln- n2 -:-· ln_n 1 ) _:;: 

·TipH C -t, O,o6o3Ha4H~ R = j ) IC I >H, pa3pemHM 
(17) _:oTHOC11Te~bHO f, - - -- - -

- d ·1; .• ---h =-± 

_ vfHTerp.11pys s·To, ·HaXO.llHM ... 

--i 

- 1 

l: 
j --:_, 

'j 

-1 

l' l, _ 

_ :.,.j: 
{_, , .. ,,,_i 

J 
F --~r.- . 

_{. 

, • I 

.( g ~~go )2 + TJ2:= R2,, (21) 

- .----- - - ;/ 

r.ne Ea - KOH.CTaHTa HHTerpttpoBaHHH. YpaBHemm (21) HBJIHeTCH 
.ypaBHeHweM npHMOH Ha:n~ocKOCTH Jio6a4eBcKoro B opHUHKJIH4eCKHX 
,KOOP.l{HHaTaX~ hyaHKape (eCJIH 'sTa npHMaH' He BXO,l{Jt!' B COCT~B 
paccMoTpeirnoro BHme ny4Ka npHMHX ·•- !; = canst) ~ :----- --· -_ -. · 

tl_T06H : HaiiTH ·_ ~OPMY JIY ,nJI:I. pa:ccTOHHHH ~ 12 \ M8Z.llY T04KaMH 
. (g1 ; 1)1) H (g2 -._ - rf2) ,·, sanHmeM ypaBHeHHe np.llMOH (21)_ B 

- napaMeTpH4eCKOM Bif,ne, a HMeHi-IO: / :. 
' . ' ~ 

) ' - - / ' 
' • g = g

0 
_+ R. cos lj,- , 

TJ -~- - R sin ljJ ~.-

TaK KaK 1) > a: T() 0 < '¢ < '.JC. CorJJaCHO ( 14) H (\5)' 

,-
- - -_- - d l)J -. 8 12 - kf Btn_i!i. -· ' 

. r.ne~H~TerpaJJ ~~peTcH ()T q,~ .ifo lj,~.-~TaK KaK - -
.,-

s~rJiji = ct.in:·tg t- -, -
TO 

{jJ' - ljJ -
_ s12 = k (ln tf + ·:...intg +> 

. (22) 

(23) 

(24) 

' IlocJie He.l{JJHHHOI'(? . J)SI,lla TPHfOHOMeTpH4eCKHX --- npeo6pasoBaHHH 

,_oTCIO.lla noJJy:4aeTcH :qiopMyJJa -· _ -- _ 
- , ,_, , • < • ;-~--

/ 

S _ --- ( i: -: i: ) 2 + 1)2 + 1)2 
- 12 , ;:_ - - -1.2 - !. 1 : ' 1 _- 2 

ch :-:::-Jf: - - __ . _ _ 
- . - -. • . 2 1)1 ~2 .. 

, ( 25). 

Iloc:JJe,llHHH B~pHa H npH g~ = • g·1 

I 
,_ 

''-7 
'.,\. 

,_ 
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, .6. · Monen1, IlyaH1tape · 
Ha · npoCTOM . . . ,ll;BYMepl!OM .. ·: MHOroo6pa3l1H, ' · noKpl:lTOM 

KOOP,lJ;HHaTaMH·, r, 'E '(· -oo, 00 ) H .1) E- (c O ~ . oo, ) , HapH,n;y C MeTpYIKOA 
" . . ' ' -., ' ., -- . . - .. 
·(12) paCCMOTPHM BcnoMoraTeJII,HYIO MeTPYIKY. 

' , • < • ,' • • • / 

cl·· ~2 + d n2 , ( 26) 

,· 
. nponopUYIOHaJII,.HYJO · MeTPYIKe. . ( 12) ~. · TeM caMl:lM . Ml:l _' ., 3a,JJ;a.l(YIM 

K~HqiopMHoe OTo6pa%eHHe nJIOCKOCT~ • Jio6a4eBcKoro Ha eBKJIYl.llOBY 
noJiynJIOCKOCTI, '.1) > 0 -11~. Hao6opoT / K~Hq!OpM~Oe OT06paJ1CeHY1e· 
eBKJIYl,ll;OBOH -~ noJiynJIOCKOCTYI -1) > . 0 Ha -BCIO , riJI~CKOCTI, :'.' 
Jio6aqeBcKoro. HpY!.:STO~ npHMl:le ( 18) ·13 CMhlcJie· MeTpHKYI ( 12) 

Yl306pallta!OTCH "noJIOBY!HaMi-1" npHMl:lX B' CMl:lCJie MeTp}!Kl-1 (26) ;.· a 
'.nPHMl:le · ( 21) ·B .. CMHCJie·· MeTpMKYI ·c 12) -Hso6paxaroTCH . "no;OBY!HaMYI" 
OKPYl[HOCTei1 ~( c ,' ueHTpaMYI, Jiel!CalllYIMYI Ha OCYI. 1) =·; 0) . B. C~l:lCJie 

MeTJ)HKl-1 ( 26). _ YrJil:l npYI ,nep~c~4eHYIYI npHMhIX B CM~CJie MeTpYIKYI 
( 12) COBna,n;aroT c . yr~aMYI IlPYI . nepecell:eH~YI npH~l:lX, ·B CMl:lCJie . 

MeTpYIKYI (26). IlOSTOMY'OT06paxe~we Ha3~BaeTCH KOH~OpMHl:lM.8TY' 
MO,lleJII, nJiaHY!MeTPYIH 'Jlo6aqeBCKOrO 'nocTpOYli IIya~Kape. 9'1'Q6pa3YIB~ 
KOHqlOJ)MHO,eBKJIYl,lJ;OBY'noJiynJIOCKOCTI,HanJIOCKOCTI, Jlo6a4eBCKOI'O, 
IIyaHKape. · ,n;o6Y!~CH pemaIOIIIYIX pesyJII,TaTOB . B ·•· TeopttYI qJYKCOBhIX 
(YIJIYI~· .KaK ... roBopHT. Tenep1,, aBTOMopqiHl:lX) .. qiyHKUYli1. · no 
CB;,lJ;eTeJII,CTBY caMoro ·. IlyaHKape, .reoMeTpYIH .. · Jlo6a4eBCK~ro . 

• oKasaJia eMy Heou_eH~Ml:le ycJiyrYI (3, c~ 15L · • 

_ 6.: I'naeHaR -~pMyna Ao6a'leBCKOrO 
IIycT1, L ~ · · HeKoTopirn npHMaH ··. Ha n~ocKocT'i-1 Jlo6a 4eBcKoro w 

' ' ,· ' " - ' 

O - T04Ka·, Ha ··. Hei1 · He·. JiezamaH. OnycTHM 113 T04KYI · o 
I • -::• •, •. •· • o• • •,< ! ' • 
nepneH,JJ;YIKYJIHP o,a Ha npHMYJO L .• IlpHMl:lE~,JiellCamweHa nJIOCKOCTYI-

' - . ... -~- ' - . ' 

'· ,.-, . c' d -

---..!..;; 

:. >t5b d1 
·.. • ' .· .. · .. · C: 
. .· - . - . . . L 

a .. 

P11c: .2 

,1 8 

1-

·.·.r, r I. 

·1· 
' .. : '; 

' ' 

,. 

i 

- l 
f 

·-·1. 
t 
H ,•· ... n 

!'(\d 

f' -
l r 
1 

-l, 

o L H npoxo,n;Hm11e qepes T04KY o, pas611Ba10TCH Ha ,n;Ba KJiacca: 

Te }13 HYIX, KOTOPhle: nepeceKalOT 1{' OTHO_CHTCH K, O,ll;HOMY KJiaccy ~ 
.a Te, K0Top1:,1e· He nepecei<aroT L ·. ~- K .npyroMy. 3TYI KJiaccl:l 

HenycTl:l, nocKOJII,KY K nepBOMY KJJaccy . OT.HOCYITCH npHMaff O a, a ' 
KO . BTOPOMY KJJaccy - npm.iaH. o' b, opToroHaJJI,HaH K npHMOH O. a • 
TIHTl:lci no~TyJiaT EB~Jll-1.l(a YTBepJK.nae-r~' 4TO' BO BTOPOM KJJac<::e HeT: 

' / •' ' 

1 · npHMblX, He· coBna.naromwx c. npHMofl o b . OTKasaBmwc1, oT .. riHToro 
nocTyJJaTa' EBKJll-1.l(a, / Jlo6a4~BCKHH TeM caMl:lM ,n;onycTHJI, 4TO -

' npRMl:le BToporo iCJiacca saqepq~11~aroT HeKoTopl:li1 o-r1Yl4Hl:li1 o-r HY~H 
yroJI d a:' C YI npoT11BOnOJIOllCHl:li1 eMy yroJI. IIpYI ST.OM' npHMHe ' 

( . . . . . •'. . . .. ,.. . . " .. 
. "nepBOI:'0 K.nacca ,ll;OJll!CHhl npoXO.l(v!TI,. BHYTPl-1 yr JJa c' 0 ct' . 

""\ . Hpv! TaKdH_ aJJI,TepHaTY!Be v!3BeCTHOe eB!{JI,YIJlOBO on'pe,n;efeH~~ 
napaJIJJeJJI,HOCTvl npRMl:lX HYJK.naeTCR 'B YT04HeHH11, noTOMY >ljTO, 
np11HRB era, . Ml:l ,ll;~Jll!CHl:l 

0

61:lJiv! .. 6~ Ha31:lBaTI, ~PRMl:lMtt>: : 
napaJIJJeJII,Hl:lMYI 'npRMOH 1,. He TOJlhKO' npHMYIO ''o b, HO' 'vi Bee 

I ' _, \ ' ••·• ' I , ~ _ •• -~ , • , • • • • • _, 

npHMl:le onpe,n;eJJeHHoro Bblllle, BTOporo KJJac~a. Mel!C.llY TeM ,i npHMl:le 

1
, :o c 11 ' o d' , ,. HB.JJHHCI, rpaHvtl!Hl:lMvt; saHHMaroT BO BTOPOM KJJacce 
. 0C06oe' MeC'l'O.. VIM~HHO 1-1x-rn' Jlo6a4°eBCKl1H' 11 tta3BaJI ~pHMl:lMl-1, 

napaJJJJeJ11,HilMv.; i1cxo.nHoi1 npHMOi1 · L, · .no6aBJJHH, : l!TO rpaHH4HaH 
ilpHMai o c • napaJJJieJJiH~ npHMbi1 :1 .. B :o,n;Jiy cTopoHy, a 'rpatt114HaR · 
np~MaH · o · d~ ,,... B ; . .n;pyryio: OcTaJII,Hl:le npRMl:le: i1s· BToporO K.iiac·ca · 

' . ','' ,' .. . ) '' .· ' " ,·, ' ' '., ,,,' 

'./OH HasBaJI ·np.HMl:lMl-1, pacxo.nHlllHMHCH c 1.> Yro.Ji a_o c .Jio6a4eBc
1

KHi1 
Ha3Bcl.JI : yr JlOM napaJJJJeJlhHOCTv! w o6osHa q~JI TI; OH )(oKasa.ri. '[ 2, 
. ·.-. • , ' .·.. . . . - • . -~ ' • t ". ~ - ... )- ' .... : 

c. 120]. , 4TO yroJI TI CBR3aH C ,ll;JIYIHOl-1 p nepneH,lJ;v!KYJJHpa .0 .,<; 
• ' •· I ' '• • : , \ 

saBYICYIMOCTI,IO 

TI. ·JL tg 2 = exp (- ,y.). -~ (27) 

·· 3Ty saBicYrMOCTh HeTPY.llHO corJiacoBaT1, c qiop_MyJJoi1 (24). 
~a p11cyHKe, 3 HapH,n;y C ·npHMOH ( 22) 11306pallteHl:l .l(Be napaJI.fieJJI,Hl:le 
npRM~e -

1
npHr,,aH~ g = Eo + R cos'.TI, nepec~Ka!Olll~H npHMYIO (22) . 

_no.n ~rJI()M TI, , vi' npHMaH• r, = Eo ,, .nepne!1,JJ;11~YJIHpHaH, K npHMOH 
( 22). )lJJYIHY p . nepneH.l(YIKYJIHPa o a MOllCHO Hai1TYI . no qiopMyJJe 
( 24)_, . no~ar~H- ~

1
= · TI., .· l)Ji f, .. s

1
·2' = p. ':B _'pesyJihTaTe 

. noJiyqaeTCH qJOPMY Jia ( 27) •. BBH,ll;Y KOHqJOPMHOCTYI" MO,lJ;eJIYI IIyaHKape 
. .noKasaTh · paBeHc_TBa :~l)J 

1 
= ·: TI·,. l)J

2
= ½ . MOlltHO •. c - n0Mom1,ro , 

' nJJaHY!MeTJ)l:tv! . 'EBKJ!l-1,JJ;a:' ' 
·-

.\ 

9 



-:· 

_,, 

,, 
. P1-1c. 

', ,·,, 7 • . IlnOutaJU, TpeyronbHifKa B ~nnaHHM8TJ)HH Jlo6a'leBCltOro ,~ 
' .' TpeyroJJ.bffHK:' Ha n.rioeKoch1. '.Jlo6a 4eBeKoro ( B. OT JJHYHe. ·oT 

TpeyrOJJbHHKa Ha nJJoeKOeTH ,· EBKJJ~.n;a) 'MollCHO. O,ll;H()3Ha 4HO,, sa.n;aT.b 
era yr,JJaMtt X, Y,: z· ( npfr ·yeJJoBHH~ 4To wx: eyMMa_lvieHb'me '.lt). Ero 

'nJJoma.n;1, paBHa 

/ 

( 'i'.:.... X .::.. y, .- Z .) • 

. .UJJsi' .n;okasaTeJJbeTBa >. -STOH qio~MYJJhl npo,n;oJJlltMM ., CTOIJOHH ' 
• i TpeyrciJibHHKa TaK, KaK STO YKa3aHO,.Ha f}HCYHKe 4; K Kax,n;oti nape 
' ; JJy4e~. BHX;,ll;SllUHX' H3' O,ll;HOii,. H ',, Toti; x:e . BepmHHhl' TpeyrOJJbHHKa; ' 

npoBe,n;eM· napa~~eJJ.bHYJO npHMyIO; •,. TaK-npoJe,n;e1rnhle npRMhle rioriapito 
' • •• :.· _,.. •• ✓ •• • • : \ ,-... , .- ","· ; •• ·::-' • ' • • .... ,· • ', •• - ; • • 

• napaJJJJeJJblffi' H' eoeTaBJJHIOT . nOJJHoe,TblO BhlpOllC,ll;eHHhlH TpeyroJJbHHK, 
Bee · • yr JJH K~Toporo , pa~HHIOTC~ ·. HY JJJO, . a BepmHHhl , JJeir;aT 

I 

B 
6ecK;Hel!HOeTH. 06osHa1h1M era n;oma.n;b qepes·p~, ~, OH ;'eoeTaBJJeH , 

, , 

.. :/<·_.z··_•_ .. '.-_:.~ >'\_\ , 
. -· ' ·, ... ~ \.. 

- . - .' \ ·.··: ' 

( 3Ta, KOHlf).wrypau.wsi•·yKasa~a •fayceoM · •' 
KaK pas B c·BH3H C Bonpo~OM. O eyMMe ,yrJJOB' '.l'peyrO~bHHKa)' 

"} 
·:~ /,. 

,; 

' ( · 

.J< 
, ,J..a. 

·' 1 . 
I 

~" .. 

• \ ,f. 
I 

' t 
[ 

q 

, l-13 Tpex Bhlpo:1.n;eHHhlX TpeyroJU,HHKOB H 1-iexo.n;Horo ,· TpeyroJJ.bHHKa C , 

yr JJaMH x_, • Y, ,z/ B ~ax.n;oM: H3 STHX, -, iraeTMt{~O BhlPOX,l{eHHhlX 
TpeyroJJ:&HHKOB .n;Ba yrJJa paBHhl.· HYJJJO. · · OeTaJJ.bHHe · yr.nhl paBHl:l B 
o.n;HoM '.JC - ,· X, B .n;pyroM i - · y ~. B TpeTE>eM x · - z. 06osita tim.i HX 

n~6ma.n;11 F. 1 ~ F 2 , F 3 ~ KaK BH.n;Ho,: 
_. -. ' . . . 

~ .~ 

F = F + p··,+ F +.F 
. 0 1,'. 2. ', •3. 

(29) . 

C noMOl!l.bIO Mo,n;eJJH . TiyaHKape HeTpy .n;Ho , HaiiTH nJJoll(a,llW 
BHPOlK,n;eHHHX , TpeyroJJbHHKos:· B .. KalieeTBe ·, 6asweHoro · · ny4Ka 

'. - \ .. -: ' •• - '< '.' •• •• - ' ,. • • .- : ' ' , ,: ~ .,- • _.,_ \ -

npHMhlX,' np.wBe.n;mHX' Hae , K Mo,n;eJJH TiyaHKape, . BH6epeM .ny40K "'z,;---
np~MhlX, ' napaJJJJ8JlbHhlX _, . .llBYM·.: '. eTOPOH~M- BHPOZ,l!;eHHOrO 
Tpey:i:"OJJbtt~Ka. ·. Toria" -·~TOPOH~. m)JJHOCT.b!O 'BhlPOJ:,D;eHHOf'.O 
_TpeyroJJ.bHHKa npe,lleTaBHTeH'ypaBH~HHHMH 

·-:--•e, 

g = g -~ R 'T)=/R2,_ (~ :....'g )2_ 
. '. ·.1 0 ' , 1 

I ' "' ·· . ' , .. ·." ' 0 . ' I 

,I, 

,,~·-. 

:·,. . .. 
. CTopoH.H l!Ce qaeTH4HO O BHPOZ,D;eHHoro 

OT JJH4HHM · oT HY JI.fl ' yr JJOM ,- · · paBHHM •. · x 
.~ I - ,- ' .o ~ • • • ~ , 

npe,lleTaBHT:i? ypaBHeHHHMH ,· 

-- ~, 

1 g, = 

( 30) , , 

TiyaHKap.e: •· \ 

'TpeyrOJJbHHKa e, ~-. 
. ·X ',. · ... MOEH~ 

x ·.· 

(31) 



~,-

'i,' 

. ·:, 

./ , . .,,, .. 

TaKOH TpeyrOJlbHl1K B MO.i{e.nw TiyaHKape l1306pal!teH''Ha PHCYHKe 6. 
. . •\ _.,,, ' 

' '' _, 

/, 

"\ ! 

---.. 
- PHC. 6'. 

: ' .na.nee~ TaK KaK ,KOOJ),D;l1HaTH Ii,; 1) OPTOf'OHaJlhHH,' To' SJJeMeHT 
·ct 'c(,f!J1oma,n;11, Ha , n~OCKOCTH . J106a11e1;ioro .· ~a~eH . npOl13Be,n;eHl1IO. 

,D;Jll1H SJJeMeH;~pHHX CMell\eHl1H 110 KOOJ),D;l1ti°aTHhIM Jll1Hl1HM; TO eCTb • 
,{: . . ·- , . 

d. _ k d g: · k d n .• :!: k2 
0 ·- 1) 1) . 

d g ct·] .. -
1)2 

(32) 1 

. CJJe,n;oBaTeJJbHO, nJJomaJ,lb F 1 paBHa l1HTerpaJJ_Y--

, : j - k2 d' g j · _g___jL ·= k2 

go-' R t. 1)2 ., 

· r,n;e 

,a, 
J. 

go:.: R 
JLL 
v 

' \'-

·,X. , 
k2 J d ~ 7 X k2

, 
-o 

I 

t = /R2 -_ (g\-- go)2 ~- a ~.1;
0 

- R cosX. · 
~ 

liHTerpa.Ji 'B3HT C \ nOMO!UbJO 3aMeHH nepeMeHHOH g 
KaK npe,n;eJibHHH. CJiyYatt .. OTCIO,D;a rioJiy~aeM 

.. 'po'~ i k2 
• 

. KpoMe Toro 11MeeM 

,, F1 ;;,. k2, X , ; F2. = k2 y -; ·- ' ,F3 ::: k7 z 
I '> •. • ' '\,,, 

• H3 ( 29 ) : _ ( 33) 11 ( ~4) de,n;yeT ( 28) • 

12 · - \ ·, 

.• r j 

= g6_- R cos~-

•=. ! 

(33) 

7 

(34) 

,,/ 1'' 

r 

"-' 

Jio6aqeBcKun noJJaraJI.k = 1. HaM npwHTHo nocJie,n;oBaTb ·era 
•. 'np11Mepy, TeM 6oJiee .. YTO . C iPYH~aMeHTaJJI,HHMH. KOHCTaHTaMH 
. aHaJIOrHYHO . nocTynaIOT a;3TOPH COBpeMeHHHX. MOHOrpaqJHH - no 

TeopeT11qecKott qiHSHKe ( Hanp11Mep, 'i3 ~ [ 5) noJIOlK~Ho , h == c · == 1 ) • 

· · 8. rpynna waoMeTpi.tit nnocKOCTM Jlo6aqescKoro" · 

l13 ,D;BYX BemecTBeHHHX KOOp,D;HHaT g l1 1) TiyaHi<ape · CO.CTaBHJI· 
,- O,D;HY KOMnJJeKCHYIO imop,n;HHaTy z = g + r' 1) l1 HameJJ, qTo rpynna 

l130MeTpHH · nJIOCKOCTH ·1106a11eBCKbro • 'i l130MOP¢Ha -. rpynn~ -
1 

,npo6Ho...'.JIHHettHHX npeo6pa30BaH~H . .. 

-~· ··Az+·B . 
z = .· C z + D ' ..• • "' .~--/ 

.< 35) 

' 
r,n;e . KOSqiqmuHeHTH A, B: C, D. BemecTBeHHH l1 y,n;oBJJeTBOPHIOT .. 

7 ' • - • '•' ' , ' ' • 

YCJJOBHIO 

I A D ,;.. B C =· 1.- • · ( 36) 

~·' IloJJaraH Z = g + .L .1) - , •1faxo,n;11M rpynny . l130MeTpHtt 
nJJocKocTH Jl~{fa11eBcKoro ·B · op11u111<J11111~c~11x koop,nm1a-rax TiyaHKape_ 

~ _ A C ( g2 + n2 ·}-- + ( · A . D + B C ) '"g + B D .. 
[- " 2 :2. . . 2 ' ' c.:: ( g + 1) ) + 2: C D g t-D ... 

, .( 37) 

. 1) :-· 
c~ < · g2 + n2 j + 2 _c .n g + n2 

--J ~ -----
'HMeet.i-TaKxe --

~2·- ~·2 ~ ·. 'A2 ( g2 '+ n2 f+"" 2 A J3 'g +B2 
(38) -g+1) -. . ... . .· . , 

, _ · c2 -c g2 . + n2 >. + 2. c n g .-t n2 

- ,-

,· 

13 --



,.,,,,.,,.,,. 

·' 

-...., 

,, 

_;~ 

-dz:=. dz 
C z + D )2 

• '(39_) . 

./ -. 
Id ~I Id :.zl · 1 

/ 
,: . ( 40) 

T) T) , . 

. / .. ·'· 

IIocJie.l(ITTIH qiopMyJia · osHa ttaeT ~ · ttTo -· ycJ10B11e .- 11soMeTp11ttHocT11 

· Bl:lnOJIHHeTCH. · 

IIo.nttepKHeM, · ttTo Kal!C.noii BemecTBeHHOi1 MaTp11ue·· 
;; . . , . , 

-·[ A B ) c· • D,: '. 
( 41) 

-~· 
y.noBJieTBop.HIOl!lei1 ycJIOBHIO ( 36), cooTBeTCTBYeT 11soMeTp11i=I ( 37) ~ • 
np11tteM'inIJ()H3Be.neHl1IO ·TaKl1X.MaTPl1U 'cooTBeTCTByeT npOl13Be,neHl1e 

' . , , I ., 

c'ooTBeTCTBYIOllll1X l130MeTpl1H. I .. , , - , 

9~ Ilpeo6pa3osaHH.R Boron116osa H. nom1pHa.R. cHcTeMa 
. JtOOP.l(HHaT na· IJnOCKOCTH ,Jlo6a'leBCKOrO .·· 

EcJIH f.10.l{C'faHOBKa (35) )/.l{OBJieTBOP.HeT YCJIOBl1IO 

·, 
B =· C, · 

7 
.. TO MOJKHO noJIOJCHTI:, 

\.' ' 

A = ch 4- + sh· 4-- cos cp, •. · B = sh 4- sin cp, 
. • L L L 

. s --·; 
'C=•Sh-,, sincp,: 

, L 

. ✓ s .' s 
. D = ch 2 -::-. sh_ 2 cos cp.· 

~ 
,::---. 

I 

(42) 

(43) .. 

MH<::>:leCTBO TaKHX .·ll0,llCTaHOBOK He HBJI.HeTCH no,nrpynnoii rpynnl:l 
l130MeTpl1i1,- o.n~aKO ' OH6 l1HTepeCHO B: -,npyroM ·oTHOllleHi-111: . ero 
y.no6HO OT06pa3l1Tl, Ha nJIOCKOCTI:,, Jio6a4eBCKoro: C OTMetteirnoii 
TOttKoi1, · Bl:l6paHHO~' B · KattecTBe· ; HattaJia noJI.HpHoi1 c11cTeMl:l 

. ' 

'. 

14 

' 

,--· 

'i, 

,)".-

. i, 

----

-
-._ KOOP.l{HHaT S, (j). :IJyCTI:, 9TO 6y,neT TOttKa Z = i. (To· eCTI:, TOttKa 

~- = 0, '.'. 1J - :::;-:-: 1); a cp, - yroJI, OTCYl1Tl:lBaeMHA no. qac6BOA CTpeJIKe 
OT oc11~T). IlpOBe,neM ttepe3STY TOYKY Jiyq nci,n;.yrJIOM cp K OCWT) 11 

l , . . , . . , . • ~. , ·, • 

Ha._ 9TOM Jiyqe OTMeTHM TOttKY _. Z, OTCTO.HlllYIO. OT TOttKl1 Z . = _ t Ha 
'pac'cTO.HHl1l1 s ~(6M. p11c~ 7). TeM .c'aMHM KaliC,l{OMY npeo6pa30Bamuo 
EorOJII060Ba Mil .. CTaB11M. · B · onpe.l{eJieHHOe COOTBeTCTBHe TOttKY, 
J1e:acamy10 Ha , . nJIOC~OCTl1 Jlo6a qeB2Koro ;-' 11. : Hao6~poT. 'np11 
Bl:l6paHHOH. nOJiflpHoi1' Cl1CTeMe KOOp,n11HaT, '. 1<'a:r,noti TOttKe, Jie:rameA 
tta nJiocKocT11 > 'Jio6a tteBcKoro, MH · cTaBHM B onpe,neJieHHo~ 
COOTBeTC;BHe -npeo6pasoBaH11e Eoro~1060Ba •. · . . .. . 

,· •'· ' .--, . . 

' T) 
\, I ·,.. 

,.~ 

MOJ.CHO BCTaTI:,~ .Ha ,rnyio, TOttK'y 3pem1.H 11, 'CKa3aTI:,, ttTO -
· Ka:r,noMy. npeo6pasoBaHHIO . EoroJiio6oBa· Ml:l _ ·n~cTaBHJI11 : B 

_ coo-rBeTcTBHe ·c 11soMeTp11io : n~ocKOCTH • Jio6aqeBcKoro·,. '.cMenta10my10 .··. 
. · Ha~a.rio KOOp,n11HaT no asHMYTY. cp 1 Ha; paccTOHHHe · s: Ilp~- sa,naHHOM 

a3l1MYTe .' (j) . MHo:reCTBO . TaKHX . npeo6pasoi3aHHH ... HBJI.HeTC.H . rpynnoA •. 
PaBHl:lM ;o6pa30M ·, 11 :MHOlCeCTBO .npeo6pa30BaH11i1 ~ EorOJII060Ba· npH 

sa,naHHOM: asHMYTe cp HBJI.HeTCH ( o,nHon~paMeTp11qec~oi1)'fpynno~. 

10~ Cne1tHan1,111i1enpeo6pa8Q!laHMJ1-Boron1D6osa 

CrieuHaJJI:,HOe npeo6pasoBaHl-fe -Eo~OJII060Ba:. n;~yqaeTCH 113 
·. o6mero, ecJIH noJIO:tHTI:, <P = o. TaKHe npeo6pa30BclHHH o6pasyIOT ._.· 
. rpynny •, CorJiaCHO. (43~ '_npH 9TOM . . . 

,;-' 
. . ' 

A =, D~\,,; -~ip' _½ , 'B=C=o·. 



/, J ' . ' . . . .· ·, . ' 
- Cneu11a.JibHOMY _. npeo6pasoBaHHIO Eoro.JI1060Ba - Ml:l- ; conocTaBJIHeM 

l • : • ~ • a • •-. " , • • f .' • . \ • • \ 

1sii;ec1 cJieii;yiomee npeo6pasoBaHHe n.JIOCKOCTM Jlo6a4eBcKoro · .B 

B MO.n;e.JIH IIyaHK~pe: . 

z ·= · z exp s '. ( 45) 

- ' '\. - , ··: - . '· . . 

O. cneu11a.JibHl:lX npeci6pasoBaHHHX Eoro.JI106OBa--cM. · [ 6J. 
\ -. - _- - ' '. ,- ---

. . . \ . - ' . . 

c-· ,n;pyroH CTOPOHl:l, -HHTepeCHO ,n;ono.JIHHTb npeo6pasoBaHHH 
. Eor~JII06oifa ,n;o :rpynnl:l,. '11soMopqiHO~ rpynne ---i-tsbMeTpHH nJIOCK~CTM 

. Jlo6a4~BcKoro, CHHB ycJIOBHe (42). · · -
·.,I 

11 ~- OT06paaeH1Ae nnocKoCTH ·.no6aqeacKoro Ha r1,1nep6ono1,1n 

• • • • • • • \ ,. • ' ' '·-.:' ·_ L ~ ·, I ; -

B BOCbMH.n;ecHTHxro,nax-(npomJioro BeKa)' IIyaHKape saMeTHJI, 
, -qfo.: ·reoMeTpHH -- Jlo6a 4eBCKor6 . peaJIH3yeTCH - tta\ • rHn~p60JIOH,ll;e,. 

' \ . . -. . . ·. / ~ /.- .. '· 
JieJKal!leM B aqiqJHHHOM ·, npocTpaHCTBe CO ~SHaKOHeonpe,n;eJieHHOH _ •-

MeTpHKOH (7).- 0TCIO,ll;a ~c.iie,nyeT, . ~TO rpynn~ JlopeHUa H30MOP~Ha 
rpynne ·· · H30MeTpfiH · npocTp~J-1.CBa -·. Jlo6a qeBcKor;. --Hey ,nHBHTeJibHo; ·· -

. - . . ./ 

.4TO· HMeHHO IIyaH!tape .-_ BBeJI . B qii13HKY - TepMHHH "npeo6pa30BaHHH 
' . . . .. : . •. -- \ 

JlopeHua" H -"rpynna JiopeHua". - -
: 0TO?IJallteHHe . nJIOCKOCTH . Jlo6a 4eBcKciro ' H:a · noJiy: PO '>' '·o 

rmiep60J1ov1,n;a· 
. ·., .·, 

, p~ 'Po :-- p 1 P.1 .-:-: p 2 p2 = 1 (46) · 

,n;oc'l;vtraeTCH· c no1v1om1io qiopMy.JI ~ _ 
, 

P = ·chs 0 , P = ~sh s cos cp , - P ·· = 
, 1 - - 2 

sh s sin cp . (47) 

/ 

HJil1, '1.!TO BCe, paBHO, , 

E2- 2 p =· +] + 1 
0 2 1J P 

' l! - E2 2 
, 1 = ~ ', p = + ] . 1J . 2 .... 2,1J '<48) 

l . 

.. ,16 

- -~ 

• I 

' ' 

'--.__, 

: IIepexo,n; OT OPl1Ul1KJll11.!eCKl1X Koop.n;MHaT - g; 1J K . noJIHPHl:lM 
KOOP,ll;MHaTaM' p~(j),,l{OCTMraeTCH CJie,nylOl!ll1M 96pa30M.<CorJiaCHO (25) 
KOCl1HYC rnnep60JII11.!eCKl1H paccTOHHl1l'I p OT.T01.!Kl1 (0,1) ,n;o T~4Kl1 

- ·- . . " . . . ' . 
(g,1J) paBeH · · ~·- ,-· 

. ch p = g2 + ]2 +1 
? 1J ., .(49) 

: / -,,._. 

a npHMaH Jlo6aqeBCKOr'O, OTMe4eHHaH Ha·, qJl1rype' 7 CTpe.JIKOH, 
3a,n;aeTCH ypaBHeHHeM (21) np11"R:cos (jJ ; g·o• R_ sin 'cp = 1, OT-

_Ky,n;a • . '. 

tg_cp = 2 I:, ( 50) 
g2 _+ 1)2 _- 1 

,y ·-
· 12: Ilpeo6pa30BaHIAH ~~ro.rtm'6oB; ·1,1 npeo6pa30BaHHH JlopeHl{a ... > 

~ I, , ' . 

( 

-~ pe3yJibTaTe,no.n;cTaHOBKl1 <48) npeo6pa~oBalU18 EorOJII060Ba 
: npe,n;cTaB-~TcH qiopMY JiaMtt -repr JioTua [ 8, 9 J ' 

N 

P0 = P0 ch s + ( P1 _sin -cp + P2 cps cp,> sh s-, 
(48) -

----P
1 

= ~o 'shg, s'in· cp + P1 + 
,. 

---~-

+ ( P 
1 

stn cp __ + P 
2 

cos cp) (ch s--: '1) sin cp_, 

N ', . . . , . ; P 
2 

= 
0
P O sh s cos cp + P 

2 
+ 

+,(P 1 :~in cp + P
2

_cos rp) '<ch s 1): CO$ (p. 

-, 

- . 17 . 
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