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1. ВВЕДЕНИЕ 

Как и;:звестно, на суперпространствах можно построить скобки Пу­

ассона двух типов - четные и нечетные, в соответствии с их грас­
смановой градуировкой. С каждой и;:з :этих скобок можно свя;:зать га­

мильтонову систему [1,2]. Гамильтонавы системы с четными скоб­
ками Пуассона являются прямыми ( супер )обобщениями обычных и 
пмеют схоДные с ними свойства. После квантования они описывают 

динамические системы с бо;:зонными и фермионными (реальными и 

фиктивными) степенями свободы . В то же время свойства нечет­

ных скобок существенно отличаются от свойств обычных скобок 

[3] , отсутствуют удовлетворительные схемы квантования свя;:зан­
ных с ними гамильтоновых систем. В ре;:зультате нечетные скобки 

Пуассона не имели фи;:зических применений вплоть до со;:здания Ба­

талиным и Вилковнеским метода лагранжева BRST квантования 
(ВУ-метода) [4,5]. Его успешное применение в квантовой теории 

поля стимулировало и:зучение нечетных скобок и поиск их альтер­

нативных приложений: [3, 6-9] . В частности , окаvалось, что как 

для одномерной ( классическоii) механики Виттена [7] , так и для 
nроизвольной суперсимметричной механики [10] можно построить 

нечетную скобку Пуассона { , }1 такую, что 

{х\ Н }о = {xA,Q}1 , 

где ( { , }0 , Н) - ;:заданная гамильтонова система, Q - ее супер:за­

ряд ( {Q, Q} 0 = 2Н, p(Q) = 1). Если исходная гамильтонавасистема 
интегрируема, а число бо;:зонных и фермионных степеней свободы 

совпадает, то нечетная скобка { , } 1 может быть невырожден­

ной [10] . Рассмотрение обратной ;:задачи (исследования систем , га­

мильтоновых относительно фиксированных четной и нечетной ско­

бок Пуассона) привело к и:зучению суперпространств с фиксиро­

ванными четной и нечетной симплектическими структурами . Ока­

;:залось , :эти суперпространства имеют необычные свойства , в ча­
стности [11] : 

1. конечно число бигамильтоновых относительно :этих структур 

механик; 

2. на :этих суперпространствах можно инвариантно определить 
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нечетный дифференциальный оператор второго порядка, яв­
ляющийся аналогом оператора ~ ВУ-метода. 

В [12J были исследованы суперпространства с каноническими чет­
ной и нечетной симплектическими структурами. Преобра::юваниям, 
сохраняющим эти структуры , соответствуют супералгебры , свя­
занные со " странными", допускающими, как известно, введение не­
четной формы Киллиига [13J . Однако этот случай лишен бога­
того геометрического содержания - ука::занные канонические пре­
обра::зования линейны, а оператор ~ имеет канонический вид 

~ can = __!!!___ • 
дхiд()i ( 1.1) 

Позтому представляется интересным изучение нетривиальных су­
пермногообра::зий с четной и нечетной симплектическими структу­
рами. Uример такого супермногообра::зия был построен в [14] мето­
дом гамильтоновой редукции. Оно ока::залось ассоциированным ка­
сательному расслоению CP(N), а симплектические структуры на 
нем имели специальный вид , сходный с видом симплектических 
структур на кзлеровых многообра::зиях. 

Мы покажем , что похожие структуры можно построить также 
на супермногообра::зиях, ассоциированных касательным расслоени­
ям прои:звольных кзлеровых многообра::зий, и рассмотрим на них 
отмеченные выше специфические св ойства с уn ермногообразий с ч ет­
ной и нечетной симплектическими структурами . 

Введем понятие четной и нечетной кзлеровых структур на су­
пермногообра::зии: 

Определение.На суnермногообразии задана кэлерова с труктура чет­
ности к (к = О , 1), если на нем :задана четная комплексная струк­
тура и вещественная симплектическая структура ч етнос ти к, 
имеющая в локальных (комплексных) к оординатах в ид: 

nк = -z( -1)РА(Рв+к+!)gк AЁJdzA 1\ dz 8 (1 .2) 

р(g~<Ав) = РА + Рв + "- , g~ЁJ = ( -1 )1Рл+к+J)(рв+к+J)9"в.д. 
И:з :замкнутости 2-формы (1.2) следует , что существует локальная 
функция I<( z, z) четности к (кзлеров потенциал) такая, что 

к дL дR Tn <( -) (1 3) g АЁJ = дzА дzВ J.\ Z' Z • . 
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Ясно, что кзлеров потенциал определен с точностью до голомор­

фной и антиголоморфной функций. 

Симплектической структуре (1.2) соответствует скобка Пуас-
сона той же четности : 

{f g} =tдRfgABдLh -z(-1)(Pл+~<)(pв+~<)anfgABдLh 
' . " дzА " дzВ дzв " дzА' 

(1.4) 

gABg" _ =БА 9Ав = (-1)(Рл+~<)(Рв+~<)gВА 
" вс с' " " . 

Мы говорим, что супермногообра:зие ассоциировано касатель­

ному расслоению кзлерова многообра:зия, если его ба:зовое много­

обра:зие кзлерово, и на нем (супермногообра:зии) можно выбрать 

системы локальных координат zA = ( wa, ()а) такие, что на пересе­
чении карт функции пер-ехода имеют вид: 

wa = wa(w) (а)' ва = L ддw:вь (Ь), (1.5) 
ь (А) 

где (1.5а)- функции перехода ба:зового многообра:зия. (Как и:звест­

но, каждому суnермногообра:зию можно ассоциировать некоторое 

векторное расслоение с той же ба:зой [1].) 
Эти суnермногообра:зия мы будем обозначать через SM , где 

м - ба:зовое (кзлерово) многообра:зие. Координаты zA = (wa, ва), 
в которых функции nерехода имеют вид (1.5), мы будем на:зывать 
каноническими. 

Каждой нечетной канонической координате ва на SM , очеви­
дно, ~оответствует 1-форма di..Ja на М, nозтому SM являются удоб­
ной моделью для рассмотрения особенностей суnермногообра:зий с 

четной и нечетной симnлектическими структурами. 

Работа nостроена следующим обра:зом: 

Во втором ра:зделе на S М nостроены четная и нечетпая кзле­
ровы структуры. Приведены nримеры их реализаций на cN+l.N+l 

и SCP(N). 
В третьем ра:зделе найдены системы,: бигамильтоновые · относи­

тельно четной и нечетной скобок Пуассона на S М. Они оnределяют 
векторы Киллиига соответствующих кзлеровых структур. 

В четвертом ра:зделе на SM глобально nостроен оnератор ~' 
исnользуемый в ВУ-методе . Он соответствует оnератору дивер­
генции ба:зового многообра:зия и :зависит от его (ба:зового много­

обра:зия) характеристических классов. 

з 



2. ЧЕТНАЯИНЕЧЕТНАЯ КЭЛЕРОВЫ CTPYK­
TYPЬIHASM 

В этом ра:эделе мы nостроим кэлеровы структуры на S М. Для 

этого на нем достаточно nостроить симnлектические структуры 

вида (1.2). 
Пусть K(w,~)- локальный к:элеров nотенциал ба:эового многообра­

зия М: 
д2К • 

9аЬ = дwад~Ь (2.1) 

Поэтому, если K(w , ~) и K(w,~) - кэлеровы потенциалы на перс­
секающихся картах и и U , то на и n U nри nреобра:эовании (1.5) 
они св.mэаны соотношением 

K(w(w) , ~(~)) = K(w,~) + f(w) + ](~ ), 

где f(w), ](~) - голаморфная и антиголоморфная функции . Тогда 
оnределенные на S М локальные функции 

K 0 (z , z) = K(w,~) + F(zgaьBa{JЬ) 
' 

(а) 

(2.2) 

Kt( -) - дК (}а - дК оа z , z - ад +а 8_ 
(/.)а wa (Ь) 

(где F(x)- nрои:звольная скалярная функция , а- прои:звольная ком­

nлексная константа, ( W 11
, (}а) - канонические координаты) при nреоб­

ра:эованиях (1.5) изменяются на голаморфную и антиголоморфную 
функции . Следовательно, они :задают посредством (1.2) и (1.3) гло­
бальные четную и нечетную:замкнутые 2-формы на S М. Поскольку 

метрика (2.1) на М невырождена, то, nотребовав F'(O) i= О , полу­
чим , что :эти 2-формы невырождены. Мы дока:эали 

Утверждение: На суnермногообра:эии, ассоциированном касатель­

ному расслоению nроизвольнога к:элерова многообразия, имеются 

четнаяинечетная к:элеровы структуры . 

Соответствующие nотенциалам (2.2) симрлектическ~сtе структу­

ры имеют вид : 
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no = -z(L~gьcdw11 Л dWc + zW:gьcD(}a Л DOc) 

nt = -Z9аь( adwa Л DОЬ - iid~b Л D811
) , 

где D(}a = d(}a + гьc(Jbdv.JC 
а -ь 

r = zgaьB (} , 

(а) 

(Ь) 

L~ =Б:+ zF'(r)Rьcd-acod , w: = F'(r)Б: + zF"(r)Ocgac(}a , 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

Гьс = gad9cJ,c- согласованная с метрикоi.J: (2 .1) связность и RьcJ = 

гьс,d- кривизна ба:эового многообра:эия. 
Обратим внимание, что nри nереходе от (wа , ва) к "кокасательным 

координатам" (w11 , В а = 9аь0ь) нечетная симnлектическая структура 
nриобретает канонический (в смысле теоремы Дарбу [2, 15]) вид . 

Очевидно, что на S М можно nостроить к:элеровы структуры 
более общего вида, nоложив в (2.2а) F = F(r, r 1 , r2, ... , TdimM ), где 

Tk = tr( zk ,(}cOd)k .cd (2 .6) 

соответствует k-ому классу Черна ба:эового многообра:эия. В (2.2Ь) 
можно взять в качестве К четный к:элеров потенциал на SM. 
Мы можем получить также четную и нечетную к:элеровы струк­

туры на суnермногообра:эи:и более общего вида, взяв в качестве М 
не м:иогообра:эие, а суnермногообра:эие с некоторой (в том числе и 

нечетной) к:элеровой структурой . 
Рассмотрим nростейшие nримеры: 

Пример 1. S M = CN+l .N+l - '(N + 1.N + 1 ) -мерное комnлексное 

суnерnространство. Положив F( х) = - 1 , а = z , nолучим канони­

ческие четную и нечетную симnлекти·ческие структуры , которым 

соответствуют скобки Пуассона 

{ zn' .zm } о = zБnm {ryn,i]m}o = Бnm (а) 

(2.7) 

{zn,i]m} 1 = Бnm {.zn,rym} 1 = Бnm (Ь) 

Пример 2. SM ·= SCP(N) . Пусть К = log(1 +: wa~a) - потен­
Цitал Фубини -Штуди кемnлексного nроективного nространства , 
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F(x) = log(1- х), а= l . Кэлеровы структуры с такими потенциа­
лами были получены в [14] гамильтоновой редукцией канонических 
скобок Пуассона (2.7) на C(N + 1.N + 1) по действию суперобобще­
ний U(1) (подобно построению метрики Фубини -Штуди на CP(N) 
редукцией CN+l по действию U(1) ). 

где 

Соответствующие им скобки Пуассона имеют вид: 

{wa,wь}o = ~ (ЬаЬ + wawb) _ аааЬ , 

{wa, иь}о = ~{waaь+J.L(baь+wawь)], (а) 

{ а - Ь} = а ,а о 
1 
А [(1 + lJ.Lfi)bab + wawb + l(aa + J.lWa)(ab + jiwb)] 

{wa,wь}l = О 

{wa,aь}I = (1 +wсwс)(Баь +wawь) , (Ь) 

{аа, аь}I = (1 + wcwc)[aawь- wааь + (Ji- J.L)(ьаь + wawь)] , 

а - а b;rb wawv 
А= 1 + wcwc - lacac + l 1 + wcwc 

waaa 
J.l = 1 +wьwь 

(2.8) 

З. БИГАМИЛЪТОНОВЫ МЕХАНИКИ 

НА SM 
Попытаемся найти динамические системы , бигамильтоновые от­

носительно скобок Пуассона, соответствующих симплектическим 

структурам (2.3). Это равно:значно нахождению пар вещественных 

фу.нкций (Н, Q), где р(Н)=О, p(Q)=1 , удовлетворяющих уравнению 

(У0А =) {zA,H}o = {zA,Q}1 , (3.1) 

где скобки Пуассона { , }о , { , }1 соответствуют симплекти­

ческим структурам (2.3). Очевидно, что эти системы суперсимме­
тричны: {H,Q}0 = {Q,Q} 1 =О. Уравнения (3.1) эквивалентны 
системе 

{ 
a'VaH = 
iiдLH = 

а 

LbдLQ 
а Ь 

lw:vьQ 

где дf = ;:а, L't, и Wьа определяются выражениями (2.5 ). 
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Учитывая правила дифференцирования по нечетным перемен­

ным, бе;з труда находим 

Н = H0(w,w) + zF'(r) д::~:ьоаоь 

Q = дНо оа - дНо о-а 
а-д +а-д_ wa wa 

где Н0 удовлетворяет условию 

д2Но гс дНо- О 
дwадwЬ - аЬ дwс - • 

Гамильтоннаны (3.3) :задают векторное поле 

v;- уа д уа()Ь дL 
о= -д + ь д() L.c.Ja ' а 

(а) 

(3.3) 

(Ь) 

(3.4) 

(3.5) 

И:з уравнения (3.4) следует , что гамильтоново (на ба:зовом много­
обра:зии М) поле 

уа= zi'aдHo 
дwь 

(3 .6) 

голаморфно и,:значит, является вектором Киллиига кэлеровой струк­

туры (2.1) ба:зового многообра:зия М . Тогда голаморфно также 

поле ' (3.5), гамильтоновое относительно четной (2.3а) и нечетной 
(2 .3Ь) симплектических структур на SM. Мы дока;зали 

Утверждение. Механики, бигамильтоновые относительно четной 

и нечетной симплектических структур (2.3) на SM , суперсимме­
тричны и являются векторами Киллиига соответствующих кэле­

ровых структур. 

Заметим, что поля (3.5) не ;зависят от F(r) и а и обра:зуют 
алгебру, и;зоморфную алгебре векторов Киллиига кэлерова много­

обра:зия М. Нечетные векторные поля на SM , бигамильтоновые 
относительно (2.3), в отличие от четных, уже :зависят от F(r) и а 
и некоторых дополнительных условий . Они не являются, вообЩе 

говоря , и:зометриями кэлеровых структур на S М , хотя также 
определяются векторами Киллиига ба:зового многообра:зия . 

7 



Если I = I( w, iiJ) - интеграл движения для механики на М с 
гамильтонианом Н0 , то функции 

I(w,iil) 
дЧ z оа -ь дwа дiiJЬ (} , 

д! оа д! оа 
дwа + дiila 

z( д! оа - д! оа) 
дwа дiila 

являются интегралами движения бигамильтоновой системы (3.3). 
Значит , эта система имеет по крайней мере два супер::эаряда. Рас­
смотрим простейшие примеры: 

Пример1. SM = cNн .N+l . Механики ' бигамильтоновые от-

носительно (2.7), определяются гамильтонианами [12] 

н h ( n -т n -m) -+ / т + -h - m 
even = nm Z Z - ZТJ 'r/ !mW rnW , 

- . 

Q h ( n -т n -т) + h. m h- -т odd = Z nm Z 'rf - 'r/ Z Z m 'r/ - Z m 'rf 1 

где hnт - (N + 1.N + 1)-мерные эрмитовы матрицы (обра::эующие 
алгебру u(N + 1)), hт - прои:звольные комплексные ·константы. 

Пример 2. SM = SCP(N). Векторы Киллиига CP(N) соответ-

ствуют гамильтонианам 

h -waiilc - trh + h Wa + h wa 
н _ аЬ а а 
о- 1 + wcwc 

(3.7) 

(обра::эующим алгебру su(N +1)), где hаь- (N.N)- мерные эрмитовы 
матрицы , ha - прои::эвольные комплексные константы. Бигамильто­
новые относительно (2.8) механики определяются гамильтонианами 

_ z д2 Но oaifь 
н -н ---д ад-Ь even - О 1 - т W W 

Q = z(дНо(}а- дНоВа) 
odd дwа дiiJa ' 

где Но имеет вид (3.7). 
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4. ОПЕРАТОР L\ НА SM 

Как упоминалось во введении , на супермногообра::эии с четной 
0° и нечетной 0 1 симплектическими структурами можно инвари­

антно определить нечетный дифференциальный оператор второго 

порядка (оператор д), являющиiiся аналогом оператора д на су­

перпространстве, исполь::эуемого в методе квантования Баталина­

Вилковисского [4 ,5]. В этом ра::эделе мы приведем его реали::эацию 
на S !11 и рассмотрим его простейшие своi1:ства. 
Напомним инвариантное определение оператора 6. [11] : 

дf(х) = .CI,d~( x; d~(x) = Div11d.f, (4.1) 

где I 1df- гамильтоновое относительно 0 1 векторное поле с гамиль­

тонианом f(x), .С-прои::эводная Ли на супермногообра::эпи [1] , хА -
лока..1:ьные координаты на нем, 

dv = p(x)dx = Jsdetn~8dx (4.2) 

форма объема, инвариантная относительно канонпческих преобра­

::эований 0° [16]. 
Во::эможность подобного определения дифференциального операто­

ра второго порядка свя::эана с отсутствием у n 1 инвариантной фор­

мы объема [3]. И::э выражения ( 4.1) следует, что оператор 6. :зависит 
от формы объема ( 4.2), являющеiiся характеристическим классом 
супермногообра::эия [16, 17]. Локально оператор 6. всегда можно 
привести к каноническому виду ( 1.1). 

Рассмотрим явный вид оператора 6. на SM . 
Соответствующая симплектической структуре (2.3а) форма объема 

( 4.2) имеет плотность 

p(w,iil,O,O) = p(r,r
1

, •• • ,rN) = dеt(БЬ + zF'(r)R:cd(}cifd) 
- Mll\11 \ MIM_1/ \ Т'tll l \ 1 (4.3) 

где r, r 1 , . . . , TN определяются выражениями (2.4), (2.6) , соответсву­
ющими характеристическим классам ба::эового многообра.::эпя . 
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Оnератор д на S М имеет вид 

где yra = gaьyr ь . 

t1 дL 1-дL 
ДJ = -( _yra _ _ -::-У'а __ )(pf), 

р а д(}а а д(}а 

Петрудно увидеть, что 

дL 

va д(}а 
дL 

' va дёа 

( 4.4) 

соответствуют оnераторам дивергенций Б'= *d'* , Б"= *d"* ба.;зо­
вого многообра.;зия М. 

Когомологии оnератора д соответствуют когомологням де Рама 

ба.;зового многообра.;зия . 
Заметим также, Что "nрои:зводящий функционал BV -метода" 

Z = f ехр( -zS)dv , 
lsм 

где ехр( -zS) является решением "master" - уравнения 6-ехр( -zS) = 

О, не ;зависит от выбора nлотности р(х) . 

В :заключение хочу nоблагодарить О.М.Худавердяна ;за nостоян­

ные nоле:зные обсуждения и ценные ука.;зания, в частности, ;за пред­

ложение рассмотреть на SM оператор д, а также И.А.Баталина , 
Д.В.Волкова,Е.А.Иванова, С.Л.Ляховича,Р.Л.Мкртчяна, В.И.Ог~­

евецкого, А .Г.Седракяна, В.А.Сороку, И .В.Тютина ;за интерес к ра­

боте . 
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ТЕМАТИЧЕСКИЕ КАТЕГОРИИ ПУБЛИКАЦИЙ 

ОБЪЕДИНЕИНОГО ИНСТИТУТА ЯДЕРНЫХ 

ИССЛЕДОВАНИЙ 

Индекс Тематика 

1. Эксnериментальная физика высоких энергий 

2. Теоретическая физика высоких энергий 

3. Эксnериментальная нейтронная физика 
4. Теоретичес кая физика низких энергий 

5. Математика 

6. Ядерная сnектроскоnия и радиохимия 

7. Физика тяжелых ионов 

8. Криогеника 

9. Ускорители 

10. Автоматизация обработки эксnериментальных 
данных 

11 . Вычислитель ная математика и техника 

12. Химия 

13. Техника физического эксnеримен~а 

14. Исследования твердых тел и жидкостей 
ядерными методами 

15. Эксnериментальная физика ядерных реакций 
nри низких энергиях 

16. Дозиметрия и физика защиты 

17. Теория конденсированного состояния 

18. Исnользование результатов и методов 
фундаментальных физических исследований 
в смежных областях науки и техники 

19. Биофизика 

Нерсесян А. П. .. , Р2-92-265 
К геометрии супе рмногообразий 

с четной и нечетной кэnеровыми структурами ' 

На супермногообразия х , ассоциированных касатеnьным 
рассnоениям кэnеровых многообразий, построены четная 

и нечетная кэnеровы структуры . Найдены механики, би­

гамиnьтоновые относитеnьно соответствующих им скобок 

Пуассона; они опредеnяют векторы Киnnинга кэnеровых 
структур. Построен анаnог оператора ~ метода квантова­
ния Батаnина-Виnковисского; он соответствует оператору 
дивергенци~ базового многообразия. 

Работа выпоnнена в Лаборатории теоретической физики 
оияи. 
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Перевод автора 

" 
Nersessian А.Р. Р2-92-265 
On Geometry of Supermanifolds 
with Odd and Even Kahlerian Struct~res 

On the supermanifolds, associated w~th а tangent 
bundles of Kahlerian manifolds, odd and even Kahlerian 
structures are ·constructed. Mechanics, which is bi­
Hamiltonian under corresponding Poisson brackets are 
found. They define Killings vectors of the Kahlerian 
structures. On this supermanifolds operator ~ of the 
Batalin-Vilkovisky quantization method is globally 
defined. It corresponds to the divergency operator of 
the basis manifold. 

The investigation has been performed at the Labora­
tory of Theoretical Physics, JINR . 
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