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1. ДЕЙСТВИЕ ДЛЯ ДВУМЕРНОЙ ГРАВИТАкИИ 

Как известно, имеются определенные трудности в динамическом 
описании двумерной гравитации, поскольку действие Эйнштейна -
Гильберта в двух измерениях является топологическим инвариан
том. Поэтому используют либо нелокальное действие для метри
ки'1 , либо действие, квадратичное по кривизне 2 . Однако, рас
сматривая двумерный репер как гравитационные степени свободы, 
можно построить локальное, квадратичное по производным дейст
вие ' 3 - 4 / -

S - — Г d z h C ( I l / C a , / 1 / 

где С.1),, =г7 h* - d y h ^ - объекты неголономности, h = det h . 
Ряссмятривяя бязис I-форм e a = h*dx' 1 , я = 1,2, имеем: 

: 0 -

где fu? - формя лоренцевой связности. 
Тогдя имеем 

С другой стороны, 

= -L (С h'' + C h h'' - С. ,. !i° h' l / ) . 
аЬ.д g a.i'H Ь b, fie а а, ар п о р 

Действие / 1 / можно зяписять в виде 

S = f * d e a A d e a . / W 

Особенностью /V-/] / является т о , что при конформных вярияциях 
реперя Sh - oh / 1 / генерирует конформную яномялию: 

h S = — Г d 9 zhcrR , 

где R = -2y„(h*C^ ) - двумерный скаляр кривизны. Используя от
меченную выше связь между СД, и '->ь,ц > а также справедливое 
в двумерии тождество /в евклидовой геометрии/ 
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(

a b

f = S a S b - 8 . f S h III 

и вытекающие отсюда соотногения 

" b = i r f b f c d " C d - / 3 / 

можно получить другое выряжение для скяляря кривизны: 

R = 2V г" , Л / 

где 

"и = '»» м " • w = тт f" к f а Ь • 
С lLa a 2 аЬ.а 
Особенностью действия /1/ является также неинвариантность 

его при локальных лоренцевых вращениях репера 8h* --fjjhb 6 : 

,5dS = -L f dszh<£K, 

где К = 2V „(h* ( а Ь С ' n / ) - некоторая скалярная величина, которая 
будет часто встречаться ниже. 

Используя те же соотношения, можно получить другое выраже
ние для К: 

К = 2V ,„" . /5/ 
и 

Уже здесь следует отметить определенную параллель между выра
жениями для конформной и лоренцевой вариаций действия /1/, 
а также между выражениями для К и R. Можно сказать , что К есть 
скаляр кривизны для дуальной лоренцевой связности. Отметим 
здесь, что К- конформно-инвариантная величина, тогда как ска
ляр кривизны R, очевидно, является лоренцевым инвариантом. 

Далее, зададимся вопросом, генерирует ли изменение /1/ при 
локальных лоренцевых вращениях репера лоренцеву аномалию? 
Напомним, что при конформных растяжениях репера генерируется 
конформная аномалия. Таким образом, следует проверить, являет
ся ли величина 
а(ф) = -L f dazh<£K 

коциклом, т.е. удовлетворяет ли она условиЗ согласованности 
Весса - Зумино / Б /. При локальных вращениях Sh*=fJh*/3 имеем 

8 ЯК = -2 V У " Э -
Р (i 
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Следовательно, применяя операцию кограницы к величине а (6) , 
получаем 

Ra = fd 2zh(*V ) (V' I
/S-/5V > (V"0) =0, 

т.е. а(<5) действительно является I-коциклом, а следовательно, 
К - лоренцева аномалия. 

2. МЕТОД СПУСКА 

Хотелось бы иметь когомологическое обоснование появления К 
в качестве лоренцевой аномалии. Напомним, что аномалия являет
ся I-коциклом, и существует метод получения выражения для ано
малии, известный как метод спуска в . Суть его в следующем. 

Для получения аномалии в двух измерениях следует рассмот
реть в четырех измерениях замкнутую инвариантную форму 

о> , = R k Л R , -1 и а 

где 2-формя кривизны вследствие ябелевости 2-мерной группы Л о 
ренця имеет вид R | = doj§ 

Дялее следует ряссмотреть форму 

f"_l = d f " 0 ' 

где т0 - ш [ Adr.j , которяя при лоренцевых врящениях S , M * = 
= etd<t> изменяется кяк ?>,ыа=йы. , где о>1 = <\&ы я <Ь . Соглясно 
общему рецепту ю, и дяет выряжение для яномялии 

ах (ф,<„) = Г Ф(\<*ш\ = - fd 2 zht fR. 

Таким образом, метод спуска показывает, что лоренцева аномалия, 
как и конформная, в деумерии должна быть пропорциональна скаля
ру криоизны R, а не К. Можно заключить, что, поскольку К также 
является аномалией, метод спуска не дает в двумерии все нетри
виальные коциклы. 

3. МЕТОД ПОДЪЕМА 

В двумерии применительно к поиску конформной аномалии пред
лагается использовать другой метод, который можно назвать ме
тодом "подъема'1. Суть его заключается в том, что на двумерном 
многообразии рассматриваются инвариантные 8-точные формы, где 
<5 - оператор, сопряженный оператору внешнего дифференцирова-
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ния d : 
8 = * - 1 d * . 
Здесь * - оператор дуализации Ходжа. 

Прежде в с е г о няйдем зякон преобрязовяния формы с в я з н о с т и 
при конформных преобрязовяниях й е я = с т е я . 

Исходя из урявнения 

d e a + „,f Л е ь = О, b 

получаем, что при изменении 
е а , е а

 + , е а , 

a u \ а 
b о о 

должно выполняться уравнение 

(d<7«a
b f \r„a )Ле ь =0. 

Или по компонентам 

I b, cl I b с | 
Отсюда следует, что 

аЬ.с ас b DC a 
или 

Л,„а = ,аг",? а. /6/ 
о, /i b Ц 1' 

Рассматривая форму м = — ы . f a b , это можно записать в беско-
о ab ординатном виде: л 

.^ш =S *<r. /7/ 
Ряссмотрим теперь конформно-инвяриянтную й - зямкнутую нуль -фор
му ы, = й ( « Я м ) . По ней можно определить форму ы0 : 

го = й м п ; о>п = G>8&J ( 

которая при конформных преобразованиях изменяется на величину 

V " o = * ' " l • 
где <„ = V 8 ь - 2-формя, и н т е г р я л от которой рявен 
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а О , „О = f ft, =, fd2zh<r JL 

и является 1-коциклом конформной группы. Следовательно, в ка
честве конформной аномалии неожиданно получилась величина К, 
а не скаляр кривизны R. 

h. ОБЪЕДИНЕНИЕ КОНФОРМНЫХ И ЛОРЕНкЕВЫХ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ В ДВУМЕРИИ 

Здесь мы попытаемся связать конформные и лоренцевы преобра
зования, а также получение соответствующих аномалий как мето
дом спуска, так и методом подъема. 

От форм е 1 и е 2 перейдем к комплексной форме Е:Е = е' + ie 2 . 
Тогда преобразование Лоренца для Е сведется к умножению на ei(£: 

В то же время конформные преобразования имеют вид E->ea E . Та
ким образом, эти преобразования можно рассматривать как част
ные случаи преобразования Е . е л Е , где А = a + i<A. 

Предполагая инвариантность относительно таких обобщенных 
локальных преобразований , введем форму комплексной связности 

dE + I Л Е = 0 , 
R = dl . 
Найдем закон изменения I при обобщенных преобразованиях 
Е -. Е + АЕ , 
1 . 1 + ЛГ. 
Урявнения ня AI имеют вид 

(dA + Л Г ) Л Е = 0 . / 9 / 
Отметим, что существует два регения этого уравнения: 

AI = -dA, (ДГ^ = - З ^ Л ) ; / Ю / 

AT = - i S * A , (ДГ^ = -it"'da\) . / 1 0 ' / 

Умножение на -1 эквивалентно дуализации по лоренцеву индексу: 
-iE =б,.е +if e . Уравнение /8/ можно записать в виде 

de1 + l\ Ле 1 - Г 2 Л е 2 =0, 

/8/ 



de2 + Г Л е 2 + Г Ле 1 = О, 

что эквивялентно 

d e a + ы я Л е ь 

о = Т \ 

где 

яи Ья < » 1 8 
= - Г

2

) ' т а = - Г Ле 

/11/ 

Последнее уравнение - не что иное, как одно из уравнений гео
метрии Римана - Картана / 7 / с лоренцевой связностью м а и кру
чением Т а, которое в двумерии всегда выражается через свой 
след Q = Т а = Г, " ц ац 1(1 

Заметим, что из /10/ следует закон преобразования 

V r i = - d * ' (A aQ p--a„«7): 

в то время как из /10/ следует 

Д,Г, = 8*0, (A ,Q = f " 3 0) ; 

ДГ„ =-Я*ст , (Л ш =<9 а). 

Теперь найдем соответствующие коциклы. Предполагая закон /10/, 
т.е. A,F=-d\ , мы используем метод спуска и приходим к анома
лии 

а. (Л, Г ) = / AdF= fA[V (f ""Q ) - JL R]hd 2z, /12/ 
l ii v 2 

где R- скаляр кривизны метрической связности с учетом круче
ния. 

Для закона /10'/, т.е. A^I=-iS*A , мы используем метод 
подъема и получаем аномалию 

а„(Л,Г) =-i Г*Л8Г = 1 Г A[V, 1Q"--VK] hd 2z. /13/ 

Здесь К = 2V ш*1 определяется с учетом кручения, содержащегося 
в >. " 

Таким образом, нами получены выражения для лоренцевой и кон
формной аномалии с учетом кручения. Полагая кручение отсутст
вующим /Q„= 0/, заключаем, что обе аномалии пропорциональны 
как R , так и К. 
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5. ЗАМЕЧАНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО ЛОРЕНЦЕВОЙ СИГНАТУРЫ 

В случяе сигнятуры / - , + / объединение конформных и лоренце-
вых преобрязовяний имеет свои о с о б е н н о с т и . 

От форм е и е перейдем к мятричнознячной форме Е = е'+е 0сг_ , 
где air = 1 . Преобрязовяние Лоренця то гдя сводится к умножению 
ня мятрицу : 

Е . (ch<i + s l i ^ l E , 

я конформное - к Е -> е" Е . Следовятельно, конформные и лоренце-
вы преобрязовяния опять можно объединить : Я. Е = АЕ , где Л = 
= а + <Аг? . 

Урявнения с труктуры для мятричнознячной с в я з н о с т и Г = Г +• 
+ I Q <т0 имеют вид 

dE + I Л Е = 0, 

R = d l . 

Это эквивялентно 

de 1 + ] ( Л е 1 * 1 0 Л е ° = О, 

de° + I i Л е ° + I Q Л е 1 = О, 

что совпадает с уравнением de а + м ? Л е ь = Т а , где 

" a b — ^ b a - ^ O l - ' o ) - Т ^ - Г . Л в » . 

При обобщенных преобразованиях йдЕ = ЛЕ опять-таки возможны 
два закона для преобразорания связности I: 

v =- d A 

и 

V = V* A -
Умножение ня гт опять есть дуялизяция по лоренцеву и н д е к с у : 

<г ( е 1 * е ° . ) = f l e ° + f ° e S c . 
О 0 0 1 0 

Соответственно получяем двя коцикля 

» . = / Ad Г , 
/ I V 

а = f * А 8 Г . 
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которые аналогичны выражениям /12/-/13/- Заметим, что а игра
ет роль "мнимой единицы", определяя в /\h/ два независимых вы
ражения для аномалии. 

6. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ДВУМЕРНОЙ ГРАВИТАкИИ 
С ФЕРМИОННОЙ МАТЕРИЕЙ 

Здесь мы обсудим вопрос, в какой теории возникают аномалии, 
пропорциональные величине К. 

Рассмотрим двумерные спиноры (.'/ со стандартным действием 

S ̂  Г dszh,.', + D 1 6 . /15/ 
Здесь Dj - оператор Дирака: 

5, =1а"Я =ia''(r) + -i ,„ а. ) , /16/ 
где иь =ff,i72. 

Отметим, что в двумерии кручение не дает вклад в оператор 
Дирака. Используя соотношение o'V = f''<7a оператор /16/ 
можно записать в виде 

Б, = 1 / ( Й Д Л В ; ) , /16/ 

г д е о) "=<•,"'<•> a ' дуальная связность. 
При лоренцевых вращениях имеем 

6 
л ф6 = ~ Т "ь ф • 

я при конформных преобрязовяниях -

Л /л - ( Я о, a [I ft a 

Л О - — — и . " 2 
Относительно этих преобразований действие /15/ остается инва
риантным. 

Однако можно определить другое преобразование полей ф при 
конформных и лоренцевых преобразованиях: 

<i 
— — — fT , 

I'J ' = e e Ф . /17/ 



т,Х = Д. 
т а , h h b " 

It ab 
- Д , 

где hTf = as 

i', '= e "e- i g r T
(.', , /17 7 

где g - произвольное вещественное число. 
Эти преобразования оставляют инвариантным действие 

S - fd2zhu,D2i'; , /18/ 
где 

D n = in"(V -i B« ) . /19/ 
Здесь \ ^ г? - — г,. - ковариантная производная, согласованная 
с метрикой. 

Локальной конформной и лоренцевой инвариантности соответст
вует выполнение соотношений 

/20/ 
/21/ 

- метрический тензор энергии-импульса. 
"" а 

Инвариантность действий /15/ и /18/ относительно у -преобра
зований S..'/ = i а а, Ф соответствует сохранению кирального тока 

Рассмотрим теперь квантовые теории, задаваемые действиями 
/15/ и /18/, и исследуем их на предмет появления квантовых ано
малий. Напомним, что аномалия означает нарушение классических 
соотношений при квантовании. 

Существует хорошо разработанная процедура вычисления анома
лий, использующая вычисление коэффициентов Сили. Мы здесь 
не будем останавливаться на подробностях, отсылая читателя 
к специальной литературе'8'9'. 

Чтобы получить аномалии для оператора D, необходимо вычис
лить коэффициент Сили b (X | D 8), который равен 

Ь (Х| D 2) = - J _ ( Z + ^ ) . /23/ 
где Z определяется из структуры квадрата оператора D: 
D + D = -(V V м + 2S UV +X) . 

Здесь V - риманова ковариантная производная. Тогда 
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z = x - V ( ls"-s f ls". 

Квадрируя оператор D /16/, получаем 

4 
DTD, = - уу"+JLR. /2V 

/26/ 

Следовательно, 

b„ (X| D 2 ) i~ R. /25/ 
1 48,7 

После квядрировяния оперяторя Dg имеем: 

+ В ^ й " + - £ в я 5 К . 

Следовятельно, 
b (X | D*) = — 5 - + - i i - «.„. . / 27 / 

0 2 48 в Вгт 5 

Няпомним, что индексом оперяторя D нязывяется рязность чисел 
нулевых мод оперяторов D и D /предполягяется, что D осущест
вляет отобряжение из прострянствя прявых фермионов в прострян
ство левых фермионов, a D -няоборот/ . Индекс оперяторя мож
но подсчитять по формуле: index D = HJ^CXID+D) -b Q (X |DD + ) ]hd 2 z . 
Кяк видно из / 1 5 / и / 2 7 / , оперятор D , / 1 6 / имеет нулевой ин
декс: Jndex Dj = 0, тогдя кяк индекс обобщенного оперяторя Ди
рякя б / 1 9 / рявен 
index D„ = J L / K h d a z . / 28 / 

2 An 
Используя технику спектряльной г е о м е т р и и / 8 / , можно покязять , 
что среднее дивергенции яксияльного токя - это 

<^ХС>=-21Тт [аъ b Q ( X | D 2 ) ] . 

Таким образом, для оператора Дирака /16/ аксиальная аномалия 
отсутствует: 

<V J*> = О, 
д 5 

тогда как аксиальная аномалия в случае действия /18/ оказывает
ся равной 

< V J ? > = - - i - K . /29/ 
" 5 2я 

10 



Конформняя симметрия ня квянтовом уровне тякже нярушяется , 
что выряжяется в ненулевом следе тензоря э н е р г и и - и м п у л ь с я : 

< h a T ^ = T r b 0 ( X | D 2 ) / 3 0 / 

для комплексных фермионов и 

< h * T N = Tr - L (1 ±\оь ) Ь 0 (X D a ) / 3 1 / 

для киряльных фермионов о 6 - ± i 6 . Для оперяторя D] получяем 

<ь а т"> = _ £ _ 
I* a 24 п 

<haT'S = _ 5 -
Ч а 48* 

для киряльных фермионов. Для оперяторя D имеем 

V- я 24,7 
и для киряльных фермионов 

<„ат"> = - * - + - * - к , 
*< а 48я 8 it 

где знак выбирается в зависимости от киральности рассматривае
мых фермионов. 

Анализ, который мы здесь опускаем, показывает, что в случае 
фермионов, описываемых действием /15/, лоренцева аномалия от
сутствует, т.е. < Т а £ а Ь h ''->= 0, независимо от того, киральны 
эти фермионы или нет. В то же время для фермионов, описывае
мых действием /18/, лоренцева аномалия имеется: 

< T , 4 b
h b M > = 4 i B T ' ( f f 5 b 0 ( X l D 2 ) 1 ' 

откуда получаем 

и для киральных фермионов 

<т а , hь ь"> = - i l к ± - И . 
" а Ь 2 * 12* 
Тяким обрязом , няйденные нями рянее выряжения д е й с т в и т е л ь 

но появляются в кячестве яномялий в фермионных теориях . 
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7. СВЯЗЬ С ТОПОЛОГИЕЙ 

Параллель между величиной К и скаляром кривизны R натал
кивает на мысль связать с К некоторый топологический инвариант. 

Напомним, что в двумерии имеется топологический инвариант, 
выражающийся через скаляр кривизны. Это характеристика Эйлера, 
которая для замкнутых многообразий выражается в виде 

1 f Rhd2z 
An 

и окязывяется рявной 

у = 2 - N H - 2N h 

где N. - число дыр, Ы„ - число ручек. 
Достаточно очевидно, что величина 

f -= _ i _ f Khd 2z /32/ 
4л 

также является топологическим инвариантом, т.е. не изменяется 
при локальных изменениях реперов /метрики/. На это же указыва
ет и то обстоятельство, что через f выражается индекс эллипти
ческого оператора D 2/28/. 

В случае многообразия с границей выражения для характеристи
ки Эйлера видоизменяется: 

1 ( f Rhd2z + Г 2k V7J0 , /33/ 
477 <Эм 

где к = к „ „ в . k

w v / " вторяя фундяментяльняя формя гряницы, 
= Ъ\й0У? У&- > г Д е У п =8_,я - ч„ п я , п^ и t ' ' - векторы 

dr ' P ~W 
нормали и касательной. Причем t" = -2-2—, п = ( t v , Оказы
вается, что к - V п'' . 

Интегрял от kds можно рязложить ня чясть , зявисящую от мет
рики, и чясть , не зявисящую от метрики /"топологическую" / / 1 0 / : 

Я к = ч'7кв

 + к т -
В конформных координятях имеем; g =е ст 8 , п ** = n ** e " " . По-
лучяем у п' '= (<9 п' '+ 3 стпд) е - < т . Следовятельно, / R V i d z 

я, 

f в И^йт . /3V 

— м 

и | k Vy d r взаимно сокращаются, и получаем 

Для единичного диска 
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/35/ 

Граничный член в /33/ подобран таким образом, чтобы компен
сировать любые вариации метрики, в частности, конформные. Гра
ничный член, который необходимо добавить в /32/, должен ком
пенсировать как конформные, так и лоренцевы изменения репера. 
Можно показать, что выражение 
< - -±-[ f К ̂ Fd 2z - 2 Г h " \ V ( h V ) o*dr + 

+ 2 Г ."V п я ч 7 ч н 
Дм 

инвариантно при конформных и лоренцевых вариациях h* . Следует 
отметить, что граничные члены, подобные тому, который содер
жится в /35/ , уже появлялись ранее при построении действия 
Эйнштейна - Гильберта для многообразий с границей в теории 
Эйнштейна - Картана'11' . 

В конформно-лоренцевой калибровке 
ь д " е" (Яд 0 0 s ^ + (ц s*n <* ) • 

получаем выражение 
, = _о_ г a w , /36/ 
которое аналогично выражению для у / 3 V с заменой нормали 
на касательный вектор. 

Предположим теперь, что уравнение границы ДМ задано в виде 
х = х (ф) , у = у ( ф ) , 

где ф изменяется от 0 до %-Л. Тогда для компонент касательного 
вектора имеем: 

гг " . • Ч = " '" - * Х/Х'2 + У'2 V'x' 2 + y'2 

и е оказывается равным 

2 77 Х' V' 
, = _ L / d * - i - i n | - — - | . . /37/ 

2я 0 Эф ХЛ +y,Z 

Из / 3 7 / можно видеть, что f нетривияльно только для гряницы 
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с особенностями, где х' и у' /или компоненты касательного век
тора F, и t / имеют разрыв. Если, к примеру, имеется сингуляр
ность в точке ф = О, то 

f = 1П | i | . 
2 я t (0) t (0) i у 
8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Мы рассмотрели действие для динамической гравитации в дву-

мерии, используя ортонормированный базис h*. Это действие ге
нерирует конформную аномалию R при конформных вариациях п„ 
и лоренцеву аномалию К при лоренцевых вариациях.Мы объединили 
преобразования Лоренца и конформные преобразования и нашли вы
ражения для соответствующих аномалий , используя метод спуска 
и предложенный нами метод подъема. 

Показано, что полученные выражения действительно появляют
ся в качестве аномалий в квантовых фермионных теориях. Парал
лель между скаляром кривизны R и скаляром К позволила нам свя
зать с К новый топологический инвариант, аналогичный числу Эй
лера , который нетривиален только для многообразий с сингулярно-
стями на границе. 

В заключение авторы выражают благодарность проф.Д.Д. Иванен
ко и Ю.Н.Обухову за большую помощь в получении результатов. 
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