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Ф.И.Федоров/l.2/ в 1968.гпду установил замечательный факггурав

нвния Эйнштейна ReQ.I3= 0 ДПЯГРЩ3Ц1'щионного .ПОЛЯ .можно привести 
к системе дифференциальных уравнений следующего вида:, . .: 

4 -1l ва;э \{J -= м \{J +- _Л Ч'1р~ 
<l (1)

2а = 1 

а . ... _. . ;
Здесь В·· и М --,-- постоянные квадратные 1VJ~трицы порядкаН x.N ; }\ 
постоянная .кубическаямагрица порядка .N х Ы х N; W - N -компонент

Х
N

ный столбец искомых функций от 'Координат ~ -д.а - част:ая проиэ
ВОДнаЯ по ха. В случае гравитации 1\1 == 51>. Столбцы В да \{J" M'I! 
и ЛЧ''I' состоятиз компонент 

(на -. '1') k B
k 

а 

rn 
а 
. 

а 
-'1'

m 
, 

(2) 

(MW\ == м -km 'Р m • СЛ 'P\l') k =А kmn 'Р m Ч' n 

ГД~ по повторяюшимся латинским индексам подразумевается суммиро

вание от 1 до N . 
Б работе '3./ по казано, что "эти уравнения .замечательны своей -уни

версальностью. Действительно, в так-ой форме могут быть представлены 

уравнения квантовой электродинамики, уравнения нелинейного поля 

Гейзенберга и множество других {см. 71, 4:) ". 

в работах '4, '51 к виду (1) приведсны нелинейные уравнения тео
рии объединенногополя в скалярной электродинамике.В работе.'6! этот 
подход был распространен нз общие Su (n) - инвариантные уравнения 

для неабелевых к,алИ7РОВОЧНЫХ ве-кторных полей и скалярных полей 

Хиггса, в работах 7. 8 - на уравнения в теории суперсимметрии Весса
Зумино и калибровочной суперсимметрии. Общий обзор универсальных 

~ u Ф /9/ В б 110/
нелинеиных уравнении едорова дан в книге _ ра оте развит 

способ решения уравнений (1) в случае, когда одна из матриц ва еди
ничная. 

Цель данной работы - показать, что и уравнения минимальных ги

перповерхностей в евклидоных и псевдоевклидовых пространствах при

водятся-к виду (1). 
Начнем -с уравнения 

(1 + z;) z х х - 2z х z у~ + (1 + z; ) z уу = о (3) 

.. ~~.~: ~_.. "~.:~'::'~~\:~\~:~.y;! 
~, гг -! .:~ ~ "со , !Lrt .•цL~..,1 -.'.. • .ь :':Jf1~iJ I 

. БИl1J1v'!(JТЕ:riА-...-......- ..-.---
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мивимальных лтоверхностей в трехмерном пространстве Евклида. Эта 

задача представляется тем более привлекательной, что уравнения Эйн

штейна в известной ме?е аналогичны этому уравнению /11/. 

К-ак известно /12 , уравнение (3) является условием экстремума 
интеграла 

s = л {l.:+:Z'.i,+; Z\, dxdy	 (4) 

площади поверхности z· = z (х , у ) . Приравнивая нулю функциональную 

Iпрои~водную oS по oz (х у), получаем уравнение Лагранжа 

Zx	 Zy
д	 д 

= О,+'--- --=::::::===~	 (5)
дх	 ду 2 2v1 + z2 + z2 V1 + Zx	 + Zy

х У 

эквивалентное уравнению (3). 
Уравнение (5) можно записать .в виде системы шести уравнений 

~~ == д 1 Z === Рl Jz 
-а2 Z = Р 2 , 

дх	 ду 

a1 q 1 + J 2 q 2 = O , 
"(6) 

р 1 = (1 + L) q l' Р 2 = (1 + L) q 2'= О , 

. . I 2 2
1. + L = v 1 + Р 1 ~ Р 2 ' 

последнее из которых при L > О эквивалентно уравнению 

2 . 2 2 (7)2L = Р 1 + Р 2 - L • 

Из шести компонент 

'1'1 =ql,'I'2 =Q2' '1'3 =qз, 

(8) 

'1'4 =Рl' '1'5 = Р2' '1'6 = L 

составим столбец	 :ра:J
ые 

мат
рицы[п;рн;:ка 

'1' и введеМ[lкв 

оз]хзО О о] 
си О О О (=	 О 1 О ,11= О 1 О,
 

О О 1 О О О
[ О О О 

O о 1] . Q. О о]{3J.= /32=	 () о 1 jЗ3 ==р4 
=си, (9)О О. ~ ... ' 

1 О	 
(. О 1 ООt 

с помощью которых составим квадратные матрицы порядка Бхб в виде 

следующих БЛО1<ОВ: 

Ba~. (fЗ
а 

й»)	 ( СИ J1]
-М -	 (10)

-1' -(l й) u) 

Негрудно подсчитать, что столбец 

4
 

Ф = !, в" д 1р -'.МЧJ {ll)
 
а=l а 

состоит из компонент 

'ф 1 = д 1 Z - Р l' Ф 2 = д 2 z	 - Р2 ' Ф 3 = ·д 1 q 1 + д 2 q 2 

(12)
 

Ф4 = Рl -Ql' Фf) = р 2 -' q 2 )
 ф s = L • 

Следовательно, при условии L >0 систему уравнений (6) можно за
писать в Биде (1), полагая, что компоненты (Л '1''Р) k столбца Л 'l"Р рав

ны следующим квадратичным формам:
 

(Л ЧJ'Р) 1 = О , {ЛЧJ'Р) 2 = О , (Л'l''Р)з =.0,
 

(Л qпр) 4 = 2LQ 1 = '1' 1 '1' 6 + 'lJ 6W1 "
 

{13}
 
(Л 'Р'Р);) = 2L q 2 = 'v 2'Р 6 + ЧJ 6'Р 2,
 

(Л'Р'Р) = 2L = ЧJ2 + ЧJ 2_ '1'2 
6 4 5 6 

При условии 

(14)
л kmn = Л нпгп 

коэффициенты этих форм - они же элементы кубической матрицы Л

определяются однозначно. Отличны от нуля только следующие элементы
 

1-1
I

этой матрицы: 

3 I 
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л 416 == Л 461 == 1 , л 526 = Л 562 == 1 , 

(15) 
л 644 = Л 655 = 1, Л В 66 =-1. 

Отметим, что как матрицы fЗ, так и матрицы В удовлеТВ9РЯЮТпе
рестановочнымсоотношениямДэффина - Кеммера 

в" BAB V +BVBAB a =й Лv Ba+oAaB V 
• (16) 

Аналогично приводится к виду (1) уравнение минимальных гипер

поверхностей в К -мерном евклидсвом пространстве .. Наряду с рассмот

ренным случаем К = 3 для физики, большое значение имеют случаи К == 4 
и К = 5. 

В случае К = 4 вместо (5) выступает уравнение 

д и х д u у ;} U z (17)----- +"---- + ~.~- Т+L 
дх 1 +L . (]у 1 + L dZ 

где 

1 + L == J 1 + u ~ + и~ + u; . (18) 

При условии L > О оно эквивалентно системе восьми уравнений 

д ' ди - д u = р 3 '~=:: дl и ::: Р1' ..-....-=:: д 2 и == Р2 ' ~ == 3 
ау azдх 

д 1 q 1 + д 2 q2 + д 3 q З = О , 

(19) 

р,1 == (1 + L) q г : Р 2 = (1 + L) q 2 ' Р 3 == (1 + L) q 3 ' 

1(2 2 2 L2)L=--p +Р +рз- •212 

Из восьми компонент 

'1\. =Q1' 'Р 2 = Q2' 'Р з =qз, 'Р 4 = и, 

(20) 

'Р 5 ==Рl' 'l'6 =Р2' '1'7 ==рз, 'l'8=L 

составим столбец 'l' и введем квадратные матрицы порядка 4х4 

4 

оо о 0- о (1 {} о) 
о о 1 О г е 

о. о. о 1ы ~ ~ 
О о

~) . е l~ ~) . ~-l~> 
о о- О о 

о 1 ~ J' 
' (21} 

о Q Qо о 1 О Q 

~). . [о, О. О О О 2 () О о 3 О О о о 
1 t f34=r»,[о , [о 

(31= ~ О о о (3 = g о о fJ = ~ о о
 

1 О О 1 О

О о о 

с помощью которых составим квадратные матрицы порядка 8х8 в виде 

блоков (10). Негрудно подсчитать, что в данном случае столбец (11) со
стоит из компонент 

ф == д 1 U - Р' г- Ф 2 = д 1U - Р 2' Ф з = д 1 U - Р 3'
 

Ф4 = d 1 q 1 + a2q2 + дзqз, ~22)
 

ф 5 == Р! - q 1 , Фв := р 2 - q 2' 'Ф 7 := р 3 - q 3' Ф 8 == L.
 

Следовательно, уравнения (19) можно записать в матричном виде 

(1) , полагал
 

(Л 'Р'Р\ == О, k:=l,2,3,4,
 

(Л'l' '1')5 2L q 1 == '1' 1 'р 8 + '1'8 'р 1 , 

гзэг(A'l''I') 6. == 2Lq 2 == '1'2 'l' 8 + 'l'8 'l' 1 , 

(Л'Р'Р) 7 =2Lqз =='Рз'l's. +'l'8'l'1' 

2 2. 2 2 
(Л'l''Р}8 ==2L 'l'5+'l'e+'P 7 -'1'8' 

При условии (14) отличны от нуля только следующие элементы матри

цы Л: 

А 628 == л 682 == 1,л 518 = Л 581 == 1,
 

1\.738 = Л 783 = 1 •
 

I 5 



Л 855 = Л 886 = Л 877 = 1, Л 888 =..,. 1 . (24)	 о 

О 

си =1 О 
о 

Отметим, что и в случае К = 4 как матрицы fЗ, так и матрицы В удов О 

летворяют перестановочным соотношениям (16). 
В случае К = 5 вместо (5) выступает уравнение 

V u	 {31=()Vx д Уу д V Z дд 
--+- +---+- = О, (25) 

дх 1 + L ау.1 + L Jz 1 + L ди 1 + L 

где 

2 2 2 2j	 (26) {3З=1 + L = 1 + Vх +V у + Vz + V u . 

При. условии L > О оно эквивалентно системе десяти уравнений 

о о О о 

О О О О 

О О О О 

о о О о 

О О О О. 

о о -о о 

О О О О 

, 

1 
о 

о о о 0'0 
о о о о О 

1 О О О О 

О О О' О О 

О' О О О О 

О О О О 1 
{) О О О О 

О О 1 О О 

€= 

1 О 

О 1 
О О 

о о 

о о 

{З2; 

134= 

О ,оО 

О О О 

1 О О 

о 1 О 

о о 1 

р. О О 

О О О 

О О О 

О О О 

О 1 .0 

о О' о 

о о о 

о 1)'0 
о о о 

о· О о 

, (.1.= 

О О 

О 1 
О О 

О О 

О о. 

< 
0.0 
о о 

о О 

о 1 
1 О 

1 О .0 О О 

О 1 О 1) О 

о -о 1 о О 

О О О 1 О 

О '0 '9 о о 
~ ! 

(29) 

aV~
ах 

- а V= 1 = Рl' гч~
ду 

_ д v= 2 = Р2' С помощью этих матриц составим матрицы порядка 10х10 в виде блоков 

(10). В данном случае столбец (11) состоит из компонент 
~ .. 

aV__ 

aZ 
а 

дзv =рз, 
Jv 

aU =J4 V=P4' Фl =a 1 V - Р l ' Ф 2 = a 2 V - Р 2 ' Ф З =дзV -Р3'Ф4=д4V-Р4~ 

д 1 q1 + J 2 
q 2 + дзqз + J 4 q 4= О, Ф5 =J1 q 1 + a2 q 2 + д з q з + д 4 q 4 ' (30) 

р 1 = (1 + L) q 1 • Р 2 = (1 + L) q 2 ' (27) 
ф 6 === Р 1 - q р Ф7 = Р 2.- q 2' Фа = р 3 - q 3 ' Ф 9 == Р 4 - q 4 ' Ф 10 = L. 

р 3 = (1 + L) q 3. Р 4 = (1 + L) q 4 , 
' .. 

Следовательно, уравнения 

полагая 

(25) можно записать в матричном виде (1), 

L = 
1 2 2"2 (р 1 + Р 2 

2 
+ рз 

2 
+ Р 4 

2 
- L ) 

(Л'l''I')k =0, k = 1,2,3,4,5, 

составим столбец '1' и введем 

'1'6 =р l' '1'7 =Р2' 'l'S=РЗ J 

'1'1 = q 1 t 'р 2 = q 2' '1' 3 == q 3' 

Из десяти компонент 

квадI?атные матрицы порядка 5х5: 

'1'9 =Р4' '1'10 ==L 

'l' 4 == q 4 ,'1' 5 = V • 

(28) 

(Л'l''I')6 

(Л '1''1')7 

]: 
( Л '1''1') 8. 

(Л'I' '1') 9. 
1( : 

; 
(Л'I''I'~10 

= 2L Q 1 = 'I' 1 '1'10 +'1'10'1'1' 

= 2Lq2 = '1' 2 '1' 10 + 'р 10 '1' 2 ' 

== 2Lqз == '1'3 '1' 10 + ч' 10 '1' з ~ 

= 2Lq4 = '1' 4'1' 10 + '1' 10 '1' 4: ' 

'1'2 '1'2 '1'2+'1'2_'1'2 
== 2L == 8 + 7 + 8 9 10 

(31) 

6	 7
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где- е - заряд электрона, . r? = уэ:8, а - константа нелинейности 
электродинамики. В работе /16 рассмотренагиперповерхностьПри условии (14} отличны от нуля только следующие элементы матри

цы Л ; 
t =t +~ф(х,,:/,z) (38)

о с 
= 1 , 

вида (33), где t о - константа, отмечающая положение электрона 
на оси времени, и замечено, что она всюду, кроме одной точки х = О, 

А 61а = А 6а1 = 1 " Л "l2a. = Л1ц2 

Л 83а ::::: Л. ВаЗ = 1, Л 94а; = 1\ 9а4 ::::: 1, (32) 
У = О, z = О, пространственно-подобна и минимальна. 

f 
Последнее означает, что функция (33) удовлетворяет уравнению\ 

I
Л а&в = А а 7 1 ::::: Л а88 ::::: 1\ а99 ::= 1, А аllа =-1, 

д t x д t у д t z\ - ---+-----+----=0где а =10. В данном случае' МЫ располагаем полным набором пятиряд- (39)
дх 1 - L ду 1 - L Jz 1 - L 

ных матрицДэффина - Кеммера. 
гдеТеперь уже нетрудно видеть, ~ как в матричном Биде Федорова (1)
 

записывается уравнение минимальныхгиперповерхностейв евклидсвом
 
1 - L = -1 1 _ с 2(t 2 + t 2 + t 2 )

пространстве любой размерности. !Jереход же к псевдоевклидсвымпро v х ':1 z· (40) 
странетвам получается в рез~льтате умножения некоторых из координат 

При условии L > О уравнение (39) эквивалентносистеме восьми уравне
на мнимую единицу. 

ний
Заметим, что в мире Минконского времениподобная гиперповерх


ность описывает движение реля-тивистской мембраны, а пространствен


но-подобная гиперповерхность служит или может СЛУЖИТЬ образом "на a1t == р 1 a2 t =Р2' дзt =рз,
 
стоящего". Условие пространствеиной подобиости гиперповерхности
 

J 1
q l + J 2 q 2 + дзqз ==0,t = t(x, У, z) (33) 

(41) 
означает 

р 1 = (1 - L) q l' Р 2 = (1 - L) Q2' Р 3 = (1 ... L) Q3 '
 

2 2 2 2

С (tx + t у + t z) < 1 , (з4) 

2 22.2 2)
2L = L + с (р 1 + Р 2 + Р 3 •
 

где с- -скорость света. Условие же времениподобностагиперповерх

ности означает, что ее вектор нормали лежит вне светового конуса. 

записать КОТОРУЮ в матричномвиде (1) теперь уже не составляет больМинимальная времениподобная гиперповерхность описывает сво
шого труда. Из восьми компонент (20) (при u =' t), составим столбецбоднов движение релятивистскоймембраны. 

В теории Борна - Инфельда / Н. 1Б потенциал электрона 'Р и введем матрицы (21), с помощью которых составим блочные ма

трицы (10). В таком случае столбец (11) состоит из компонент (22) 
(при u = t). Следовательно, уравнения (41) можно записать, в матрич

ф = ф (х, У, z) = Ф (г) , (~5} 
ном виде (1), полагая 

'гд€

(A'P'P)k = О, k = 1,2,,3,4---
j 2 2 2 (36)r= х +':/ +Z ,
 (л 'Р'Р) 5 = 2L q 1 = - 'Р 1'l' 8 - 'Р8'Р 1
 

равен 
(Л 'Р'Р) 6 = - 2Lq 2 = - 'Р2 'Р 8 - 'l' 8 '1' 2 , (42) 

00 
е- ds е r о/г ds' ! (Л'Р'Р) 7 = -.2Lq з = - 'р з'1' 8 - '1' 8 'Р 3 ,

(37) Iф(г) f J -= 
г 4 2( 2 2 ш2) ш 2

г о rfT v1 + 84 о о У 1 + s '1 (Л'Р'Р)s = 2L = с 'l' 5 + 'р 8 + -r 7 + т 8o 
',1 

! 
9 



При условии (14) отличны от нуля только следующие элементы 

матрицы Л: 

ЛЫ8 ~ л 581 ~ - 1, Л 828 ~ Л 682 ~ -1, Л~783 = Л 738 =-1, 

(43)
 

л 855 ~ Л 866 ~ Л 877 ~ с 2, Л 888 ~ 1.
 

Таким образом, одним из решений уравнения Федорова (1) являет
СЯ восьмикомпонентныйстолбец 

а х ф' 
'115 --!...!:-ф' .'11 1 ~ - -- --=----==, 

с г
с ''''1_.2ф.2 

а уа у ф' 
~ - - ф''Р2 ~_._-~-=. '116
 

с г v 1 _ з2 ф' 2 
с г 

(44)
 

ф'	 а z
а z 

'1'7 ~'Z~-ф'.'113 ~- - 
с г 

'" 1 _,2 ф'2
 

а	 г,- 2ф.2
'118~1-,1-a •:;;	 t о + - 6.'P~ 

с 

где Ф ~ Ф (г) - функция (37) , ф' - ее производная по г , равная 

е 1 
ф'	 (45)

с=	 _ ~ 

,; 1 + (,/г o)~ 
о 

в столбце (44) собрана следующая информации об электроне Борна: 

компонента qJ 4 представляет электростатический потенциал, Ч' 8 - ФУНК

цИЮ Лагранжа, компоненты 'l'l' 'l' z, '1' з представляют электричес кую 
'1 

'1,индукцию, а компоненты \l's . '1' 8 ' qJ 7 - электрическую напряжен

ность /17/.
 

в заключение автор приносит глубокую благодарность академику 

Ф.М.Федорову за интерес к работе и ценные обсуждения. 
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Illaaox11Ha H.C. 
YHHBepcanbHbie ypaaHeHIDI <l>eAopoBa 
H MHHHMaJlbHbie llOBepXHOCTH 
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lloK8.3aHO, liTO ypa.BHeHHe MHHHMaJibHbiX rHnepnOBepXHOCTeH 
B eBKJIH)l;OBOM (HJIH nceB)l;OeBKJIH)l;OBOM) npocTpaHCTBe MOJKeT 6hiTb 
3anHCaHO B BH,ll;e MaTpHtiHoro ypaaHeHH.H <l>e)l;opoBa. PaccMoTpeHo pe
IlleHHe 3TOrO ypa.BHeHH.H, B KOTOpOM npe)l;CTaBJieHa HHQJOpMa.QIDI 
o6 3JieKTpoHe EopHa. 
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llepeBO)l; aBTOpa 

Shavokhina N .S. P2-88-814 
Fedorov Universal Equations and Minimal Surfaces 

It is shown that in the Euclidean and pseudo-Euclidean spaces 
the equations of minimal surfaces can be presented as the Fedorov 
universal matrix equations. The solution of this equations which con
tains information about the Born electron is considered. 

The investigation has been performed at the Laboratory of Nuclear 
Problems, JINR. 
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