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В nоследнее время в вычислительной физике образовалось но

вое наnравление: вычислительная квантовая теория поля. ЭВМ 

в квантовой теории nоля /КТП/ nрименялись и раньше 11 1 /в основ
ном для аналитических преобразований и дальнейшего вычисления 

интегралов соответствующих диаграмм Фейнмана/. Новыми методами 
в вычислительной КТП /ВКТП/ являются методы Монте-Карла и ли
нейной алгебры для вычисления интегралов и обращения матриц 

с размерами, значительно nревосходящими размеры рассматриваемых 

ранее задач ~( .: · 
В данной работе, являющейся nервой из nредnолагаемого цикла 

работ, nосвященного ВКТП, обсудим вопросы формулировки решае

мых в рамках контролируемых nриближений и доступных вычислитель

ных ресурсов задач КТП. Опишем основные математические структу

ры / 2 / решеточной формулировки КТП 1.3 /. Рассмотрим nонятия фрак
талей и теории поля на фрактальных решетках; рассмотрим метод 

конечных элементов решения оnераторных уравнений ~вантовой тео

рии /поля/ на nримерах /ан/гармонического осциллятора, конформ
ной квантовой механики одной частицы, квантовой механики части

цы в кулонавеком поле. 

В nоследующих работах будут рассмотрены воnросы редукции 

квантовой хромадинамики /КХД/ при высоких температурах к трех
мерной глюодинамике с тоnологическим членом. В качестве моде

лей, обладающих рядом свойств, наnоминающих КХД, рассмотрим 

Z(N) -калибровоч ные rеории в двумерном пространстве-времени. 

При N = 2,3 и ~ эти модели решены точно . Далее рассмотрим ме

тоды Монте-Карла и молекулярной динамики; методы /стохастиче
ского/ обращения больших разреженных матриц, рассмотрим приме
нение изложенных методов в вычислении средних по основному со

стоянию от локальных составных операторов, возникающих в nод

ходе КХД nравил сумм 14< nри исследовании фазовой структуры еди
ных моделей калибровочных теорий поля и структурных функций 

адронов в глубоканеупругих реакциях; рассмотрим контурную фор

мулировку КТП и струнные единые теории, проблему редукции 

nространственных измерений на основе фрактальной геометрии. 

Отметим, что в данном цикле работ мы обращаем основное внима

ние на оnисание математических структур ВКТП и nрименяемых ме

тодов вычислений, nриложениям nосвящены отдельные работы. 
Основным nринциnом ВКТП является следующий: при исследова

нии сложной нелинейной теории, например КХД на адронных масш

табах, необходимо nерейти к такой формулировке теории, в кото

рой в рамках контролируемых nриближений и доступных вычисли 

тельных ресурсов возможно nроводить реалистические вычисления. 
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Иными словами, необходимо сформулировать решаемую модель, ап

проксимирующую исходную теорию в пределах требуемой точности. 

В соответствии с этим принципом в квантовой теории /калибро

вочных/ полей сформулирована модель РКТП /решеточная КТП/~~ 

1. ТЕОРИЯ ПОЛЯ НА РЕШЕТКЕ 

В модели РКТП пространственно-временной континуум заменяет
ся набором узлов конечной гиперкубической решетки* в евклидо
вам пространстве, и тем самым континуальные интегралы ~ 1 КТП 
сводятся к обыкновенным многократным интегралам. Основные объек

ты КТП - средние по основному состоянию от функции фундамен

тальных полей - функции Грина в РКТП записываются так 121: 

- N(Q) 1 -
<Q(V, 'P,'P) >~ --~--- f П dVJ.L(n)d'P(n)d'P(n) 

N(1) N(1) р.~ 1, 2, ..• ,0 
n &=1,2, . .. ,z 

z ~L 1 L 2 .. . L
0 

xexp(-{3S(V, iii. ·'1')) Q(V, \ii, 'Р ), 

/1/ 

где L,_,. , р. = 1 ,2, ••• , D - линейный размер гиперкубической решет
ки в р. -м направлении в единицах длины шага решетки а ; D -
размерность евклидового пространства, получаемого из простран

ства Минковского стандартным приемом аналитического продолжения 
к мнимому времени~~ Функ~ионал действия, определяющий теорию, 
удовлетворяет условиям: 

- локальности, S ~ I S (n). где S(n) зависит от значения полей 
n 

в окрестности узла n; 

- S~) инвариантно по отношению к калибровочным nреобразо

ваниям и преобразованиям симметрии D-мерного куба; 

- . S с уменьшением шага решетки переходит в действие . непре

рывной теории. 

Действие состоит из калибровочного и фермионного слагаемых**: 

s ~ Sv + g2S ф. g2={3-1, 

б v / 2 / 
где вклад кали ровочных палеи имеет вид 

+ Sv = I Retr (J -о)= 2I Retr(J- V,_,.v(n) Vv
11

(n) ) 
о p.<l/ 

* Другие варианты решеток рассмотрим позже. 
** Общий вид действия, со~ержаший как частные 

вестные ранее выражения , имеется в работе12 1. 
2 

/2/ 

/.31 

случаи все из-

вклад фермионов /и их взаимодействие с калибровочными полями/ 
выглядит так: 

S ,,, ~ I iji (n)( J- M(V)) 'Р (m), 
-r nm 

/4/ 
n, m 

g- константа связи, n и m задают координаты узлов решетки, 
калибровочные степени свободы представляются в виде 

V
11111 2 

(n) ~ v
111 

(n)V
11 2 

(n +р. 1 ), 

+ V -v- (n) ~ V J.L (n - р.) • 
iag Ac Tc 

V 
11 

(n) .~ е р. + О(а2) 
/5/ 

с 2 v 

Т , с = 1 , 2, •.• , N -1 - генераторы калибровочнои группы G=SU(N). 
По переменным V~ (n) берется интеграл по инвариантной мере Хаа -
ра 17 1 для группы SU(N), 

{ dV F (V) = ( d (V U) F(V) = f d (UV) F (V), /6/ 

где U - произвольный элемент рассматриваемой группы. Фермионные 
степе-ни свободы описываются грассмановыми переменными 18 1 iii и 'Р. · 
для которых имеется формула 

f diiid'Pexp(-~A'P + ;;-'1' + iiiТ/) = exp(~A- 1 11 + trlnA). 171 

Матрица М имеет вид 

Mnm К I Р/1 v,/n)8n+p. ,m 
± p.~l. 2, ... , D 

/8/ 

где проектор Р11 = 1 +у 11 , у_11 ~ -у 11 , \у11 .у.) = 28 11v , 8_11 ,v~-811 ,v 
к- 1 = 2D + 2ma, ma = (1-2DK)/2K , m- масса фермиона. 

Случай калибровочной группы О = U(l) и одного типа фермионов 

соответствует квантовой электродинамике. 
При 0 = SU(3) и Nr типах фермионов Фr ,mr , r = 1,2, ... ,Nr 

получаем РКХД. Единые теории поля, кроме векторных и спинорных 
полей, содержат также скалярные поля. Скалярное поле из фундамен
тального представления калибровочной группы можно ввести добав
лением в действии слагаемого 

sф ~ I Фa(n)(J- "i):~Фb(m) + л I (ФаФ а(n)) 2, /9/ 
n ,m n 

где Ф- комплексное скалярное поле /скалярный кварк в расши

ренной КХД 19 1 1; 
Ж nm = к I V (n) 8 + + р. np.,m 

- 11 
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к- 1 = 2D -+ m2a2, · m 2a 2= (1-2Dк) / к, 

m- масса скалярного nоля. 

С nомощью всnомогательного nоля а нелинейн vю зависимость 
от Ф можно свести к квадратной, nосле чего со~тноwение i71 
и аналогичная ей формула 

Jdcii dФ ехр (-ФАФ + JФ + ciiJ) = exp(JA - 1J -trlnA) /10/ 

nозволяют взять интеГрал по фермионным и скалярным nолям 

_ , _ , 1 
< Q(V,'I','I',Ф,Ф) >= --f ПdV (n)da(n) 

N (1) Р. /11 1 

х ехр 1-{ЗS err (V,a) 1 Q(V, Х (V), .У (V, а)), 

где 

f3Serr = f3Sv + {3 1а 2 - trln X(V) + tr ln Y(V, а), . 

X-
1
(V) = J - M(V), -1 . 1117 

У (V, а ) = J - JJI ' (V, а ), 

1117 , аЬ аЬ 1117 аЬ 2/ Jll (V,a) = i8 8 ка(n)+ JII(V) , {3 1 = к 4Л . nm nm nm 

Такое nредставление 121 является исходным для вычисления функ
ции Грина с nомощью метода Монте-Карло. Заметим, что nри Л << 1 
nоле Ф сильно флуктуирует, и nрямое моделирование этого nоля 
затруднительно. В нашем nредставлении /11/ малым значениям Л 
соответствуют {3 1 » 1 , и nоле а слабо флуктуирует в окрестности 
а = О. Следовательно, хотя нам необходимо вычислять обратную 
матрицу У, наш метод может имеJь nреимущества относительно 
nрямого моделирования nоля Ф 110 ; При m2=-p. 2< О нелинейный член 
в /9/ удобно nредставить в виде 

Л (ciiФ _ ,R 2 )~ -

где к -1= 2D+ р.2а2, R2 = р.2а 2j к л. 

К эффективному действию добавляется . слагаемое iкR2u - . При 
больших {3 1 /малые Л 1 

а= -iкR 2 / 2f3 1 = -i 2/а 2/ к 2 . 

/12/ 

Скалярное nоле из nрисоединенного представления калибровочной 
, груnnы SU~) задается слагаемым 

SФ= ~trФ(n)2 - к~ tr(Ф(n)V (n)Ф(n + p.)V (n)+ ) + Л (trФ2 )~ 
n р. р. р. /13/ 

4 

После введения всnомогательного nоля а- trФ 2 и интегрирова-
ния по Ф nолучаем выражение, содержащее обратную к l - к т 
матрицу, где 

1117 аЬ а Ь · ' + 
Jllnm = 2tr(T Vp.(n)T Vp.(n) )8n + р..щ /14/ 

Ф = v2ТаФа , h(T~ а) = t 8 а~ В работе 11 11 отмечается, что из-за 
сильных флуктуаций nоля Ф nрямым моделированием при малых Л 

невозможно считать. Наша формулировка nозволяет вычислять при 

малых значениях Л . 

2. КОНТИНУАЛЬНЫй ПРЕДЕЛ 

В теории nоля, в отличие от физики конденсированного состоя

ния, решетка имеет всnомогательный характер. Проводимые расчеты 
только тогда соответствуют неnрерывной теории, когда характер

ный размерный nараметр решаемой задачи ~ /наnример, ~= 1An , 
где m - масса частицы/ и размер решетки, находятся в соотноше
нии 

а « ~« La . . /15/ 

Для простоты рассмотрим однозарядную безмассовую асимптоти

чески свободную теорию - КХД в пренебрежении массами кварков. 

Вследствие ренармируемости теории все размерные величины, обеа

размеренные соответствующей степенью а, являются функциями кон

станты связи g. : Например, для масс mi имеем 

am i = ri (g2) . . 

Наблюдаемые значения не должны зависеть от шага решетки,. 

а ...!Lm . = О. · 
da 1 · 

Из /16/ и /17/ следует, что 

д f . = 'l'(g)-f . 
1 дg 1 

g dg 
или r i (g) = ci ехр 1 f 'l'(g) 1. 

d / Б / 
где 'l'(g)=a dag(a)- функция ренармгруппы 

Следовательно, все размерные величины 

универсальную размерную констан~у 

1 g dg 1 Л =-expl f __ , · 
а 'l'(g) • 

mi= ci л. : 

выражаются через 

/16/ 

/17/ 

/18/ 

/19/ 
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С точностью дву~петлевых вкладов по теории возмущений 

2 ь 1 IЬ~ 
(а Л) = ехр (-{:! / Ь0 )(f~ /Ь 0 ) i20/ 

11 102 
где Ь0 = ~ , Ь 1 = - ·--4- - коэффициенты '1' -функции, '1' (g) 

( 411) (411) 
b0 g3 + b 1g 5. Континуальный предел считается достигнутым, если 

численный расчет дает результат, совместимый с поведением /20/ 
/асимптотический скейлинг 1 или согласу.ется с /19/, где 'l'(g) оп
ределяется не по теории возмущений, например по 1/ N -разложе
нию / 11!/ или с помощью монтекарловских расчетов 11 !1: В глюодинамике 
для величины Л принято значение порядка 1 о-2 ...;с;, где ..;с; · -=. 
=420 МэВ. 

Свойства моделей теории поля и с~атистической физики сильно 

зависят от размерности пространства . . Например, в двумерной 

электродинамике - в модели Швингера 1141 электроны находятся в фа
зе конфайнмента, в четырехмерной электродинамике имеется фаза 

деконфайнмента. В одномерной модели Изинга имеется фазовый пе

реход второго рода при f:! =oo, в двумерной модели точка фазового 
перехода находится в f:!= ~ ln ( v'2~1). : Обычно рассматривают цело
численные значения размерности пространства, хотя в принципе ме

тод Е -регуляризации 1151 пезволяет рассматривать и нецелочислен
ные размерности d = 4-2 Е. : В теории поля обычно проводят вычисле
ния по теории возмущенИй и после процедуры ренармировок полага
ют Е= О, · а в статистической физике Е=1/2. В последнее время раз
витие теории нелинейных динамиче~ких Систем в фазе стохастично

сти / 16/ привело к необходимости рассма-rривать матеJо11~т~ческие об~екты снецелочисленной размерностью- фракталы 17 . Размер
ность фракталов определяется по Хаусдорфу: множество М,состав
ляющее фракталы, покрывается сферами размерности d 1 d может 
принимать любые положительные значения; вместо сфер можно рас

сматривать произвольную конечную Фигуру/ и радиусами ~а. Сущест
вует значение d =dн, . для которого об~ем покрытия при а ... О 
стремится к оо, если d < d н и к О, если d>d н· : Значение dн на
зывается хаусдорфовой размерностью М . dн вычисляется по фор

муле 

dJ.M)= lim ..li!!.L 
а-+0 ln1 /а ' /21/ 

где N(a) - число сфер с радиусом а, покрывающих множество М. 
Примерам фрактала является канторово множество, которое строит

ся следующим образом: отрезок единичной длины делится на три 

одинаковых отрезка и средний отрезок удаляется. Потом полу

ченные отрезки опять делятся на три и т.д.: 

6 

1/3 

1/ 9 

Для канторова множества (К 3) 

·а о = 1 

а 1 = 1/3 
а 2= 1/ 3 2 

а n= 1 /Зn 

No = 1 

N 1 = 2 
2 N 2 = 2 

N = 2n 
n 

d ln 2 ln 22 ' ln. 2n ln 2 . 
н<К ) = - ,=·- ·= ·--·=-- = - .... 0,63 < 1. 3 1~ 3 ln 3 2 · ln 3 n ln 3 · 

/22/ 

:• 

Следовательно, хотя Кз ~остоит из изолированных точек и топо

логическая размерность 11 ~1 dт такого множества равна нулю, хаус
дорфова размернрсть отлична от нуля. Вообще для фракталов dн> dт, 

тогда как для обычных гладких фигур d н= d т = целое число. Мера 

к 3 ,S . равна нулю, S = lim (2/3)n=0, · мощность - континууму. 
n-+oo 

В качестве другого примера фрактальнога множества рассмотрим 

обобщение 119 ! 11 ковра Серпинскоrо11 . Это множество строится та·ким 
образом: единичный d-мерный гиперкуб делится на Ld одинаковых 
гиперкубов; из .середины полученной решетки удаляется fd гипер-

d . 
кубов; потом оставшиеся гиперкубы делятся на L меньших и т.д. 

В случае d = 2, L = 3, f = t получаем обычный ••ковер Серпин
ского11: 

'· . ' 

D-00 -
2 

dн = ~ = J!!..L = .. ... = J!lд ... 1,89 < 2. · 
ln3 ln32 ln3 

В общем случае 119 1* 

~ ~ Im 

~~~ 
· ~ ~ ~ 

-··· 

dн(OKCp,L,e) = ln(Ld-f,d)._=d+ ln(1-(UL)d21;::;d, 0.$ f.$ L-2. : 
lnL lnL 

/23/ 

Величина /23/ может принимать все значения от О до d . 
Фракталы позволяют рассматривать модели теории поля и ста

тистической физики в пространствах с нецелочисленной размер

ностью вне рамок теории возмущений. Это, с одной стороны, позво

ляет следить за изменением свойств моделей, непрерывно меняя 

размерность пространства, с другой стороны, фрактальная гео

метрия может оказаться удобным языком для описания механизма 

редукции пространственных измерений /в КХД от четырех измерений 

* Случай d = 1 , L = 3, f = 1 соответствует k3 • · 7 



на малых расстояниях к двум измерениям на адронных расстояниях; 

в струнных теориях от двадцатишестимерия и десятимерия соответ

ственно для бозонной и суперструн к четырехмерному пространству/. 
Отметим, что в приведенных примерах точки фрактальнога множест
ва не расположены однородно в об-ъемлющем простра11стве. Наложе

ние периодических граничных условий улучшит однородность. Для 

дальнейшего улучшения однородности можно применить теорию равно
мерного расnределения 1001. 

Отметим, что для важного класса фр~кталов, для самоnодОб
ных фракталов, примерами которых являются Кз и ковер Серпинско

го, dн, вычисленная при конечных размерах покРЫвающего элемента, 

дает предельное значение d н· ВОобще говоря, величина dн зави
сит от радиуса покрывающего элемента /11разрешащей сnособности 
прибора''/ 

а d(d g(a)) = '1' (d ~· · 
da /24/ 

для самоnодобных фракталов 11 '1'- фун~ция размерности11 
• .0. Это 

свойство обуславливает выделенную роль самоnодобных фракталов 
для ВКТП, т. к. они nри конечных значениях а точно дают важнейшую 
характеристику - размерность фрактала. , 

Отметим также, что для некоторых фракталов удобно вводить 

два оnределения метрической размерности, внутреннюю раЗмерность 
и внеuноо размерность .• Для конкретности рассмотрим фрактальную 
11кривую11 в . d-мерном евклидовом nространстве. Такую кривую можно 
задать, наnример с nомощью сходЯщИхся рядов . $урье для коорди
нат кривой 

Xi (t) = 1: С1 (k n> сов {k nt ·-+ Bni ), 
n>-. ,0 

Ci(kn)"-1/k.:. · k ' n-n -н<>, · O"s ,a~l. : 
/25/ 

· Внешняя метричес~ая размерность фрактала совnадает с хаусдор
фовой размерностьюdн /21/ и определяется параметром а, для 
кривой /25/ 

dext = dн= d- (d-:1) а. /26/ 

Для г лад кой· кривой ·а = 1 , d н • 1 • 1211 . 
Внутреннюю метрическую размерность определяют .не отходя 

от фрактала в об-ъемлющее евклидово пространство /иными словами~ 
не проектируя фракталы на внешнее пространство/, значение .внут
ренней размерности для фрактала /25/ дается соотношением 7211 

dint= 1/а >-. ,2 -а. : /27/ 

Для гладкой кривой а= 1, d =dint = d ext = 1. 
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Отметим, что не все предс+~вляющие интерес фракталы задаются 
конструкцией /25/-/27/. Наnример, для самоnодобного фрактала -
кривой Коха, которая строится согласно 

d ext = dint 

- vV\_ 

.Е!.!..- 1,26 > 1. 
= ln 3 -

~~ ........ 

По формулам /26/ и /27/ при d = 2, dint >-dext равенство име
ет место только для гладких кривых, а = 1. Следовательно, в со
отношения~ /25/-/27/ не содержится кривая Коха* . Отметим инте
ресное свойство формул /26/, /27/. Чем выше значение внутренней 
размерности, тем ближе значение внешней размерности к размер

ности объемлющего евклидова пространства. Конструкция /25/-/27/ 
обобщается на случай фракталов, заданных с nомощью нескольких 

параметров t, т. е. для ''nоверхностей'', ' 1объемов'' и т. д. 
Для nоверхностей 

d =d-(d-2)a, dint = 2 / а. ext 

Для гладких nоверхностей а = 1 и d ext = d int = 2 · 

/28/ 

В качестве nримера фрактальных nоверхностей рассмотрим кон

фигурации квантовой релятивистской струны в d =Z6-мерном ев
клидовом пространстве. Возможные конфигурации струны в конформ

ной калибровке задаются координатами 122 / 

00 -in т 
ХJ!(т,ст) =n:_2 11 (n)cos(ncт)e , 11 = 1,2, ... ~26. /29/ 

Предnоложим, что на малых /nланковских/ расстояниях струна на
ходится в фазе, в которой мера состояний сконцентрирована на 

фракталах, размерность которых оnределяется по dint = 2/а = 26, 
на больших расстояниях /наnример, на адронных/ размерность фрак
талов оnределяется по d ext=4-2a ... 3,85. Этому значению nрост
ранства соответствует значение nараметра f -регуляризации, 

f =а= 0,08. 

З. РЕШЕНИЕ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИй КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ 
МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Известно123~ что nри дискретной аnnроксимации дифференциаль
ных уравнений в частных производных метод конечных элементов 

/МКЭ/ имеет nреимущества nеред методом конечных разностей /МКР/. 

* на этот факт обратил мое внимание В.А.Загребнов. 
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Решения - уравнени~ а частных nроизвод1-1WХ можно nредставить в виде 
коНтинуальных .интегралов. ~КТП являет.ся конечноразностной ап
nроксимацией континуальных интегралов КТП. Представляет интерес 
рассмотреть апnроксимацию континуальных интегралов НКЭ. 

НКЭ для решения оnераторных уравненийдвижения квантовой 
механиtЩ. одной чсастицы рассмотрен в ра6оте1241.Здесl> мы nриве
дем обобщение· на случай - nроизвольноrо /конечного/ числа частиц. 
l'lотом рас(:iоtотрим nримеры: набор гармонических осцилляторов; 

аt:tгармонмческий осциллятор; конфОрмную квантовую механику одной 
частицы и частицу в кулоновском . nотенциале. В оnераторной форму
лировке квантовая система из N частиц в D -мерном простра-нстве 

с координатами Xna и имnульсами Р па , n • 1 ,2, •.• , N и а-= 
= 1 ,2, ... , D задается гамильтониенам 

Р.2 
Н= I 2па + V(~Хпа \) 

n,a- mп 
/30/ 

и nерестановочными соотношениями 

[Xna' PmiJ}= i 8 пm 8af3 /31/ 

/в единицах h = 1 1. 
Оnераторные уравнения движения для nро~~tэвольной величины 

f(P,X) имеют вид 

i .!.. f = [Н, f (Р, Х) ] . /32/ 
dt 

8 частности.- для r = Х и Р получим уравнения 

Plla 
xna = mli • 

р =- д па "'дХ V(\X /). 
na 

/33/ 

Требуется найти решение уравнений /33/ nри- t =Т по заданным 
значениям х0 и Р0 в начальный момент времени t = О. При этом 
Хо и Р0 должны удовлетворять условию /31 1. 

Применение МКЭ состоит из следующих этапов . Сначала область, 
на которой решается дифференциальное уравнение, делят на ко

нечные элементы, которыми могут быть D -мерные симплексы /в слу
чае D = 2 - треугольники/ или другие конечные фигуры 123 /. Потом 
на конечных элементах искомое решение аппроксимируется конечным 

полиномом с неизвестными коэффициентами. Эти коэффициенты onpe- -
деляются из условия непрерывности /и гладкости/ на границах 

· конечных элементов и соблюдения уравнений движения в некоторой 
точке /точках/ конечных элементов. 

Дискретизацию уравнений /33/ проведем с помощью линейных 
конечных элементов . Разделим отрезок ~.Т) на отрезки одинако
вой длины h , hL = т .. Для конкретности рассмотрим первый 'Конеч
ный элемент 

10 

-~ 

{ 

Xna(t)"' Х~0~(1 -t/h) + Х~1~ t/h, 

Р (t),. P(O)(l-t/h)+P(l)t/h 
na па па ' 

/34/ 
о~ t ~ ь. 

Подставив /34/ в /33/, nри t",h/2 получим дискретные уравнения 
движения 

X (l) -Х(О) 
·na . na 

. h 

p(l) + р(О) 
na n.a ., 

2tnn 

p(l)_p(O) . Х(1) (Ok 
na nа = _ _L V (\ k{! + Х k 

ь ах 2 
па 

/35/ 
\). 

Из первого урав~ения следует 

p<t>=_p<O> + 2mn .(xo> -х<О>) 
na na h na na • /36/ 

Подставим Р~~ во второе уравнение и выч~ем из обеих частей ела-
гаемое 

2mn(x 0 > x<D>) 
- · na + na ' ь2 

получим 

_ _t р(О) _ 4mn Х (0) 

h na h 2 na 

(1) (0) 

"'- 2mn (Х(1) + Х(О))- _д_ V(\ Xkt!+ Xkf! \) 
ь2 na na дХnа 2 

/37/ · 

- 2mnG-1(\X(1) Х(О)\) 
= - h nа kf3 + k f3 ' · 

/38/ 

где 

-1 1 ь а xkf3 
G (IX \) = - Х + -2tn -.rx-V( 1,.-1). na h na n олnа 

Ура внения /38/ в общем случае представляют собой сложную систе
му из Nx D нелинейных уравнений относительно Nx D неизвестнwх 
X na • 

В случае гармонического потенциала задача решается точно, 

2 
V( \X \) "' I ~ 

n, a 2 

2 
X na' · 
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2 h2 2 
G- 1 \X I)-1.. _h _ _ ~_ - 1.. ( ~) _ 

na - h Xna + 2 · 2 Xna - h 1 + Xna - Yna• . m0 4m n 

Gna (\Х !) =- ·Xna • 

4m0 

1 + 

Следователь но, 

h2cu 2 h 
1 - !! 

х (1)= 4m 0 Х (О ) 
mn 

na 
h 2(1)~ 

· n a + 
h 2ш 2 

1 + 1 + ___ n_ 

4mn 4m 0 

2 1- h ш~ • 
р ( 1) = -=-~..!.k-.:-- . + ---~- р (0 ) 

na h ~-. 2 h ~ш ~ nа 
1 + ~ 1 + ---!!- . 

4m0 4m
0 

р (О) 
na 

/39/ 

/40/ 

Итерируя · линейную систему /40/, 
уравнений /35/ для гармонического 
явные выкладки проведем для одной 

ницы cu= m= 1. : Тогда получим 

получим решение дискретных 

потенциала /39/. Для простоты 
степени свободы, выберем еди-

ф ( 1 )= АФ (О ) , . /41/ 

где 

Ф=(:). · 
i ф а 2 

А = сов ф + i а 
2 

sin ф = е , 

tg ф = h . . ( р -1 ) 
ь 2 ' а2 = 

1 - · - · 4 . 1 о 

(L ) i Lфa (О ) . 
Итерируя /41/, имеем Ф = е _ 2 Ф. При малых h Ф=:h. 
L ф "" Т. :Следователь но, в решение дискретного уравнения пр~ ма 

лых h входят единичные частоты ( cu = 1), как и должно было быть . 
В общем случае решение уравнений /38/ будем искать в виде 

ряда по h. Формальное решение системы /35/ имеет вид 
р(О) . 

X (l)= -X (O) G (\~. ~ Х (О) ) · 
n a na + na mk + h k{3 ' 

/42/ 
р < 1 >=-Р<О > + 2mn cxO>_ x <o > ). 
na na h n a na 

12 

Покажем, что решение /35/ соблюдает nерестановочные соотно
Шения /31/ на концах конечных элементов. Для этого скоммутируем 
nервое уравнение системы /35/ с pt<$+ р~) . · а второе уравнение 
с хО> + х(О> . получим 

na na • 

[ p(l) + Р.(О) X(l) -Х(О)}=О . 
kf:J k{J • na na • 

[p<t>;...P.<o> . хщ + x<o>J= о 
tf3 tf3 • · na na · • 

Сложив уравнения /431, nолучим 
[X(l) p(l)] =[X{O) P.(O)}=iB - 8 д. · 

na • tf3 na • t-{3 - nk а,_. 

Для произаольного t , o~ .t ~ .ь. имеем 

{ Х nJ.t), ·Pkf3(t) 1 = i 8nk8 а,р1-2 t :!Ь (1- t:-!Ь )), 

с_ледовательно, 

1 / 2 - ~ - [ i р ~-~(t), ' xna(t) ]$, .1. : . 

/43/ 

/44/ 

В качестве следующего nримера рассмотрим задачу с одной сте

пеныо свободы и с ангармоническим nотенциалом , m•t • 

4 V (Х) = ЛХ • 

Для nотенциала /45/ из фОрму/JЫ /38/ 

-1 v hЛ 3 ) о (Х) = .._+-Х .. . у. х .. о(У. 
ь 4 ' 

Уравнение /46/ удобно nереnисать в виде 

л 8 2 - z + z - h у = о, ' 
4 

где Z = hX. · 

/45/ 

/46/ 

' /47/ 

. 2 
Решение /47/ представимо в виде степенного ряда по h ,для Х 

получаем 

Х = hY ..:.. ь2 ~ · (ЬУ )3 + O(h9 ), . 

2 л 3 
G (X) = ЬХ- Ь - (hX ) • 

4 

С точностью h2 решение заnисывается в виде 
2...з з 

Х 1 = · Ха + hPo -2Лh х 0 -ЗЛh Х 0Р0 Хо• 
2 

pt = -Ро + ь(Хt-Хо)· 

/48/ 

/49/ 
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Заметим, что nоследнее слагаемое в nервом уравнении /49/ обес
nечивает точность h2 во втором уравнении. 

В качестве другого nримера рассмотрим конформную квантовую 
механику 

л 
V(X)= ~' 

х 
/50/ 

Заметим, что этот nример является частным случаем семейства 
конформных теорий скалярного nоля с нелинейностью 

Лф Р--2- • /Я/ 

Случаю /50/ соответствует d = 1 . Введение фракт~льной реш~тк~ 
по времени nозволяет рассматривать системы с О <d < 1 . Для nо

тенциала /50/ 

-1 v 8Лh 
а (х)= .А. - -- = у 

h х3 

имеем уравнение четвертой степени. 

X
4

-hYX
3

- 8Лh 2 = О. 

Решение /53/ с точностью h2 имеет вид 

8Л +h2 д, Х = hУ+ьуз = hУ (hY)3 

откуда 

G(X) = hX + ь 2д 
(hX)3' 

/52/ 

/_53/ 

/54/ 

/55/ 

Решение дискретных уравнений /35/ с точностью h2 выглядит так · 

2 л 
- Х +h R + h h )3 Х 1 - о о (Х + - Ро 

о 2 -
/56/ 

2Л 
- р + h h )3 Р1 - о (Хо + 2 Ро 
В качестве системы с несколькими стеnенями свободы рассмот

рим частицу в кулонавеком nотенциале, 
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v (х ) = - ze2 
х . . 

2 2 2 2 
х = х 1 + х 2 + х8. 

-1 Ха h 2 Ха 
Ga (Х)= - + ~2 4Ze У!= Уа . 

h m Х 

Имеем 

аь2 
Х(1 + ~)=hY, х 3 -hYX 2 + ь 2 а =0, 

где a=2Ze 2 I m. С точностью h2 решение /58/ имеет вид 

Х = hY- ь 2а / (hY)2
• 

Следовательно. 

2 -3 
Х а = h У а (1 - h а (h у ) ), 

Ga (X)=h Ха (1 -а h2 (hX Г3). 

Решение оnераторных уравнений /35/ имеет вид 
О (0) h р ~О) 

xOL х<О> + h Р~ > - ь2 ze2 Ха + 2 m_ • 
а а m 2m (О) h р(О) 

(Х +- -) 
2 m 

р (1) (О) Х(О) h р (О) 
= Р hZ 2 а + - а а а- е 21i\ (О) ---

(Х + h pm(0))3 

1571 

/58/ 

/59/ 

Для континуальных интегралов дискретизации no МКЭ соответствует 
действие 

S = ~ \...!!!_(X(i+ 1)-X(i))2-fdtV(X(i+ 1>;,l+ X(i)(1-t/h))l. 
i=O 2h О 

/60/ 

Теnерь для иллюстрации nрименения · nолученных оnераторных 

решений рассмотрим задачу оnределения сnектра энергии на nри

мере ангармонического осциллятора~Б~ После оnределения времен
ной зависимости матричных элементов соответствующие частоты да

ют значение сnектра. Решение оnераторных уравнений ангармони

ческого осциллятора имеет вид 

8 2 
Х 1 = ,Х о + Р0 h - 2 ЛХ0 h , 

8 2 
Р1 = Р0 -4ЛХ()h -6ЛХ0Р0 Х0 h 

/61/ 
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Выберем начальные условия в виде 

··-
у + 

Х 0 =...;
2 

, (а +а), . 

Р0 = i_ .(a+ -а ), [а+,а 1= 1. 
уу2 

/62/ 

Параметр у характеризует ширину фокавекого состояния 

(а+ n 
ln> =~· 1 0> . /63/ 

..jn! 

Рассмотрим матричные элементы решений /61/ по одночаст'ичному 
и основному состояниям. Отметим, что для определения того, какие 

матричные элементы являются нетривиальными и какие промежуточ

ные состояния дают вклад, полезно ввести диаграммы. Например, 
для матричного элемента < О 1 Х g11 > имеем диаграмму 

~ 

i 

о 

·;о.· . . . ' 

• • 

2. 

!. 
о ., 

двум независимым графам которой соответствуют два слагаемых 

3 < о 1 х 0 11 > =< о 1 х 0 11 > ( <11 х 01 0> < о 1 х 0 11 > 

+ < 1 1 х0 1 2 > < 2 1 х 0 11 > ). 

Несложные вычисления дают 

< о 1 х ll~_>= 1 - i ~. - . 3 л у 2!12 • 
<OIX0 11 > У 2 

<0 IP1 11> =1- i6Л y4h-3Л y2h2 , 
< О 1 Р0 11 > 

/64/ 

Теперь определим параметр у из условия, чтобы в матричные эле
менты /64/ давала вклад только одна частота, 

<0[ Х ] 112._- е -i шh- .1 -i ш h- .!..ш2h2 . 
< OIXo l1> - - 2 

Сравнение выражений /64/, /65/ 

ш = (6Л)1/.з У= (6Л)-1/~.817Л 1/~ 
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даст ш =у - 2., 

/65/ 

ш 2= 6Лу ~ откуда 

!66! 

Из матричного элемента 

_:::: OIP1 11 > -e-iшh -1-iшh- · J..ш2h2 
< о 1 Ро 11 > - - 2 

следует ш = 6 Л у 4 , ш 2= 6 Л у 2, и получаем предыдущие значения ш и у. 
Полученное з~ачение для ш лишь на 5% превыwает точное значение 
ш = 1, 728 Л1 ~ Что касается других примеров конформной меха
ники /50/ и частицы в кулонавеком поле /57/, в соответствующих 
решениях /56/ и /59/ сначала надо убрать операторные выраже-
ния из знаменателя путем умножения на соответствующий множитель • 
Далее рассмотрение аналогично предыдущему. 

Мне приятно nоблагодарить В.А.Загребнова за обсуждение вопро
сов фрактальной геометрии и указание на работу~ 9~О.К.Пашаева 
за обсуждение вопроса компактифации в струнных моделях и С.Ю.Шма
кова за многочисленные обсуждения и сотрудничество. 
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