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В настоящей работе речь идет о нелинейннх эволюционных уравнени

ях, интегрируемых с поrющью метода обратной задачи рассеяния: для опе-

ратора i - 7 I вида 
1 L- нdJ - { 

i- 11= 
tr 

(I) 
и:r dx, 

где tJx.. и dy - операторы дифреренцирования соответственно по 
пространствеиным переменным х и f , оператор L определяется 
равенством к~ 

L '1 Кс+~ - · "'\ К 
= с'х.. + L. l( К (})(_ 1 l<c ~ О 

(2) 
к .=о 

коэфрициенты Uc , ••• , ~к , L,.... , ().r ЯБJlJIЮТСЯ фуню.щ.ями координат 

х , '{. и времени t , шiраметры J(., и 7 принимают, вообще гово
ря:, ко~е.к;r-е значения, а матриu,з [ = cJ; а j ( i , о) • Как уже отмеча
лось ранее I-2/, среди этих уравнений имееiся несколько важных с 
прикладной точки зрения • 

. Применение метода обратной задачи рассеяния: к интегрированию не
линейных эБОJIЮционннх уравнений имеет уже почти двадщ1т:метнюю исто

рию, н?Wапцуюся с пионерской работы Г'арднера, Гршш, Крускала и 

Миуры 3 • 3а это время метод обратной задачи рассеяния: бWI применен 
к интегрированию значительного числа раэличных нелинейншс эБОJIЮцион

ных уравнений. Полученные в этом направлении новые результаты оnуб

ликованы: в болЪIIlом числе статей и нескольких монографиях. Более того, 

в последни~ годы идеи метода обратной задачи рассеяния: бwrи успешно 

использованы для нахождения точных решений некоторых нелинейншс э~ 

ционннх уравнений с двумя и более пространствеННЪIМИ переменнымиl 4-8 • 
Однако оператор i - 'l I вида (I), (2) с этой ~ впервые бЬIЛ ис
пользован сравнительно недавно в работах автора 9-!2/. При этом ока
залось, что решение обратной задачи рассеяния для этого оператора 

имеет свои существенные особеJШости. Их причиной IO!JISieтcя то обстоя

те.nьство, что для оператора ;i- 7 Т не удается написао:rь И!}Теr
ральное уравнение, аналогичное уравнению ГеJiьфанда - ЛевитанаfiЗ/. 
Этот факт ЯВJIЯется одной из nричин, по которым метод "одевания" /Б/ 
оказался неприrодным для нахождения решений рассматриваемых эдесь 

нелинейных эБОJIJОционннх уравнений. Используемая в настщпцеl работе 

система уравнений (I.I), (1.2) сходна с · системами уравнений, .которые 

получаются из интегральных уравнений тШiа Ге.пьфанда - Левитана с по

мощью иреобразования Фурье - Лапласа. Однако в да1ШОМ случае при 

nолучении системы (I. I ), (1.2) были исnользованы: другие сообраиения. 
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Структура статьи такова. С помощью решений системы (1.1), (1.2) 
находятел коэфj.Jицаенты и собственные фун.кции оператора :f - 7 I . Да
лее показывается , что найденные собственные фун.кции Jm11ЯЮТСЯ также 

собственными фуНlЩИ.ЯМИ некоторого оnератора эволюцаи Т вида 

т =dt + Jf 1 (3) 

где d ( - оператор диqхреренцарования по f , а Jl- - диФlJеренца
алъный по х оператор, коэф})ицаенты которого также .:>пределяются с 

помощью решений системы ( 1. 1), ( 1.2). Этого факта оказывается дос
таточно дл.я доказательства утверждения, что построеJОШе с помощью ре

шений системы (1.1). (1.2) операторы i - 7 I и т· вида (1)-(3) 
удовлетворяют операторному соотношению 

[ . Т, .1 - '! I ] = . 13 · ( { - 7 l ) , < 4) 
1 

где :Jj - ди@еренцаалъный по ::t оператор, .козфJJИциенты Rоторого яв-
но определяютел с помощью решений системы (1.1), (1.2). При указан
ном ниже вы6оре операторов v4 и .19 оператарное соотношение (4) эк
вивалентно системе нелинеЙНЬIХ эволюцаонных уравнений относительно 

коэф})ицаентов оператора i - 7 l . Отсюда следует, что решение сис
темы (I.1), (1.2) позволяет на!tiти явное решение получаемых с помощью 
( 4) нелинейншс эволюцаонных уравнений. · 

§ 1. Qистема (1.1) • (1.2) и свойства ее решений 
ИсхоД!ШМ пук.ктом иаmих рассмотреиий ЯВJIJ~ется ПpiiВOJtiiiiМ JOt&e сис

тема JIИJieЙIIЬIX мrебраюiеских урав•еи:d. С ее по~~:>ЩЫI 6у'Д1т получеJШ 

ЯВJШе вырааеЮUI мя: решекий :ии:тересупцих :кас иеJПIКеЬых &BOJIIЩИOJOIЫX 

уравнеиий. 

Итак, рассмотрим систему 

( 11 + !3 ) х + + )+ ~ -= о 1 (1.1) 

( 1 + 13 ) х -= .т) ' 
где ff - едини~ая матриuа порядка 'l-c + 2 't. L , а В - ющцратная 
матрица того же порядка с элементами в'/.. 5. Мы будем предполагать, 
что отличные от нуля элементы матрицы ' В имеют вид 

t<- е.х f [( t.J'z,- 65 )х + T't!!] 
""-' fJ- , U'l-~'Z. 0 1 ~ S ~ 'l-o+ti, 

vJ't.--vS 1 

(I.2) 

f'l- К ~ 1 'Z.o<'Z.~'l-o+t!<S~'l-o+2Z 1 6'-z, Ko-t-2- - t.J
5 

• . ,...,._ 1 (1.3) 

t'l- ~)(j1 [ ( I.J'l- - Os )х] 
.:___.--1._:_~----"'-'---"- 1 {. ~ 5 ~ 7,. о + 'г, L < t ~ 7,. о + 2 'z. ! . 

w't.-- <?s 

в s ::: 't, 

2 

Все остальные элементы матрицы В предполагаются равными нулю, т.е. 

{

i) U:'Z.~'l.0 'Z ~·t- 'Z. L < S ~ "l.o-t- 2.t !. 

в >' 5 = 0 о OOIIИ 2} t, < ~ ~ t: r t, о { * 5 ' ~. ~ t < ' 

.1) '1-с + 'l.L < & , 5 ~ 'Z- c ·t- 'А- 'l.- L . 

Вектор Л имеет 'Z.0 + ~ t- L компоненты ~" вида , 

\ - 1 если 'l. о < i J -f: ~о + 'l J. 
;\'7..- Т'/-' 

(1.4) 

( 1.5) 

{ 

f1. e'i f ( uJ>r,X + T'r., J } , если i ~ i ~ 'г.. о , 

f'r: ехр (w'l.x) 1 если "'Lo+ ~ t < 'z. ~ 7.. .-r ~ti. 
При этомвеJIИЧИНЫ f11 ... , j't.-,-r zt 11 wt, .. . , Wt, l uJ"t. , i- 't. t +-!1 .. , 

w<-.+7.- 7.t 1 б! , . .. , O-z- 0 -t- "Z. 1 1 Т 1 , •. . , Т: 'L o считаются задан-
ными и ЯВJI.ЯJ)ТСЯ параметрами системы (1.1),(1.2). От координат х , (f 
все они не зависят. МЬ1 будем предполагать, что при '1.. = f., . . . 

1 
i-o вы-

полняется условие 

w:o-r'J-_ G;_ l<o+2. = ~T"l.-
1 

(1.6) 

где К- - параметр, входящий в определение оператора L- 7 J 
вида ( 1). ВеК'l'оры Х +- и Х- соо_тветственно с компонентами х; , 
• • • • · Х ;. + 2 'г.t и Х ~ , • • . , Х 'l-c -r :z 'l L ЯВЛЯJJТся неизвестными и 
подлежат определению с помощью решения системы (1.I),(1.2). Эти век-
торы обладают рядом замечательных свойств. Именно с их помощью 6Yl!JIT 
построены решения рассматриваемнх здесь не.линейных эволюционншс урав

нений. наконец, матрицы J+ и ] - ЯВJI.ЯЮТся проекторами в ( ~. + 2 't )
-мерном веК'l'орном пространстве, причем матрица J -r прое.ктирует на 

подпространство, образуемое векторами, у .которых равны нулю все .ком-

поненты с номерами ~ = 't 0 + 1. , ••• , 'l-0 + t ! , а матриuа J- прое.к-

тирует на дополнительное подпространотво, т. е. на подпространство, об

разуемое векторами, у которых отличны от нуля толь.ко .компоненты с но

мерами 1.- "' 't о + i , ••• , '<-о -r 't 1 • Другими словами, справе~.ы равенст-
ва 

J+ ~ J i ()Q ( f , ' . , i о 1 . .. , о i .. . i) ) tf ) 1 1 1 

J- == J ( O.,J ( о, . ' . 1 о , i , ' .. ) 1. } о, . . . 1 о ) 1 . 
(1.7) 

где первне rpymш ооответственно единиц и нулей имеют ,цпину 't-• , а 

вторые и третьи - имеют дпину "l. 1 • 

Пусть Е и .J 0 - квадратные матрицы порядка 't. 0 -r :;t 'l. 
1 

, имею-
щие вид 

~ "1.-с о о о 1J't. о 

Jo"' о {) 'l.1 о 1 1 (I.8) 

• 
1 "1.-J о ' 

о о 

Е = о 
! 

о о il '!. t. о 

3 



где 1f z.. и Ut
1 

- еДИЮiчные матриi.Щ соответствеШiо порядi<а t., 

Положим 

J1.. = .J+- JoJ~ 
1 

.)~ = JoJ-;-
1 
Ji' = J1 + J- . 

Согласно (1.7)-(1.9) справеддивы равенства 

).,. = Е .7с Е , т- = .7"- .1. 1t 
1 

'Jt =Е;-Е . 

и 1-1 • 

(I.9) 

(1.10) 

Пусть, далее, tJ , 5" , Т: -диагональные мaтpиlJJ:l порядi<а "r-c-t X'~-t 

вида 

(~l"' с/:' '1J (IA.1L, . . , r.J'I.c' !)'L,т! ' ... 'G;,'l" i. L > t.J'l-~'t'vL+ i 1 • • • 1 W'lc't'').,'!-J , 

"""- ('aq(."" ~ r:;-: с;-: uJ r.J )(I.П) 
v-C. 1 l И!, . .. , 'O'Z.c, ~c-rL, ... ,::J'l0-t-'Z. 1 J 'Z-0+'1..;~.+!,·· · 1 'Z.0 +2Zl 1 

t'=- ci;etJ.(т1 , .. . ,Y~~. о .... , о ; о, ... , о). 
На основ8.нии (1.6) мaтpиlJJ:l UJ , IJ' , 7: удовлетворяют соотношеНШ> 

cJ к .... ~ _ 0 к.,-r2 = ).(,.т. (I.I2) 

Положим 
cJo = .J"' uJ 1 rJo "' .1о О. (1.13) 

Возьмем, далее, вектор t с & 0 + 2 ·(..!. комnонентами l ~ вида 

{. =- (1.14) 
О i е-J f (- б; Х J ' е ц; и i ~ '& ~ 'Z.o + 'l- i ' 

'/... 1, ec]IU 'l.. o-t-'l.L< t .::0 'Z.or~ti 
С помощью (1.3)-(1.5), (1.7)-(I.II),(I.IЗ) и (I.I4) легко убедитьсш 
в справедливости равенств 

vB 5 _ fil-\ 'Dj r;JB ~:х. ::: cJ0 - /3 Оо - ,J f\ v о 1 1 = 1:: В , 
'J А = W

0 
А ~::: Т ~ ?.{ ! -6'о t (I.Iб) 

-ох. 1 "dJ ' ох- ' 
где знак " ~ " означает транспонирование, т.е., в частности, переход 
от вектора - столбЩi к вектору - строке, а произведение ) [ век-
тора - столбЩi Л на вектор - строву '[ понимается как произведе-
ние матриц :и явпяется квадратной матрицей по.РIIдКS "t.."t :L 'l.J.. с мв-
ментами л "1., е 'L- • i ~ 7.. t s ~ 'l..o + 2, 'l. i • 

Ilредполоuм теперь, что в некоторой о.крестност:и точх:и Х = Хо , 

;; = :/
0 

выполнено неравенство 

D=clef(i-rB)fo. (I.I6) 

( I. I) , ( I. 2) опреде.пим веJОJЧИНН К ~ с nоr.ющ:ью решен:ия системы 
-;-

:и w 11 • ~OJUU'fUl - 'J 11 х ±. 

К~ ==-lo пJoX± , w:= t Jo ~ · (I.I?) 

к + -;-
Та.к, опреде.ие:вике :ве.пчJ~НК ;:;- и W; омзавн ooo!'ROII8ИIISJIIII 

/}+" . "' с 111 с т ";)111 w-r nh "' ·2: -i) · 11 ~ ;=.т 1 (I.I8) 
111=0 '"" 

4 

n r-1 п,u::t. W ± = " ' С 1~
11 (/ n 11-111 

11 L... ..-:'\ 1'11 
111:0 QX 

Действительно, на основании (I.Iб) и (I.I7) nравая: часть R~ 
венства (I.I8) может быть заnисана в виде 

R.:t"" i (-1) ~ с.~11 z. (-i) d. с~ l o<i..Jo ?/1-d-. х±. 
n 111 'dx п-с1... 

111=0 d...=o 
Изменив по.IЩЦок суммирования:, получаем 

n 11 m-o(. 111 d.. 'i d....J 'dn-<k-x± 
R~=2: ~c-!J c11C111t-

0 ·о . 

rJ.=-o 111 ==cl-. 
далее , в ему равенства 

11 { I, eOJIИ о(. = 11 2: (- i) 111- ~ с 11/11 с /1~ = 

(I.I9) 

ра-

l11:c/... 
0 

о, eOJIИ d.. < n , 
находим, что R~ "'-tt оп 'Jo Х± , т.е. с учетом <r.I7) отсю.ца следует 
справеNIJШОСТЬ ооотношен:ия (I. 18). АнапоГИЧНЬIМ образом провер!lется 
справеNIJШОсть соотношен:ия ( I. !9) • 

Положим теперь 

U Кс+ ~ = 1' (!.20) 
а даи:ее, :исiiО.IIЬвуя решение системы (I.I), (I.2),определ:им фуНIЩIШ 

и.. к 1. , ••• , И. о посредством рекуррентного соотношен:ия 

о+ + К -К+!. р К ~ 1 W ~ 
U.к=-Кк-кн- ~ ~ цJi+l<-r:t.Cнк Р 7 (I.2I) 

о р=о q=o 1 ох~ 
Петрудно убедиться, что соrласно (I.I7),(I.IB),(I.20) :и (!.2!) имеем 

Икотi =О 1 t..lкo "'- (l<. c-t-:Jv) d W/ 
1 

/') /+ 'Ох . 
U _ ::. l<.c-! dtAк0 _ (1< +~)'1\А! _ /.) 1,/+ 

(!.22) 

к. i :t 'Ох. о 'dx К 0 VV 0 • 

ВозЫЕм теперь опервтор L :вида (2) , .коЗФiиrоrентн которого удоВJiет
ВОРfiМ рекуррентному coo'l'ВOmeiПIIO (I.2I). Опреде.пим далее WНRIUIII 

(}"' :и l.fr' посредством равенств 

tr= iJ х+ lAJ'=- w-t 1 о • (!.23) 
Тоrда справе~ следущая 

Теорема r. EOJПI в вехоторой о.крестноот:и ТОЧХII :.t. = Х. о • :1 = Jo 

ВIШОJDI8ВО·В8р&ВеИОТВО (I.I6), ТО реllеНИе Xf 1 х- системы (I.I), 
(!.2). в втоl окрестиосп удометвор~~ет cooтнoвreiDiUIМ 

5 



( L - н d ) Х + + v--Х- :=. rJ к .-г~.- Х t-dJ } 
d х- + ц_,..Х ... =о. 
ох· · 

( 1.24) 

(1.25) 

Доказательство этой теоремы расnадается на несколько этаnов, не

которые из которых ради удобства выделены в самостоятельные утвержде-

ния:. 

х ,.. w+ Лемма 1. Если удовлетворяет уравнению (1.1), а вEIJIJIЧJDUI 11 
оnределены nосредством (1.17), то nри любом 11 ~ о сnраведливо соот

ношение 
rJ,1 Xf-

(ff +- в ) ~д х 11 -t s 11 + vJ 
11 .1 + л = о 1 (1.26) 

где So : с , а nри 11 > о имеем 
11 - i 111 "":) н1 d.. w + 

;) 11 .:: ~ 2:_ t<.• cL .J ..- ~ с ;:; с - М -1'11 - L 

111= 0d..=C dX 111 -d- (1.27) 
Доказательство. При n = О сnраведливость (1.26) очевидна. Пред

nолоJ!ИМ, что это соотношение справеДJIИВО при всех n ~ п' , п ';.;. о . 
Покажем, что отсюда СJiедует справеДJIИВОсть (1.26) при 11 =: n · + 1. 

Дейс'l'ВИТельно, дифрврею:щруя равенство (!.26) по .х. nри n = n ' 
на основании (1.15) и (1.17) получаем соотношение 

v~''+t x+- + d , n'+f 
(й + ~ J 'dxl1'+t + .J1-). Wп' + i; s/1. + w ;-~-~=о 

С другой стороны, в силу (1.15) и (!.27) имеем 

S _ 'd Sn '1 + 1 1А /+ 
n .. ! - - - + ,J /\ VV n . 

их. 
ОТсюда СJiедует справе.ЦЛ)IВОсть ( 1. 26) при 1·1 = n '+ i • 

Лемма доказана. 

ЛВМI@ 2. ECJDI матрицы f3 , w , () и фуН1Щ11Я (/ опредмены с 
пoiiOIPII) (I.Э),(I.4),(I.II) и (I.23),'1'0 peEпeXypuнe:RJIII (I.I) удо'&-
~етворяет равенству 

K0 + i 

(
.(J l<o-1-l В _ в 6' Ko+l) Х + :. - з- ~ IJ + 'I_ cJ 1{ .J +- ~ К + _ . 

К=о Ко K+i (I.28) 

.ЦоказаТеJIЪСТВО • ПOJIOUМ 

(.J l<o+:L В - В 6' Ко+?.. = c.J:o+Z /3 - /) '5 :о+ 2. + Д 1 

(1.29) 

rде 
11 = ( U)l<o+~- w/·-t~) в -13 (61<·+2, _ 6/"+7..). 

6 

Сог~асно (1.3) , (1.4),(1.11) и (1 . 13) nолучаем, что у матрицы h 

равны нулю все элементы, кроме тех, которые стоят на пересечении 

строк с номерами "?,.c+-l , ••• , z~ 1- 'l 1. и столбцов с номерами 

" c+-'l.t+-i. 1 •• '1 'Z-"+?.. 'l-L • РасПОJIОЖеlUШЙ эдесь минор д<' имеет вид 

_ ОС l<o+-L В В (! Kof:l-
6.o- о- of'' , 

где 8" - распможеННЪIЙ аналогичным .образом минор матрицы В , а 
d._.::. o/i CIJ ( ~o+-i ' . , . ' 6'7_c+'l-L) ' 

~ =Jc'aJ(cJtc+tJ.+f. 1 ... , r.J'l,c+7... tJ. ) . 

О'l'сюда на основании (1.3) и (1.?) ОJiедует, что поСJiедние 1-L сТОJiбЦ>в 

матриl]J:l 6, оовпа.цат мццу собой и равны векrору - ]). • С учетом 
(1.23) зто значит, что 

д х-~- =- J-) и-. с1.зо) 
далее, воспОJIЬэуемся тождеством 

k.o -t- i ( 
w/•нfj-/3 ~к.т- '2,-= 2:: uJcl< wo B-B"~o )rJol~.- ~< +t 

1< =о 
Поскольку в аилу (1.13), (1.!5) и (I.17) справедливо равенство 

( 1.3 /.12 ) с- /{о - /( +- i х _t - 7 + ) k :t 
\..u)O - J 6;; <J o - · \ Ko -1<'- +- i 

то с учетом (1.IЗ) получаем 
f~ c + i 

{cJ l<o-t 2. ~~ - J1 fi' t<.o ~ 2_ } х ± -= '. cJ К J + ) К ± 
о J о L к .- 1<'+ L (I.З1) 

К= О 

Таким образом, из равенств (1 .29)-(1.3!) СJiедует сnраведливость 

(1.28) . 
Лемма доказана. 

Доказательство теоремы . Умножим равенство (1.26) на ц м и nро-

суммируем по n от ну.ля до l<. c +- ?v • В результате, согласно опреде-
лению оператора L, получаем соотношение 

~~ 
(11 -г в J L Х + + s + L. ел! 11 .1 ,_ ) и 11 = о , (1.32) 

где 11 = о 

Kor 1 s == 2... и 1] Sn 
f'l=i (I.ЗЗ) 

Далее, диqферею:щруя уравнение (1.1) по ;J , с учетом (1.15) находим, 
что . 

{1i+B)'dX+ -г -т: В Х+ +<:)::::о 
d( 
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Умножим теперь это равенство на н.- и вычтем из (I.32) о Пос.пе не

с.пож.ных преобразо:ваний, основанных на (I.I2) и (Io20), получаем 
соотношение 

(ll +Bi(L -и .~ )X .. -t- s - нтВХ+ + 

/ 
к -г i v 

+ z и.., 1< 1" ~ и к + 6' к о .,. it :р· _,\ = о 
к==о 

Умножим, наконец, уравнение ( I. I) с.пева на матрицу 0 к.-r ?v 

тем полученный результат из ( I о 34) о В силу ( I . I2) имеем 

(ff-r-13![(L-xo~)X+- (}кс-г:Jv X_,_J -t- S-
/ 

l<o+-l 
-С cJ ~<.+2.- А - В rJ' ~<. -,..,v ) Х .. + Z w к J + J цк = о. 

I<= O . 

( I.34) 

и выч-.. · 

С помощью (I.28) и уравнения (I.2) это равенство преобразуетая .к 

ВидУ 

( Й -t /3 ) { ( L- Н -;у~ ) Х + + V Х- - О Ко+ 2- Х.,.] + R + S = О, 
где 

1< 0 -t- i 1-

R :o ~ uJк]+~ (u к -f-< ~c-K +i). 
1< = о 

С другой стороНЬI, изменив порядок суммирования в выражении (I.ЗЗ), 

на основании (I.27) находим, что 
Ko-ri к.-~<t- L Р к d qW+ 

,-, KJ+ \ {U 1 р-1 s ::: 2: г: 2.. LJ J\ L/ 1) ·/" к.,. i "--' 1 + к 
l< = o р=о ~ = о 'd ·x:-7 

Отсюда ::огласно (I.2I) с.педует, что R_ + S = о • это значит, что 
в силу (I.Iб) справедливо ( I .24)o 

Продиф}Jеренцируем теперь уравнение (I.2) по х. • С помощью 
(I.S), (I, 7),(I.I5), (I.I7) и (Io23) находим, что 

(11+ 13) ]_l:_ - w-JI-~ =о 
'dx.. 

т.е. с учетом (I.I) имеем 

(11+BJ{~:- -f ц;х+ J =о. 
Отсюда на основании (I.Iб) с.педует справеддивооть (!.25). 

q,цедстgе I. Из доказанной теоремы с.педует; что при указ8ШiоМ 
Вblllle выборе коэqфицаентов оператора i-7 I вектор Х'!.=- (Х~ 1 Х~) 

8 

удовлетворяет уравнению (/_ - 71- l) Х ,.,_=о , ес.пи при 'l. ~ t , ... , -г.,-r ·t. t 
положить '11- = б"'t-к. -r ~ , а при ~= -z-... '1-t-ri , --- , i.c т- l.t1 считать 

11 _ , 1 Kot-L 
/ 'z. - w'L • 

Предположим теперь, что входящие в систеf.\У (I. I), (I.2) величины 
ft, .. . , f t~+ 2- ·t t. зависят от времени t так, что вШiолняетая 
равенство 11 +С ( c.J 11 0 +2v _ 6', 11c+:l.) f = О 

C!f . о о ' (I.35) 

где f - ве.кто р с .компонентами f! , . . . 1 f tc -г ~ 't L , величина с G 1[ 

и является константой, т.е. от х , :j , "t не зависит, а целое 
чwс.ло n0 :-,..o . О параметрах uJ" , (J"t:- , 'L:;'z.. будем предполагать, 
что они от -t не зависят. Предположим, далее, что в не.которой ок-
рестности точки х = ::t о , :J = Jo . , i = t 0 вьшолнено не ра-
венство (I~ .Iб). Используя реinение х+ системы (I.I), определим опе
ратор А вида 

м. 

А 1\ 1'1ота. "\ 11 
"' dx, + '2: C<n dx 1 

11 о>...- О , (I.36) 
11=0 

ПOЛarall, ЧТО 

011o+ 2.=i, (I.З7) 

а .коэqфtциентн а 11 о; i • а rr. • • • • • а о находятая с помощью 
анмогичноrо (I.2I) ре.куррентноrо соотношения 

n.-~-t{ (J 'J? w+ 
а.,= 1-{~-n+i - ~ 2:: а IJ+I1+i cd:/1 - ~~- 1 (I.38) 

р=о 1=о 1 'dr 
Петрудно убедиться, что в силу (I.38) получаем 

() W.+ 
а 11o+i =- о q 11 =.- ( no-t~) ___!__ 

' о ох. 

,.. _ 11 о- ! dC{11 0 (
11 

'~ ;d) \Л(/. С' IAI+ 
Llln 0-i- - - o+;v -- 'У1 VVo 

~ ~х. ~х о 

Полоzим теперь 

'Т=::2+сА ro-t 
Тогда справе.Ц11Ива c.пeдyJJIIВJI 

(I.39) 

(I. 40) 

Теооома 2. Если в пекоторой окрестности точки х = Хо , :J = Jo , 
i = {

0 
вьшолнено неревенство (I.Iб), а оператор Т вида (I.40) 

определен посредством равенств (I.36)-(I.З9), то реше!Ше х+ урав
нения (I.I) в рассматриваеи:>й окрестности удоВJiетворлет соотношению 

т x-r = ~ 6'0110+~ х+. ( I. 4I) 
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Доказательство. Продиqференхщруем уравнение (1. 1) по t 
силу (1.35) имеем 

(11+/3)~;~ -c(cJotlorl-_G;nc+2){f3X+-+ .]+).)=о. 

далее, умнОJIИМ равенство ( 1. 26) на Q 11 и просуммируем по t1 от 

нуля до 11 + ~ • В результате получим 
о nc+~ + 

. в 

( 1/ + /3 } А Х +- + S + + n~ 
0 

W 
11 J ~ ~ 1'1 ::: О 1 

где величина S + с:вя:зана с определеннш.m посредством (1.27) величи
нами S n соотношением 

11 0 + 2. 
s+ =~ C!nSf1. (1.42) 

11 =i 
Из этих равенств на основании (1.1), (1.13),(1.37) и (I.40) вытекает 
соотношение 

( я+ 5) (т х +- - с Оо 11
"-t ;l_ х-+ ) + с ( R + -t s +) = о 1 

где 
no+-i ,., "1+ \ ( no+2. в /3 11о+2.. ) х+ Q+ = 'z: и) ,J /1 С( 11 - и) о - б'о · 

h : O 
ОnредеJШНН811 таким о6разом :ве.личина Rf. с nоt.Ющью (1.31) nрео6разу-
етоя: к виду 

no+ 1. ( // + ) R-+-= 2: U) l1.]+-).., а/'1- Г\ i'lo-1'1 -H. : 

n=o 
С .цруrой оторовн, изменив порадок суммиро:ва.ниli в :вы_рааении (1.42), сог-
.пасно ( I.27) находиМ, чrо 

Ylo+! n.-11+! р с 11 . 'd 1 w/;_1. s+:. 2: i ~ wnJ+).., ap+ n+! 7+1'1 - -
. а о 'dx. 

11=о р=о ,= 
С учетом (I.I6) и (I.З8) отсщnа СJiедует спра:ве~сть соотношеНИII 
(I.41)~ 

Теорема доказана. 

Рfsчс;вве 2, Из равенства (1.4I) в аилу (1.8) и (1.13) вытекает, 
что опрцмениая: посредствоы(I.23) фУн1Щ111I · 1Т удо:впетвориет э:Волю-
жt~овиому ypsвнeiOIIJ) . 'lt! 

_ Т v- = 'dt +с А tr == о. <r.4З> . 
Воэьмем теперь оператор . ~ :вида 

-~'~ о + { Q = I ~ 11 (Jxn (!.44) 

где f l = с 

JO 

{!J Hct l == - W 
J 

а коафрициенты rtJ 11 0 , ••• , tJ? о 
(1.45) 

определены в соответствии с ре-

куррентным соотношением 

,1.-11 r 'd? w+ 
&п == f<~.-1нt- ~ L. ~Р+-'1+1 c~:n р-~ <1.46) 

р=о ~=о 'dx.? 
Тогда справедли:ва СJiедуnцая 

Теорема 3. Определенный с помощью равенств (1.23), (1.36)-(1.38) 
и (1.44)-(1.46) оператор 

{) 

1 

= dx' (j + W А (1.47) 

имеет нулевой порядок, т . е . я:вляетоя: оператором умножения на фУнкцию. 

Доказательство. Полагая tjflc+f.. = о , мы видим, что для доказа-
тмьства теоремн иам иуDо у6е.цитьоя:, что nри 11 = i ,., .

1 
п. 1-2.. справед

ли:во равенство 

(()' (/} ?{lм .. 1-- -С' 
Vf н = t:Jf 11 - 1. + -- + w С{ 11 - . 

?к 
(1.48) 

При · n = n 0 t- z сnраведли:вость этоrо равенства СJiедУет из (1.37) и 
(1.45). Предположим теnерь, что равенство (1.48) спра:вед.ливо при всех 

n , удо:впетворяпцих не равенству n' с:: n ~ n 0 + z , где {~ n'< 11.+-2 . 

Покажем, что отоJЩа СJiедУет ero справед.ливость при 11 = 11' • Действи
тельно, согласно (1.17) и (1,25) имеем 

/)- d i)- 'Т k -t = о 
Г\ 11 + :1 + 0 :ж: r, 11 + u. 11 

С учетом этоrо равенства на основе (1.38) и (1.46) получаем соотноше-
ние , 1) n~l1+i ? + 

Q, ~ Q' 1-1' Qw - - ' с 1 p-
f1'- I. 2.. e+n' +L C Q+ /1' . 7 

(>= О q= o 1 d.t- r 
Правая: часть этоrо соотношения равна нyJIIO :в аиду предположения: шщу.к

IР· ЗНачит, и левая часть равна нyJIIO, т.е. рввенство (1,48) справед
JIИВО и nри n s м ' 

Теорема доказана. 

В дапьнейшем нам потребуется СJiедующая 

Teopel@ 4, ECJIИ в векоторой окрестности точки Х = Хо, ~ = :fo 
1 
f- = ic 

ВНПОJIНено не равенство ( 1. Iб), а опервтор Q опреде.пен посредством 
равенств (1.44)-(1.46). то в расоматри:ваеъюй о.крестнооти решение xt . 
х - системы (I.1), (1.2) удометворв:ет соотношению 

rax- с t1] х+ =с б' no-t-2.. x-
?J t + U5 о . (1.49) 
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Доказательство. Цродиф])еренцируем уравнение (!.2) по t . С 
учетом (!.35) получаем 

( . 3} d Х- (. J 11o+Z r1 2-) ( В R+.L of -с Ссо -б"'с ..... х--.7-Л)=о. 

далее, умножим равенство (!.26) на Q11 и просуммируем по n от пу-
ля. до 11 о -г i. • В результате у6еждаемся: в справе~сти равенст-
ва 

•1 с + f. 

(-ff+J31QX + + s- +- 2.. a111 .J+ ~ Q,1 =о , 
У1~ 0 

где величина S- выражается: через определенные посредством (I.27) ве
личшш S 11 с помощью соотношения 

11 0 + L 

5-c=L..(S{пSn. 
11 = i 

Из этих равенств согласно (1.2), (1.10) и (1.13) вытекает соотношение 
(1.50) 

( ff -~- iз J ( ~ ·}- + с щ х.,. - с 6"'а ,,"н х- J -r е- с R- + s-J = о, 
где n + i 

R-= 2.. c.J'1 J+.AQ,1- (wol1o+2.B- f3 r'Jono-t-z)x·. 
11 =о 

На основании (1.31) получаем, что 
11о+ i 11 1- \ ( rn )1 - ) R-=2: ciJ J .Л ~ n - \11o -1'1+i · 
n=o 

С дРУГОй стороны, изменив порядок суммирования: в выражении (1.50) 1 в 

силу (1.27) находим, что ,..-.. ? W -+ 
11о 11~11 Е.. 11 + 1 117 с n d р - ~ s- = 'Z L.. ?.: cJ J .л ~,)+,1+i 1.,.11 

n=o р=о ~- 0 ()х, 
Посколы~ k; ::::. wo- ;;:: - Ш= Ql1o+i. то О'l'Сюда с учетом (I.46) выте.кает 
равенство J<_- -t S- == 0 , на основе .которого в соответствии о (I.I6) 
следует справедливость соотношения: (1.49). 

Теорема доказана. 

с.пмствие З. Возь~м теперь оператор Т вида 

. т=~ + .!l 1 ~J& .л = ~ ! q ~ 1 . 
Тоrда из теорем 2 и 4 следует, что при у вазаином :вьпве оnреде.пеиии 
операторов А и Q вехтор Х '~- =- ( Х; 

1 
Х;} ~ется: решеШiем 

уравнения: ( j- { -z:.) X-r,::::. о , если при 'l., = 1
1

, • • , 'f..c+ 'f..i. по.поzиоrь 
7'1-= o'Z:-I<.o+'l. • а при 'Z.='Z..+il.+1., •.. ,'l...-t2'l,t очитать 7'1-=0 
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§ 2. Qо6ственные Фvнкrши оператора i- •! [ и их свойства 
1 

Найденные в предыдущем параграфе решения у равнения (i ·- 7'l. I) Xz. =с> 
позволяют построить два однопараметрических семейства решений этого 

уравнения:, играJ<IЦИе важную роль в дальнейшем. Более точно, справедли

ва следУКIЦая: 

Теорема 5. Если в некоторой окрестности точки Х-= Хс , j = Jo , 

t = t 0 выполнено неравенство (I. I6), а коЭФIJициенты оператора L 
вида (I), (2) определены с помощъю (1.20)-(1.23), то пара функций 

i 
-z.-ti.~. е.хр( t?. xJ } 1 = ех;) (';xJ i. -г 2::. х; ) - -~t ' (2.1) 
'r-- L ., 'Z-

tf = e.xp(sx/~t х-- ир(-оt'Х} } 
'с.=! '(, '!( - 6"'-z... 

удовлетворяет в этой окрестности сйстеме уравнений 

(2.2) 

( L - н ~~ - 5 к о+ 2 ) r + l/ r = о , (2.3) 
'd </1 ' 
~ + w- 1 = о . ( 2. 4) 

Доказательство. Диqференцируя: выражение (2. I) 11 раз по х. 

легко убеждаемая: в справедливости равенства 

r:J11 (jJ { "l..o+'lt '\11 х+ 
~::: ехр(')х) cn+ 2...-rJ_n exJ>(-6'-z.x) + S' } (2.5) 
'()х.11 J 'l.. = J. '()xn ) ·- 6"-z. n ' 

где 50 = о , а при n ::> о согласно (I.I7) имеем 
11 - { /11 d 111 - d.. w -+ 

S - ""> - с d... {iJ d.. 11 - 111 - i 
n- L.... L) ~т -":1 т-о(. 

111 ::: о J,..=. Q (1 :;с 
(2.6) 

Умножим теперь равенство (2.5) на и n и просуммируем по n от ну-

ля. до 1< о + 2 • В результате несложных прео6разований получаем соот-
ношение 1< 

f 
oti. 

( L - ) к:., +2 J 1 == е х IJ ('sxJ s + ~ (цк - К ,;о- к-+ i) 5 к+ 
+ '1..~ 'l 1 е t f (- 6"'t х) ( t ~ = ~ к о+- 2 ) Х + } 

'l.::! ) - o'l-- -z.. '(., 
f<o+l 

s :=. 2:. и"' s/1. 
где 

(2.7) 
,., =:J. 

С учетом (!.24) из этого соотношения: следует, что определенная: пос-
редством равенства 

'd 
Р = ( L - и~~ ) l<o+ 2 ) f + !1 r 

1 :i 



величина ф может быть _предстамена в виде 
А 1 ~'о+ t ( 1/ + К } 
'J:' : e.x:f{)xJ S+к~с Uк-Г\к.- к-и )'s , 

Далее , изменив порядОI{ суммирования в выражении (2. 7), на основании 
(2.6) находим , что р 

., к..+i к ~<.-к+i "' , , . С к ?r w,-;_7 
,) = L. ) L.. "- и Р -+ 1< + ! q +к -- -

к=о (> "'С' ~=0 1 о ·х. 1 
ОТсюда в силу (1 . 21) следует, что ф == О , т.е. справеЩIИвость 
(2.3) доказана. 

С другой с·rороны, диф:реренцируя выражение (2.2) по х. , с 

nомощью (1.23) убеж.цаемся, что 

?cf/ . ( '(' ) 
1 

~ 'tc~i t ') )(_; e.x;J { _ 6""-z. :Х.) ) 
--_ = е х /) J :х - (</ + t- .-- ··-::--=---='--- ] 
:и х. '& ~ f 'd ·х.. ) - 'J-z_ ; 

Отсюда на основе (1.25) следует справедливость (2 .4) . 
Теорема доказана . 

Следствие 4. Из этой теоремы следует, что определенная пос
редством равенств (2. I) и (2.2) · napa функций r и уУ является ре

шением х =- ( <f, r J уравнения{.i- '7 I J 't = о при 7 = ) коп~ . 
замечание 1. С помощью 1. 23j-(1.25) натрудно убедиться, что 

пара функций 

"Lt x;c+'t t +-'l.. (1 х-({) ~ L - - ,__к __ • l il = i + '> .1 'r..o+?.. , + '~- (2.8) 
J. "( t<o -r J. W o+.t Т L-т i< ?. К +:l.. 
. 'l.=- i ) - ''tc-t-'l. ~-rt 'l.= i) o-~"~ - tJ'(_0~'t.t+"l.-

TaКЖe удовлетворяет системе (2.3) , (2.4), т.е. определяет решение 
Х. = ( 'f, !f J у равнения ( ;{ -7 [ } ;r = с при YJ == ) 1< о t- ~ ~ Это 
есть второе однопараметрическое семейство решеiий этого уравнения. 

Опреде.ленная посредством (2.1) и (2.2) пара функций <f , <f 
зависит от времени t . Именно, справедлива следуnцая 

Теооома б. Если в некоторой окрестности тоЧЮI Х= Хо , J "' у..,, 

i := i 
0 

выполнено не равенство ( 1. 16) , а операторы Т и Q %зя-
ты в соответствии с (1.36)-(1.40) и (I.44) - (1.46), то определенная 
посредством (2.1) и (2.2) пара функций <f • r удо:метворяет 

в этой окрестности системе уравнений 

( т - С-) ho+ 2-) 1.{ :: О 1 (2.9) 

( d ( 11 + ~ ) (f) 'Ot- (!. ) с l.f/ + с L55 r.p = о . (2.!0) 
Доказате.лъство. Продиф:реренцируем равенство (2. 1) по t . В 

ревультате имеем ~ ~ 
fd Lot- Lf 

"'j_f := е х /J ( ')Х) Z 
/дf "L-=1 

dX~ 
'dt 
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ех /' (- 6"-z, х.) 

) - 6'-r-

t 

Далее, умножим равенство (2.5) на Lt n и nросуммируем по u ОТ 

нуля до n 0 + z . С учетом ( 1. 36) находим , что 

{ 

11c+l. 'l. ci- ~ . 
11 _ texJ - :Jx.; А fl = exp()xJ 11~0 Ct11) \~~ --/--(<JZ~ Ах; -r S г J, 

~е -11o-r Z 
;:/ = Z:.. С! и S 1~ 

11 = i (2 . II ) 
Отсюда на основании (1.37) и ( 1. 41) вытекает, что величина 

ф = ( т - е ) j] с + ?v ) r 
может быть представлена в виде 

- l?o+ i 

ф :: ~ ех р ( )xJ 1 ,1~ о ( cr 11 ·- н ,:о~ р + i ) s 11 

+ 5 +- } 

С другой стороНI:l, изменив nорядок суммирования в выражении (2 . П) , 

с помощью (2.6) получаем 
n,+i n, .- 11 + { Р "' чw+ 

+ " 11 - - с ( ·' 11 cl • e--q 5 =- L.. ) 2:.. ?.. 1 е ~- .н i q + '1 -::::.--.-~ 
I1= 0 р-=о ~=о 1 с) х q 

Отсюда в силу (1.38) следует, что if :::: С • Таким образом , справеЩIИ
вость (2.9) доказана . 

Продифференцируем теперь по t равенство (2 .2). Очевидно, что 
имеет место равенство 

'lo+'t 1 ~, v~ ( ) 
го tj/ ( } "> () л v .z. х () - 5'." х 
- -=- ~ х р Ух L. -- --- ·- -
() f ) 'l.=L ' {)f ") - 0~ 

Далее, умножим равенство (2. 5) на {:j ,.1 и просуммируем по n от ну
ля до 11 

0 
-t- i . В результате се гласно ( 1. 44) получаем 

11 o+ i {_ t'C • 

Q f = е х J! ( ~ х) { 'L. {j.( ;1 ) ,\ ~ i <?. i( l' (- о t X) fJ Х + + ~- t 
11 = о L.-= L ) - а& ~ z.. ~ J , 

. где n,-r1. s - = ?..... е{ 11 s 11 • (2. 12) 
n ., ! 

ОТсюда на основании ( 1. 49) следует, что величина 

\jl = ( 'Uut - с 5 11o+Z) tf + с q f 
мо:ает быть записана ·в виде 

Jl1 o+ ! ( ) t1 J 
!f =C-e xp( ) :X)I};O qt1 - k'~ б -И+i ) + s- . 

иэмеНИII теперь порцдок суммирования в выражении (2. 12). Полъзуясъ 
(2.5) находим, что 
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н . ''с -1'1 е "Jrw ·r 
..:: - = "- t"" ;-, "' <:::;"" ю С" " ' e-'L 
,J ~ ) L L '-'5 fl r 1~ -r 1. '("~ 11 q 

11 =-с р:с 9=с 'd ·x. t 
Отсюда согласно (I.I?), (!.23), (!.45) и (!.46) вытекает равенство 

У;= о , что означает справедливость (2.!0). 
Теорема доказана. 

Замечание 2'. С помощью ( I.4I) и (!.46) нетрудно _убедиться, что 

задаваемая посредством (2. 8 ) пара фушщий t., , <f' удовлетворяет 

системе уравнений 
?Jtf 

т r = о . -дt + c: Qr = 
Возьмем теперь оператор r вида 

11 0 + f. 

r = '> [J 'd 11 
L- 11 х ' 

11-= G 
такой, что оператор 

р ' ::: А , t;>- -t- J? Jx 

о. (2. I3) 

(2.!4) 

(2.!5) 

имеет нулевой порядок, т. е . является оператором · умножения на функ

цию. Очевидно, что при таком выборе оператора J? справе.ц![ИВО ра-
венство р ' = А (} . Воэьмем, далее, операторы А и (j3 вида 

~=е 1 ~ _ор 1 .А~ с 
(2.!6) 

А 

q :/. 
Справедлива следущая 

Теорема 7, Если в не которой окрестности точки Х = Хо , ~ "'J о, 
1 = i 

0 
выполнено неравенство (1.16), то определенные . с п<i>rющъю 

решения системы (1.1), (!.2) операторы /-•; I и .Л , tf3 соответ ... 
ственно вида (I) и (2.!6) удовлетворяют в &той окрестности оператор
ному соотношению 

~t +[Jf ~ i - [ 1 ] = 53·(i- 7I ). <2•17> 

ДокаэатеJiьство. Соотношение ( 2. !7) , очевидИо, эквиваJiентно мат-
ричному равенству 

6~~~ ~ /=о, (2.!8) 
где 

'lL dA Q) c:l =- -+с и - +с [А L] +с ( Р · w- - t1 'dt 'дJ 1 1 

~ :о~;+ с( A·v-+ Pdx ) 
1 
t = ;; - ~ (иrА +d~· ~). 

(2.!9) 

(2.20) 
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На основании (2.3),(2.4),(2.9) ,(2.10) и (2.!3) нетрудно убедиться в 
справедливости равенства 

.1 :х =о ' (2.2!) 
где Х= ('f. 'f} есть определенное посредством (2.!), (2.2) или (2. 8) 
решение уравнения (1 - 7 [) \'о:о . С учетом (2.!8) равенство (2.2!) эк
вивалентно системе 

rL f + f1 1 = о , 1 1 = о . (2.22) 

Из равенства (2. I) следует, что для любой точки ;t , ;J , f , при
надлежащей рассматриваемой окрестности, наЯдетоя ) ' , такое, что 
ff o в этой точке. Поскольку в силу (2.22) имеем fi-=0 , то от

сюда следует, что О= о . далее, согласно (2.8 ) получаем, что 

r ~ о 1 <f --7 i при 1 ) 1 -7 00 

в любой точке ::r:. , :j , i из названной въпnе окрестности. Отсюда в 
соответствии с первым из равенств (2.22) вытекает, что (3 =о , и, 
следовательно, справедливо соотношение 

dv r = о . (2.23) 
С помощью (2), (I.36),( I .44),(2.I4) и (2.!9) нетрудно убедиться , что 

.ItiЩфepeИIJJJa.llыudt по х. опера'l'Ор d- имеет порядок mc ке выше Ко..- 11 о.,. 1., 

т.е. 111 0 
cJ.._ = " 1 r-;) ;11 

L. о<-.., С!х. 1 
(2.24) 

О~ 1'11 0 ~ Ко+ 11 0 -r 1. . 

111=0 

Положим f 111 (х , '))=<f.(x,e/11)!, где <f(x,) J определено посредством 
(2.1) , а е,~= e){/J ( i '2.тr 111 1 , r11 =а i , .. l'11 c • В силу (2.23) и (2.24) 

,, t11 о -~ t. ' ' ' . 
справедлива система равенств 

11'1 с ~C) J..I<f 2:. ,-{ ;-< 111 -=:: о r1 '1 :: о ' i ' .. ' J /1'1 с 
)А = о 'Ох;Р 

Определитель 

1- ~ Jet! dfA fV>1 1 f' ,И'l:::: 0, i , .. . , r11 0 ~ ~xf 1 , 

(2.25) 

системы (2.25) на основании (2.!) и (2.5) допускает представление 
р ::C)v , где v".f(m c - ! )1'~'1 0 , а величина С при ()/-? с,о 

стремится к отличной от нуля константе, Отсюда следует, что для лю

бой ;очки Х. , 'j , t , принадлежащей рассматриваемой окрестности, 
найдется ) , ' такое, что ф :f о в этой точке . Это значит, что 

r:l.. ::::- о в произвольной точке х , v , t , принадлежащей названной 
выше окрестности . 1 

Теорема доказана, 

замечание 3, Рассмотрим определеiUШе посредством (2.!) и (2 . 2) 
функции <f • r . Пусть 1t. и r'r,.. равно значениям этих фун.кци:й при 

)=Wz.. , 'l."'i, .. . ,'l..o и 'l.='l-0 +tt+i 1 ... , i.o+:L'l-L • Тогдав 
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силу уравнений системы (1.1), (1.2) при 'L = 1.1 . · , '-о 

равенства 

справедливы 

х;: - у.,_ f;_ e x;J(t'l.j) 1 х~ "'- 'f'.,_,j'l.-ex /1 (т.,_1 ) 
а при '(, ='C c •~J- '"t 1 "" 1 '?..с r lt t.' имеем 

(2 .26) 

х ~ =-- r""/~ 1 х~ -= 'f'l.- f '&- <2.27) 
Далее , воз ьмем определенную с помощью (2.8) пару функций у7 , у; , 

и пу сть lft , <f'& равно значениям этих функций при ) = 'J.'l.. , 7 : 
=- '-tt ! 1 : , 'Z~ r 't i • Тогда на основашm (1.1), (1.2) при С-= '"Lcrfl . 

1 
'l t ·f ~- L выполняются соотношения (2 .27) . 

§ 3. НелинеЙНЬiе эволюциоюше vравнеюи 

В предыдущем параграфе М!.l у становили, что если в некоторой 

окрестности точю1 .1:: =~- с , ;J =;/о , t =- f с ВЬIПолнено неравеНС1'ВО 
., .J 

(1. 16) , то онределенНЬiе ранее с помощью решений системы (I . 1), (1 . 2) 
операторы / __ 

1 
, А , р , С,' и функции L~-" , u.Y удометворяют в рассмат-

риваемой окрестности операторiШМ соо'l'Ношенишл 

/ L r:I A - . 
~- 1- ~ 1-< {;:--~ -t- <..: L А , L.,] + f ( Р · Ltr- Lr Q) ::с О 1 ( 3 . I) 

(i \ С ' Ч 

"'~L,.. < ~) Ut ( -~+С' ( ~, . 1I+ [) J) = о -;---1 --- с ц,r-А + Ur.J!)= о. (3.2) (){- /\ л. , • о -- U5 
Из равенств (3 . 2 ) на основании (1 .36) следует , что 

lJ ,- . i"lc-1 i tl ,.- , /1 "f"'t 
- "' - \.Г clx -t· р 1 С{ "' - (..~~- с 'х с -+- f 1 

где р , 1 - операторы порядка не выше rJ с • Оrсюда вытекает , что по

рядок оператора Р. w- L;-- (;{ всегда не превосходит n 0 • Таким обра
зом , в том CJiyчae , rюгда порядок опера'l'Ора А не иревосходит порн
доrt оператора L , т . е ., когда t<" >. 11 0 , порядок oпepaтopa P·w-vQ 
таrоке не превосходит 1\

0
• С учетом (3 .1 ) О'l'сюда СJiедует , что порядо!\ 

оnератора [А, С] не провосходит 1<~ • ЭТо значит , что операторы А , 
L в рассматриваемои CJiy чae образуют Пf:iPY Лакса. Хорошо известно , что 

в !'\ТОЙ ситуации коЭФ!Jициенты оператора А вырw..аютr.я пол.иномиwrы-ю 
через коЭ<l$П.tИСН'l'Ы: оператора L и их проиэводныс по .х. ооответ\'l'ВУiо
щсrо порядка. Далее, требование , чтобы. опера'I'оры А. v-1-р с7х , с .У А 1- c.l"- . 6{ 
ИМСЛИ НуЛеВОЙ ПОрядО!\ 1 ОДНОЗНаЧНО oпpcдeJUieT операторЫ r 1 Q 

1 
ПрИ

ЧеМ их коэqхрициенты выражаются билшrейно через rюэф:Iщциенты ·оператора 

А , функции Lr ·, w и их производ1шс по х . Отскща следу ет, что 

nри K
0

::>/ i1 c система опера'l·орю.rх соотJюшен:ий (3. I ), (3 .2) эквивалеН'l'На 

системе ди!fферснциальны:х. уравнений в частних проиэводнш . При этом в 

эволюционные уравнения для ~,. и w сами фуюшии L~ , и)- входят 

линейно, а в остальные уравнения функции IY , ~л-r входят бил:инейно . 

В том сду ч:ае, когда rюрядок оператора А превосхо~т порядок 
оператора /_, , т. е ., 1югда 1<. . < 11 0 , выберем согласно /IO операторы 

I И 

( 

А ~ , Рtз , {?о вида 
11 0 t1(;-t L 11 ,. { 

А ,.,п.-t:z_- ---:;п 0 _ <:.-' jJ 1 n 1' 7 _ '---- -- ,·1 

0 ::: dx + L. О'" 'х.. Гс ·- ~L:; с " '
1 .;с 4 с• - ;>_ q" с/х 

так, чтобы опе:Р;./оры А 0 - Lr- гР,,'? ._ и t...1 ·~~ г -J .. с;~; = с имели ну;r евой 
порядок, а оператот. [А L] + Р. - ч.У _ Lr 1'7 имел порядок не вьшrе к,. 

о' со Uf (> r; 
При этом коэqфициенты операторов А,, , Ре · , 'У с выражаются полино-

миально через Itоэqфициенты оператора L , функции tl , vJ и их произ
водные по Х соответствуnцеrо порядка . затем положим А = Ac-t а.- , 

р = Ре+ р ' Q = tlo -t- r . Ветрудно убедиться , ЧТО в силу (3 . I) ' 
(3.2) nорядок оператора а не превосходИ'l' n" -- k , -- i -=:. о , а порядок 

операторов р ' r не вьшrе 11 о ·- к~ - 2. ' ec.Jfи 1'1 ' > k 'c t f ' и р ~ 7 = (> ' 

eCJIИ 11
0

= 1{
0

-t { • Далее , согласно (3 . 1) , (3.2) получаем , что опера-

торы С! , и:- -t- р ~)"'-' 1 (.(/'({ -t- Jx, r ИМеЮТ НуЛеВОЙ ПОрядОК , а ПОрядОI\ oпe
paтopa x}-(A ci- Q )+ [C?,L]-1-p·w-ilj не превосходит l<c • Эти требования, 
очевидно{ определяют ко ЭФiJициенты оператора et- с точностью до кон
стант интегрирования, rюторые находятсЯ иэ условия (\ = с при tt. 0 = .. . ; 

== Uк.0 :=.1.Г==. ц/: о , т.е . при ft = ... "'/ r.f-'.<.-c , = с• • После этого 
операторы р , 7 определяются однозначно . При этом коэqфициен·rы 

операторов о. , р , 7 будут выражаться через ко ЭФiJициенты опера-

торов А 
0 

, L и функции <Г , U/ • Однако , как иструдно поF.ять , 
ВЪiражеНИЯ для коэфрициентов этих операторов будут получаться ИН'l'е i'

рированием по х некоторых полино!IЮВ от коЭФlJициентов оператора /._ 
и их производшсх по х. , J , а Таi\Же интегралов от таюrх полиномов . 

Таким образом, в CJiyчae n0 ,. ~< с система операторных соотношений 

(З.I), (3.2) эквивалентна сис•rема интегро-диф:j)ереrш:иальных уравнений 

относительно ко3фрициентов L< 0 ,. 
1 
({~<с , t ~"-". и/ оператора [ • 

Введением дополнительных неизвестнuх, а именно , коэgфициентов опера

тора а.. , эта система сводится к системе диФРеренциальных уравнений 

относительно коэф_JJИциентов операто]:юв L и rv 
Система (3 . I ) , (3 . 2) обладает важной си•,1метрией . ]!.ля на.хождеюи 

этой симметрии нам потребуется СJiедующая 

Теорема 8. ECJIИ оператор А вида (I . 36) удом~творяет у СJiовию 
А~ =- (- i) 11< А , а !.И-= Е 'Cr , где величина (__ не зависит от х 
то определенные соответственно посредством (2 . I5) и (I . 47) операто

ры Р и Q связаны соотношением 
(~ = (-i }no-тi t р ·*' (3 . 3) 

Доказательство . Положим 11 
fj 11 c-f-{ ~ ' j 11 q =- - и_....- dx. + L ~11 ~ )L ( 3 . 4) 

и найдем коэq.фициенти q,., , потр~dgвав, чтобы оператор rJ А+ dx;· Q 
имел нулевой порядок. С nомощью этого требования коэqфициенты 1

11 
опредеJIЯJОТся однозначно, причем 

I'J 



q - ~~)и/ 
J l1o-'dx' (3.5) 

а при о< 11 ~ 11 0 справедливо равенство 

0 И 1-l u)- I~J. . /n 'd rt1 

9n-11 = ( -1 }n ~ .lнf- L (-i) ~~ (Ц.rQ,,,-IH-111+ !). (3.6) 
с (J ). 111=С> оХ 
Представим теперь оператор А в виде 

11 о 

А = d~1 cr 2, + ~ (- i) 11Q - 11 d~1 . О,, . 
r1 ·= ~ 

(3.7) 

Очевидно , что ко эфрициенты Q 11 определены однозначно. Полагая 

11 с J 1 n - \ 11 с н . ' ( ) 11с - 11 . 1 .r· - - d>.. . v - L- - f )( · /J , 
М=О 11 (3.8) 

потребуем , qтобы оператор А · L~"' + Р Jx.. mv1eл нулевой nорядок. Этим 
требованием ко~рициенты h определяются однозначно, причем ,-,, 

D "" .J 1/ 
J 11с GJJG. 

а при о <. rl ~ 11 
0 

справед,лиDо равенство 

11-[ 

(3.9) 

11 'd 11 +·t и- ,....., 111 ~ 111 л 
Р = (-t) - \. (-i} - (ifa 1 11 с-1'1 ---:~ .. r1-t! 1-. "':\ i1? 110- 11+t•ну•( ) 

иХ 111=0 vX 3.!0 

А ,. (- 11 А "' В том сл·учае, когда выполняется условие "' -i) • , имеем Gn= а,, 
при О~ 11 ~ f'1 0 • Отсюда на основании (3.5), (3.6), (3.9) и (3.!0) 
следует справе~ивость равенства 911 = Е /\ , о~ 11 ~ n 

0 
, если по

ложить w = Е. l/ , где Е. не зависит от х . Согласно (3. 4) и 

(3. 8) отсюда вытекает сnраведливость соотношения (3.3). 
Теорема доказана. 

Следствие 5. На основании (3.6) и (3.!0) получаем, что опера-
торные соотношения (3.2) эквивалентны уравнениям 

-() L~-" 'd иr ~ 
-+сАи-=о --cAw=o 

'i:! t - J 'd t 
где оператор А определяется равенством 

(3.П) 

11 с 

А = с- i J 11 о 'J ~1 ~ + z т ~ с- i J '1 ? х.'1 . er ,, (3.!2) 
11 =о 

Из равенства (3.!2) следует , что,если оператор А удовлетво-
ряет соотношению А!( "' (-!) 11 о А , то справедливо равенство А =- (- i) 11 • А . 
Отсюда следует , что , если величина с удовлетворяет условию ё = 
= ft)n~r !e , то система уравнений (3. II) обладает инвариантным 
многообразием W =Е (j , где Е - константа , т.е. от х , j , i 
не зависит. Далее , если дополнительно nотребовать, чтобы S удов-

- 1{ { - ) /-( +{ летворяле условию Е; = (- 1) о+ Е. , то при К::: (- f о н.. опера тор-

ное соотношение (3.!) согласно (3.3) допускает связь L = (-1У• С . 
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таким образом , нами доказана следухщая 

Теорема 9. Если величшш с. , н. и оператор А , вхоДfiЩИе в 
систему (3.!), (3.2), удовлетворяют условиям 

- ( )11 0 +f -- { }K,-rL А"' ( )11сА С = - f С 1 н, = -t .н.- ' = - f ' ( 3 • !3) 
то система (3.!), (3.2) имеет инвариантное многообразие 

L~ = С- 1 J к " L , w =- t. t:r , 
где константа Е. ' подчиняется требованию 

f,: = (- 1) l<o-ti Е. . 
Аналогичным образом доказывается следующая 
Теоре~ш IO. Если определенный посредством (3.!2) 

таков, что А"" (-t) 11 • А , а u.J = Е- v , где величина 
от х , то удовлетворякщие соответственно условиям 

оnераторы Р и Q связаны соотн~ением 

(3.!4) 

(3.!5) 

оператор А 

f не зависит 

(2. ! 5) и (1.47) 

С/= (- 1) n"+! 6 Р . - (3. !6) 
Доказательство. Действительно, в силу у словил А " (- ! ) 

11
" А 

J!a основании (3. 7) mv1eeм &" = Q м при О ~ 11 ,< n 0 • Отсюда согласно 
(3. 5), (3.6), (3. 9) и (3. IO) следует, что при о ~ n ~ n 0 справедли

во равенство ? 11 ", е р11 , если u.J"' Е, tJ , а [ не зависит от х. 
Таким образом, с учетом (3.4) и (3.8) убеждаемая в справедливости 
соотношения (3.!6). 

Теорема доказана. 

Из уравнений (3. II) следует, что если вшrолняется соотношение 
А = (- f) 11 с А и 11 0 - не четное целое число, ·то система ( 3. П) 
имеет инвариантное многообразие 1v = Е, tJ • где величина [ не за

висит от :>с , j , t . Далее, согдасно (3~6) операторное соотноше
ние (3. I) в этих условиях доцускае'l' связь L~ = (- i) к. L• eCJIИ к.- не
четное целое число. Таким образом, сnраведлива следующая 

Теорема II. Если входящий в соотношения (3.!), (3.2) оnератор 
А удовлетворs!ет условию А = (- i) по А , а К 

0 
и 11

0 
- нечетнwе 

цеJ1Ьiе числа, то система (3.I), (3.2) обладает инвариант~WЫ много
образием ~ 

L = (- i ) к" L ur =- Е. tr 
. 1 1 (3.!7) 

где BeJDIЧИШl t от х , ~ , t не зависит. 
Оrметим, что как nокаsЫВШ1! приводимые н:иае npJDEpн, все наи

бОJiее интересные системы уравнений, по.пучаемш: с помощью соотноше

ний (3.I), (3.2). относятся к указаиным вшпе с:имметричш114 CJIYЧ8.1D1. 
Начнем с простеlшего СJIУЧМ к" = n 0 ::: о • Полагая: L "А= 'd; + и.. , 
на основЗнии (3.4)-(З.IО) находим, что 
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f? = 
? v--

"' v---' - J "_ · и ~ 
(3. I8) 

17 == _ . .,..j 'd u.r 
'---5 w Их. +-d X- . 

С учетом этих равенств систе111а (3. I ) , (3.2) принимает вид 
~(! ц d l/ -~) ) 
- .,_ с х ,r - 2 с -- ( Lr cv = с , 
U t t U dX 

'LJ L~"' .· ?"' tr )f '()ц;r· . 'd2w) 
- + с 1 Lll)- ·r ·- == о - - с (и иr + - = о 
д t L (Jx:l.. ' d{ ()x:l- · 

(3. !9) 

При с ·"' н-= i система (3. !9) в соответствии с теоремой 9 имеет ин
вариантное многообразие i.t- "' li , uJ ~ ~ i i1 . Движение на этом 
многообразии оrm:сывается системой уравнений 

Ju ?и ./- (7 1 . :{ . cJ(.r (12 (.,)-·- - - - ~v ··- vf = о ( ·- . = ц и-+ - (3.20) 
'7i f ?'! Jx ~и t Zlx:~. 

Система (3 •. 20) описывает взаимодействие длинной волны с пакетом ко
ротких волн, распространяющихся на плоскости х , J под углом друг к 

другу. , 
') '1 

Далее , при 1-<с " 11с ·" i имеем L = А= и~ + ц1 d x r цс. Отсюда сог-
ла сно (3.4) -(3 . 10) следует , что 

/"\ ;(. 

.. !- - "] (iLr- - ~ ,.. r " - J . l) - и . . - ., , ·- и 1 l 
),_ А ох d JC'" 

ц t-·_,..'2. () цr , u 'lvu.J . ,.. 
=- - L( tlx -r . ·- J .. - - - , - И L Ll• , 

() х JL UX"' 
На основе этих равенств система (3.I), (3.2) принимает вид 
~ и d и ? . 'J iio r;y и( 'ZJ ( () l ~ )-) -

_ ! -r С J{ __ t - 3 С" - ( (/ ({1-j ;;: 0 .- + С J( ;;;--- - :5 С -~- с~.,. tL 1 - С• 1 

'() t l1J ~I X 1 ut o l/ C' '.t "' · . 
и . / 

'} ,_. Ci 3t!" С!и-- . )• (1 цj (d 3
Ur ? ( J . )') -~ +С ( ·- + Ц - -t- {j t,Y -= 0 - +С --3 + .- ()~и) -((о w ·- 0. 

-ot CJ .t 3 ! ?х 0 1 u f CJ% CJ .r 

В соответствии с теоремой II 11 р L1 с = н= i ~та система имеет инва-
риантное многообразие и! =- и • L( о = f r с: . w- ==: !:. й • дви-
жение на этом многообразии подчиняется сисfе~е уравнений 

... J и- ·;:р и- . . ?J 1)-' d ц 
- + -3 +и - i' i_ - l.~"' = о (3.2!) 
'dt CJx 'd x 2 Jx 

';; ц + d U =:!} ]_ 1.} 2-
'()·t 'VJ 'dx 1 

СИстема оПисывает взаимодействие двух тиnов длинных волн, расnрост

раНЯI<ЩИ.Хся на плоскости Jc. , lj nод углом друг к другу. 

Наконец, nри /< 0 = J. ~ 11 0 ::: о nоложим L "'d~ r u~ dx ·+-IJ 0 , 

А = v; + j цi • С учетом (3. !8) получаем, что соотношеiШе (3. I) эк
вивалентно системе уравнений 

d и { + с.. 1_ (~v и - ~ ) = о 
~t '() х. о 'dx 
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dll,y z ?tit ? (. ?110 7.. '? г.u, 1 z 
-+-СК-+~- ~ ·-....:..- _ _ ц -ZvиГ)=о 
'dt .J 'dJ ?х. ":к 3 ()х2. :'5 t · 

3 J ?!.( . 
Положим теnерь U 1 = :r и , Цо='f --а :л: + 1 р . В результате приведеиная 
вьпnе система примет вид 

-ou ч . 2f_ 
(J f + J LC UX =О , 

'df" , (Ju (. С! (. 2. () :<. и ) 
- - L с н - + ·-с - 3 и + ~ + ?; LYW ::: о 
иt ~j У dx. 'd x~ 

Исключив отсюда р , nолучим уравнение 
--;)2u 'f 7J2.u c l 'J'L ";)2.. 

_l - - -c;;..J.< -- + - - (3 tA2. -t __!!__ >s vwJ =о (3.22) 
()t"- 3 'd x.'dj J r?x 'L (J x 'L -t 1 · 

Легко nроверяетсл, что два уравнения, вытекающие из соотношений (3. 2), 
в рассматриваемом ~учае имеют вид 

?Jи- 'd 2 и) J ц/ ?:<.ur -+с ( ий + - z =о - - c (uиr +- ) = 0 (3.23) 
'd t 'd.x 1 'dt o .X z . 

При . с -= i и к "' - i. система (3.22), (3.23) имеет инвариантное 
б - у - Дв 

многоо разие и= u , u} '" = :: L~" • ижеiШе на нем оnределяется систе-:-

мой уравнеiШй 

..--02- ц (} [ di.l d (J 'L 
3 'd ·(l· - "() х. () ч +-г ( 3 и l + ~ + g 1 u-J 2) 1 = о 

..---, 1 Х-"'\ ,, 'd:x 
1 

(3.24) 
· uи- ' o"'u-
L - = Ц</-f --'Jt CJ xZ 

заменим теnерь в этой системе t на J и J на t . В результа-
те nолучим СИСТеt.\У '1 J • 

d (.( (/ ")2 
3 ~;~ - 'd~ [ 'd t + 'dx (зwz -t- ... Jxtf')__ -+ l> Ju(JI= о, 

~ . 'du- ,,... ()г..u-
L __.. == иv + --

(3.25) 

'OJ ?xl. 
Заметим, что nри , f = О система (3.25) сводител к уравнению кадом-
цева - Петви8111ВИ1IИ 14/. Отыетим также, что неско.пько систем не
JIИНеlных ЭВОJIJ)IЩОННЫХ уравнений, получаемых с nоt.Ющъю операторнъа: 

соотношений (3.1), (3.2) nри дру:иJ зн,чениях целочиСJiенньа: па})818т
ров 1< 0 и nо 1 

оодера.аrся в работах 1,2 • 
Для тоrо, чтобы: nолучаемые с nоt.Ющью решений системы: (I.I),(I.2) 

операторы L , А , Р , Q и функции 11 , w омадали указанными 
вшвв симметриями, необходиаl) на входящие в оистеъеу (1.1), (1.2) парв
метры }7.- , Wт... , 6''l. , Т: 'l. нal!OD'l'Ь оnреде.леюше требования. СдеJiать 
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это можно несколькими способами. Некоторые из них рассмотрены ниже. 

§ 4. Присоединенная система и свойства ее решений 

При исследовании симметрий операторов L , А , Р , Q и функ-
ций L,... , w :важкую роль играет получаемая: следуJООtИМ образом система. 

Возьмем матрицу Е ' вида 

Е ( = Е J ( ) ,7' = .1.,' -t Е J!' J 

где матрицы Е, , ] .,' , .J,' определены посредством 
величина Е. удовлетворяет условию 

(4. I) 
(I.8), (I.9), а 

Е. 2.. = (-i) к . -н (4.2) 

Заменим теперь в с!lстеме (I.I), (~.2) ве1тор (и матрющ c.J , 0: 
У на вектор f и матрицы 1.J , cr- , т; вида 

f = Е' f, :; = - Е & Е , ~ =- Е ;;; Е , i = i' . (4.3) 

заменим, далее, в этой системе векторы 

торы .J Х ± , где 
)(L соответственно на ве.к-

J = Jo -t- С J! ' 
а матриrщ J 

0 
и .J i определены с помощью равенств 

В результате получим системw вида 

(4. 4) 

(I.8) и (I.9). 

(и+ i3 )Х+ -r J +- ~ =о, (4. 5) 

( D -t- В ) Х- == .7- J (4.6) 
А 

где 11 - единичная ма'триuр порядка 1-., ~ 2 t 1 , а В - .ква.цратная 
матриiЩ тоrо ае порядка с ~ементами В'~- 5 • При этом от.1IИЧ1Ше 

от пум~ ~ементы матриi.щ В согласно (4. rj- (4. 4) имеют вид 

л 

в s:: '!., 

_f.",eк-p[(-<f'L-+iJ.s)X -t- T"t..-~1 J {~'t-, S ~ "l-c 1 

- 6""'1.- + Шs 

f-. ех/з[(-6: + ZJ ... 5 )-:c+t J_] 
" t- "'1+ 't- ,i~'t.~t0 <S~'i-0 +'l-J., 

:: б""'l,. + r.J 7.- ~-~- 5 

±'Lt+ "/... (4 ?) 
- _ . 1 1{0 +2., 6": K 0 -t-~ 1 &о< 't. ~ 't-cr't.J. < S ~ 'l..c-+2 "l.J. 1 • 

w'l-+7.- + s--z, 
- L 1 

ft-tt e)(e[(-6'"'!--'1-L-rCJs)x] 1 US1'l-0 1 'Z.0+'l.1 <'t.~'l...,-t2'l..11 
- в-'t.-"z. т Ш5 

- 1- -

f-z, -t, ех:р[(- 0'!- - 'l..L-t- W'/,L+S):t-] tz, <S<'l, +t <"' <,., +"" 
1 о ' о L '- ' vo "'"'i. 

- O'L-'l-L -f- t{)'/,L + S 
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Все остальные элементы матрицы В , очевидно, равны нулю. Далее, 
.компоненты { ~ '1.- вектора '\ имеют вид 

/- -f-tex /з(-6'"~-. ')(_. + Т:-v:f } 1 ec./lи {~7.. ~ "-<>, 

А t = Е, f 't- 1";-'1.- ' e c.JHI 't~ < 7- ~- 'r-c -t- 7.- L ' ( 4. 8) 
f "_ 1. 

1 
е х р (- б"'t. _ '1: 

1 
х) ' e.c.Jt и "с.. о + '& 1 "- 'l ~ 't" +- 2 t i . 

Возьмем диаrональную матрицу Г вида 

r." JictJ (fi e"jl(~J) (." 1ft е хр {т't. чJ f и" ' f . ) (4 9) 
" , < "J 1 l,+- 1 "~-ct-J.~ t . • 

Тогда в силу (I.4) и (4 .?) справедливо равенство 
"' . - - .Jf 

BEF==EF B. 
Далее, возьмем вектор l с 'Z- 0 -t- 2 "i , .компонентами f'(,. вида 

" { е х р ( cJ'l.- х } , е с /t и L ~ 7.- ~ z. с> , 

t и-=- .e ><p(iJ'tt-r z. X ), ec ;u.( rt 0 < 7, ~ 'Z.o + t !, 

i 
1 
е с. л ц "Lo + t 1. < 7., ~ Zc + 2- t 1 . 

Соrласио (I.5),(I.B), (I.I4), (4.4),(4.7)-(4.9) и (4.II) имеем 

~=f cl ~= EF Jl, 
1 iЗ А - 1 . - А + л ':;: 'CJ B _ "-
-::: J3 Е Wo С - С 6"0 G В = .J А ( Jo ~ :: 't' f3 
ох. .... 1 о 1{ 

rv ~ - " d ~ -л ·-а е - {_ л 

( 4. IO) 

( 4. II) 

( 4. I2) 

"-~ Х- = - Е Q0 С ~ 1 'О :} ::: Т А 1 d Х - (. Wo С ~ 
Из равенства ( 4. IO) следует, что определители D и D матриц 

11 -т В и 11 -t- В свяэаны соотношением 
л -

D = i), (4.IЗ) 
Отсюда следует, что eCJIИ в пекоторой точке Х-= Хо , !J = Jo , t = to 
выпОJIНено не равенство ( I~ !6), то в этой же точке име~м fj =1 о • 
Возьмем теперь решение Х ±. л системы (4.5), (4.6) и с ero по-

. 1) + ~ + 
мощью определим ве.личmш !'1 ~ и W ;;- , полаrая 

к!= l 6-..,J xi: w± = l J 'dn x± 
11 о ) 11 о ..-:> , .., л 

Q.',X. А ,.... 

ИспОJIЬзуя эти ве.пичинu, опредеJПD( операторы L , А , Р , С{ анало
гично 'f0113, .как 6WIИ опре~еле~ ранее операторы L , А , р , Q 
Определим дапее, ji.Ункции v- и l.iJ посредством равенств 

~ = б i J{ х + 1 :;- = - wо-
Пре,цполо&м теперь, что вхо,цsщие в равенства (I.I2) и (!.35) веJIИЧИ
нн J.t. и С. удовле'1'110РIШ'f уа.l[оВJШМ (3. IЗ). Тогда петрудно убедитьая, 
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что определенные согласно (4.3) матрицы: ~ , & , 7: и век-

тор J -удовлетворяют соотношениям 
~7 Ko+:t _ iJ- l<o+k = Х i , 

::! + с ( j () 11 о+ ).._ - &-0 /1 с+ .2- ) j : о ' 
где 

( 4. I4) 

( 4. I5) 

л л л л 

.. 1 = "fl- ц7 rJ = "f {) (4.!6) 
w с J 1 о Jc · 

На основе (4.!4)-(4.16) получаем , что оп~деленные с помощью реше
~й систы.ш (4.5), (4. 6) операторы L , А , Р , ~ и функции il- , 
LJ удовлетворяют операторным соотношениям 

,А. А "' л л л 

'd ~ +е 1{ ?_ + с [А L ] -r с ( р. ~~- v ~) = о 
ot ач ' 1 

" { " () itl "' л '\ " . ( 4. 17) 
~f + ~ (A·Cr+f?dx)=o 1 it-c(wA-r Ux·Q)=o. 

В этих -условиях справедлива следующая 

Теорема I?. Если параметры J{ , с , Е. удовлетворяют -условиям 

( 3. 13) и ( 4. 2) , ~о оп!(еделхнные л с помощью реn;_ений л системы ( 4. 5) , 
(4.6) операторы L , А , Р , Q и фунющи (.} , иУ связаны с опре
деленными ранее оператора.ми /_, , А , р , q и функциями и- , ц_r 
соотношеютми 

·' -v = Е (;,;r 

l = (- i) к., с 

л 

lt'~- :=. Е (j 
1 

.л 

А = (-i) n., А 1(-

л. 

р == ( _ i ) 11 с+ 1 Е Q ~ ' Q == (- 1) 11., -r 1 Е р lf • 

( 4. 18) 

( 4. 19) 

( 4. 20) 

Для до.каза•rельства э~rой теоремы нам потребуются некоторые ф3!<

ты о свойствах решений системы (1.1), (1,2). Пусть 

{ 
I ( ~\ ·-6"'~) , если i ~ i ~ 'l с , 

}1 'L-:: - k o'Z. . если "·<с,.~ ~с i" 'Z.t • 
. 1 "' 

?:,w'tr , если 'G.c+- 'r.. i < '(_. ~ 'Z."+- ~7. 1 , 

{ 

t("\ + !J&) , если l ~ t '$ '7..-
0 

v'v =: t (J'[.. • еслл 'Z-o <. 't, ~ ~с+ "1-i·, 

ft.Jt. , если '-ot"!..t<: 7..- ~ 'Z- c+~'l..t.. 
Возьмем, далее, векторы z. и f соответственно с 1- с + ?v 'l-1. 

нентами z '~- и ) 'l. вида 

2fl 

( 4.21) 

(4.22) 

компо-

{ 

L 11~ 
z'l/=. Т'~- Цf(;<'(.,х. + t 7:""})' еслц i ~ 'z... ~ >z-o ' 

f%_ ( '[, е у: f f' '/.. х..) ' €-С. ...щ 'l-o <. 'z... :;: '&о + ;<, 'l. t 1 

= { j{t t.Xj'( v'Vx_ + 1 t''t-l) , e.c. lt и U '!..- ~ 'l- 01 

f't- t~2. €-Xf(\1?.-x.) 
1 

ес/IЧ to <~:O"l., +l't.~ 
Сделаем теперь в системе (!.1), (!.2) замену 

Х ~ = р 'Z.. у '1--t ' "!- = { 1 , • , 1 'l.c f ::1- '[_ !. . 

В результате полу~ систе~ 

( 11 + е; У+ + J+ z = о • ( 11 + е ; у- -:о J- 2- . 

При этом отличнне от нуля мементы е 7.- , s матрицы: () 
вид Zt. 2 5 

•. о r::-' 1 1 f: ~ ~ "г.. о 
1 

{ ~ S ~ 'l-o +'г-~ 1 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 
имеют 

""'t. - "' 5 

9'1..,$=1- Z.'t-Zs 1 '7-c<'l-~'tc+'l. t <S~~.,+~"r,f (4,27) 
г.:" l<c+ 2. . ? Ко+2. 1 

u'~- - ws 
"Z.~Zs i"S "''Z-o+'r.t< '(... ~ 'l-o+'l'l. t · iZ1't-- б"'s 1 , , 

Все остальные мементы матрицы: () , очевидно, равны нулю. В CJfUIY 
( 4. 27) получаем, что решение У. t систеМ!i ( 4. 26) б-удет рациональ-
ной фуНRЦИей з 'r. о + Ч ~ i коМIШексннх параметров z t- , w z. , 07.- • 
ОТсщца .ва основании равенсm (4.2!)-(4.25) В!iте.кает, что определен-
яке посредсТВОМ (I.I7) Величиньt ~~~ И w; T81Qte будут ра.цио-
!IАП.ННМR фун.кitиями параметров z 'Z.. , r.J 'tr , G">r- • Это значит, 
что воВФiiЩиентн операторов L ., А , r , Q и ФУню:щи и- , и.r за
висят :Р8Ц!IОваiЬНо от параметров z '1.. , w'Z. , л o'f., • }Пало~ ~ра-

. зом у6еJrДа~мся,,... что .коефрициенты операторов L , А , Р , q _ · 
11 фун1а:8о1 (f- , u.r зависят рационально от параметров z>z.. , (J'l.- , 6''t.. 

.llt .... Нnono теоре1111. Соr.иасхо пpuuy Крамера имвем 

. -"'+- е 't. -:::.:!:-0\е " л + i cl t 1 () € 1 А + i 1 t 1 () ё'(_ 1 
х." . - о :J± >. fl + в , x'f, о :J± л - ~ + в , 
rде €'!- - е,цишrспшй БеКТОр С 'l.c + j!. ti I<OМIIOReHTaмR, ~Э КОТОрше ОТ-

.JDIТШа от вум ТОJП>ко ~ - ая .компонента. ОТсюда следуеzr, что · 

W!-' + 1 1 J_ 1 о 
0 __ -0ieL 

о 1 J± f 
t'J0 1 "' + { 1 i 1 О W.-=-!л-IH " 

11 + в . с D J± ,\ 
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l J{) (4.28) 
л 

~ t в 



А 

И= .i_ J e tl 0 
[ J1 

/ '=~Jet) 0 л 
D J-t- А 11 + в 1 lJ D J+ л 

.е. :J 1 1 
~ + в J (4.29) 

w:. .i..clef 1 О l :Jo 
о J- ~ ~+в Cr=Jdet/ 0л 

1 1) ]-А 
t 1: 1· 
~+в 

(4.30) 

Ветрудно убедиться, что в силу (I.I5) и (4.I2) справедливы равенства 

'dD ~ -oi et 1 о :[ ]" 
CJ-x; 1+\nt/3 

~ъ t 1 о ~х. =- Je :J + ~ l. J: f 
11. +в . 

ОТсщда согласно (!.22), ( I.39) и (4.28) вытекает, что 
? 2- () л () 2. л 

UK
0 

= (Ko-t-:L)- [11 D ЦК= (l(o+2) - f11 1) 
'd x :L 1 о 'О х :<. ' 

-;)2.- 17 л ""12.. л 

Ci "' ·"' ( f1o-t l ) - t.11 /) Cil'l = (n +2)-а f п 1) 
о 'Vx:<. , о о ;z. , 

т. е • с учетом ( 4. I3) имеем 'l х 
л - л 

U к =- Uk( СА п = C:V ,1 • 
о о 1 о о 

(4.3I) 

Рассмотр/им отепеr rTPIИIJJi .л. 1 о 

V = J+ А ~ + В 1 W = J- ~ 
f Jo ( 
n + 13 · 

Далее, возъмем матриiJР! 

Е1- о Е , t о Г (4.32) -/{ о { F=/t ol 
где матрицы Е и Г определены соотвеtrственно посредством 
(I.8) и (4.9). Справедливо равенство 

- - о 

ttf":V*Г: - iE1= (FJil 
х" J+ r-! Е. 

~ + E.fB*r-i E. 
на основании (4.!2) находим, что 

~ *J +p - 1 c = tJ EcfJt=J- ~. 
(., 0 ) f. А / 

ОТоюда • в силу (4.IO). СЛедУет равенство Jet w = otet v~. т.е. с 
учетом (4.29) и (4.30) имеем ~ = t, l( • Таким образом, одно из ра
венств ( 4. I8) доказано. 

Рассмотрим, далее, матрицы 

о l Ji 1 w ) о v :: 1 Jт ~ 1 + в l := з- ~ 
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{ Jo 
1 + в 

Согласно (4. 32) справедливо равенство 

Е i r: w Jf rL -f. Е L = 1 Е. r 0J" е 
л· J-p-t[ 

в + &Г в+ r - ~ f. 

С помощью (4. 12) получаем - .л 

л~J-г- f Е = t J 
1 
t ГJot =г-~ . , 

Это значит , что в соответствии с ( 4. IO) имеем с/ е t V = J.гf W: т. е . 
на основании (4.29) и (4.30) справедливо равенство if-= Е W' . Таким 
образом , второе равенство (4. I8 ) также доказано . 

Воспользуемся теперь соотношениями (3 . I), (3.2) и ( 4. I7) . С их 

помощью на основе предположе1rnй теоремы и равенств (4.I8) убеждаемая, 

что d 
_'d (L-C-t)кc{"') + с н-(А - (-t) 1

'
1cA Jf ) '-t-

'l t 'dJ 
+ ~ [А 1 L- (-i) ~с е}; (-i) Ко с [ А -(-i) n., АУ; 1 ~., ~ ] t- (4.33) 

л л л 

+с ( р -r (-!.) по Е {[j'f) · w- ~ D-( q-r (-1 )n° f- Р*) == 0
1 

c, if(A - (-i)'1 oA ~) + dх:(ф +С-i) по [ Р *)= о ) (4.34) 

t; (А - (- 1(1о А*) . и/ -t ( р -f- {-ijf1c С ~Jd;c. := О . (4. 35 ) 

На основании (3,3I) при 1'1 0 =О справедливо второе из равенств 

( 4. I9) • отсщда согласно ( 4. 34) и ( 4. 35) следует, что при 11
0 

= о 
справедливы оба равенства (4. 20). С учетом этих замечаний из соотно
шения (4 .33) следУет, что равенство 

'О~ ( L- (- i} Ко С) +- ~ [А 
1 
L - (-i( o L * J =О (4.36) 

справедливо при n0 = о и любом 1<0 ~ о • Покажем , что отсюда следУет 

справеддивость первого из равенств (4.I9 ) при любом 1<
0 
~о • Дейст-

вительно , положим 111 

L - (- i )Ko LJf ==I d.rn dx_rn 
1 

f11 =о 
где в с~ ( 4. 3I) имеем т о < 1< 0 ~ Тогда в соответствии с ( 4. 36) 
имеем -;.: ~т ::о . Кalt мы установили ранее, C:Zm зависит ршщо-

оХ. о о 

нально от ве.лич:IОL z'l.-, Wt. , v._ • Далее, согласно (4. 23) имеем 

'd:imo ~.+.Z~, ()J:m _ 
-- = ~ с z 't- u~t- = о. 'dx 'dz. Г 

()Z- ~ - 't:f. t. 
п ol,.,9 '() ~/11. h { " ... ......А 
ОСRОЛЪ.к,у 1 = ~ == о при v = ' . . . ·vo + ::1, V1. • то при JUIVOM 

'()х. (.._~~ ;Jik";t;. - J s :>- о CП.1JtU1e о равенство 
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'ds ~rr1 '1-ct- A, 'l, J_! 
___ _ с _ " С- r;o... i/1 0 s 
'dA--s - L.. ~ Z"t-Ji-v '= О 

-'!-:i oZ-z, 
Оrсюда с.леду.ет, что в области nараметров G•)z.- , Ot- , в .которой оnре-
деленные nосредством ( 4. 21) величины )f 'V отличны от нуля и друг 

от друга , имеем тождества 

d Iм1Q := О 1 '<- = {., , . . !'&о + Q, Z. L • 
'Qz , 

С учетом того , ~то npиj1 =,,, = J~cr:k'r.~-=0 ко африциен~ cLm0 обращает-
ся в нуль, nмучаем r:i,

11 0
:::; о , т. е . соотношение L -= (- i}~<сf_.'~-сnравед-

ливо nри .лю6ом 1-< ~ >...- о • 
Аналогичным образом доказывается второе из соотношений ( 4. 19). 

Действительно , nможим 1-11 
" . о \ t'11 

А - (- 1. ) l'l c А~ :: J.;.o ~,..,., Ux_ 1 

где согласно (4. 31) имеем то..:. 11 о • На основании (4.33)-(4.35) 
nолучаем, что <> A/fl ~ о • Оrсюда с.ледует, что ..:I m := о , т.е . соот-

, 'С ·х 1' , 1· о 
ношение А -= ( _ о " о А,._ сnраведливо nри .лю6ом n 0 ~ о 

Наконец, с nо!\Ющъю (4 .34) и (4.35) убеждаемая, что (4.20) выте-

кает из (4. 19) . 
Теорема доказана . 

ПредnможиrА теnерь, что входящие в систему (1.1) , (1.2) nара-

метры f'!, , ц).t- , ()& , "[ & удометвор.яют соотношениям 

f '!- == т~. , -~t)'l. "' - ц\_ 1 у 'l. -= т t - 1 '1.. = 1. 1 • •• 1 'l- С' 1 (4.37) 

f'l.c-+- "1.. =- f, +~o -+- 't c+ 'V, 0'1,с-+-'1.- ::: _ -J'Z-ct- '1-~+'C.-- 1 '<- -= i , . .. l -z., . 
эти соотношения согласуются с ус.ловием (1.6) и уравнением (1 .35) , ес
ли величины с , к и Е. удометворяют равенствам (3 . 13) и (4.2). 
тогда на основании теоремы 12 убеждаемая, что в этом с.лучае nмучае
мые с nо!\Ющъю решений системы (I. 1), (1.2) оnераторы L , А , Р , 
Q и функции lГ , иJ удометворяют соотношениям 

L -=-(-i)кo L"' 1 А ~(- i ) n· A '~'' Г=(- t)'1о -+- 1. t.q~ 1 w= t:iГ. 
ц)J. , ••• , W'C. 0 все Предnоло~1 доnолнительно, что величины 

разные, nри "'l.,-r'l- 1 < '1.- < s ~ 'l.c-t- 7-. 't- 1 выnолняется неравенство 

tJ/c +-2 - tJsl<c -t- 7... ~ () ' ПрИ JIJ06ЫX '(.::: f 1 ••• 1 'Z-c И :S = i 1, , ' 1 tL 

имеем Wt +- J'Z<ct- '1- ct- s f-O, а nри .лю6ых "Z--, S -" 'l-tJ -t-'r-,t-1., ... 1 'Z<>-t-7-"L.t 
nусть ,д'~- + ;;;~ ::f 0 • Наконец, предnоложим, что величины ft- , Wz, 
удовлетворяют ус.лови.ям 

f.'l.-> О Re u._)t-> 0 'l.-=' f , , . . 'Z- c 
1 - 1 1 1 ( 4. 38) 

t't,.fO 1 Re W7,. < о 1 [ w/o-+-'L - (- i) Ка vJ,to+ :l..J Е>о, '1- ='l.ct-'r.t-t-fl .. ~ Zot-i. 'l , . 

:io 

Тогда справед.лива с.ледуща.я 

Теорема I3. Если величины к , с , Е.. удометвор.яют соотно-

шениям (3.13) и (4.2), а nараметры ft , u)Z- , 6"z. , 7:-r- удометво
р.яют ус.лови.ям (4.37) и (4.38), то nри любых вещественных х. , } 
t выnолняется неравенство 

D == cle t ( f1 +В) > о . 
( 4. 39) 

Доказательство. Представим матрицу 8 с оnределе.ннш.ш nосредст
вом (4.27) элементами e'l s в виде 

d.- fJ ь{ 
е~ 1 g i -~ , ( 4. 40) 

где ~ - квадратная матрица nорядка 'l- 0 , (3 - прямоуГОJiьна.я матрица 

с 't-o строками и С,!. столбцами, J и t - квадратные матриrщ поряд
ка с,! , наконец, а. - nрямоуГОJiьна.я матрица с '-L строками и 'l" 
столбцами. В силу (4.37) и (4.38) мы можем выбрать величины 2'/:. 

так, что при '1.-=i, ... 
1

io имеем Zt->O , а nри 'l.=f., ... t-1 
вшrолн.яютс.я соотношения zt.-rt=-ESlzz"t-'tt+ 'Z-, z ~~н1 .,.'t =- t; ii Zt4н 
ОТсюда с.ледует, что определенные вЪIШе матриrщ cL , f3 , / , Q , f 
удовлетворяют соотношениям 

.d.."'= d- ~""=-Ё %С< У"'= ЕУ сt"' = -&У;г./.3 if-= Е { 
1 г 1 и о 1 г 1 (4.41) 

С учетом (4.38) nолучаем, что эрмитова матрица 11 + <i... определена 

положительно. ЗНачит, оправеДIIИВО неравенст:во Je t ( 1 -r d..) > о . 
С nомощью этого не равенства на основании ( 4. 40) находим 

det(1+8)=dei{Hd-)·det[U+ if - o.(ff+dv)-L/J]. (
4

•
42

) 

Рассtютр~ Матрицу R = f. 1(1 f [ 11 + i d - ~ ( 11 + d..Г 1 t1 j] . В соответствии с 
(4.37) ,(4.38) и (4.41) получаем, что матридli fY2 t и В#.~ 

.эрмитовы и определены nОJiоuтельно. Отоюда с.ледует, что эрм~~това мвт

риц:t Е +':t t t { та~аtе оnределена nолоительно. да.пее, согласно 
(4.4I) матриiЩ Ro=-c,+i(a(нJ.r~{ моает быть представлена :в :виде 
R.=ilf/3/f(f+li)- 1 ~ { • СJ!едовательио, матриiЩ Ro я:вл.яется эрми-
rо:воЙ ~ ПOJIOD'l'eJIЫIO опредменвой. Таким образом, матриц1 R я:в-
JIJiется суммой трех пOJiouтeJIЬНo опреде.пеиюа: матриц. ~чит, имеем 

J е t R. > о , Отс1Щ8 на основе ( 4. 42) вытекает неравенспо 
J е. t ( f + {}) > О • ПосJ<ОJIЬк,у матридli 8 и 8 подо6НR, '1'0 ота»-
да СJiедует неравенство (4.39). 

Теорема доказана. 

Полученное T8li:ID4 образом решение системы (3.I), (3.2) опреде.пено 
11111 :аоех ввществеввнх значеВJI.!IХ х , i , t и предоТ81U1Яет собой 
суперпозиЦ1Ш 'Z.o уединеиннх ВОJШ одного типа и 'Z.t уе.цинеиюа: · 
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волн другого типа. ВОЛНЬI первого типа описываются уравнениями, порож

даеМЬIМИ операторНШ4 соотношением (З.I), ес.ли в нем пОJiожить tr== w=: о • 
Они имеют форму вала и могут распространяться на ПJiоскости х. , /1 
в любом направлении. ВОJIНЪI второго типа описываются уравнениями, по-

лучаеМЬIМИ из операторных соотношений (З.I), (3.2) при Jt.= о • ОНИ 
тaiOJte имеют форму вала, но могут распространяться на ПJiоскости х. 

J тОJiько вдОJiь оси х. • Нелинейный характер суперпозиции приво
дит к искажению этих вОJIН. При стремлении к бесконечности вдОJiь греб

ня любой из этих BOJIН искажение рассматриваемой ВОЛНЪ! стремится к ну

лю и остается тОJiько сдвиг по фазе. 

Для того, чтобы получеННЪiе с помощью решений системы (I.I),(I.2) 
операторы L , А , Р , q и функции V' , w- удов.летвор!Ши второ
му типу симметрий, постуrmм нескОJiько иначе. Заменим в ~истеме (I.I), 
Ц.2) в~ктор Тл и матриrщ cJ , 6"' , '""С на вектор f и матриrщ 
w ,б','!" вида ... 

f == f- 1 f 1 cJ =; f (J [ 1 б-- :- f w 6 1 ~ ::: {;; ) 

где матриrщ Е и Е определеНЪ! посредством (1.8) и ( 4. I). Заменим, 
далее, в этой системе векторы Х :t на векторы J Х :t 
риrщ J имеет вид (4.4). В результате получим систему 

, где мат-

л л 1 

( i1 + !3 ') Х + + J + Х = о 1 (-1 + В 1) Х-== 1- 'А 
(4. 43) 

Очевидно, что входящие в эту систеr.q матриrщ В' и вектор Х св.я-
заНЪI с вхо~ в ~?темул (4.~~, (4.6) матрицей {з и вектором ~ 
соотношениями В = В , А = ,Л • Отсюда на основании ( 4. IO) сле-
JI3ет, что определители матриц 1 + 8 и 11 + 8 1 равНЪI. Возьмем 
теперь вектор t' с. 't0 +- ~ z J. компонентами t; вида 

{ 

~Z)(f ( i.Jt х) илц i ~ 7- ~ 't., 1 
f 1 

f.,_,= e.x-p(wt~+tx), если '&с< Z.~ i.o+'г-t, 
i 1 U.J/U '~-o+-'l-t< ~! to+2~t. "'+ 

Опреде.пим, наконец, с помощью решений Х- системы (4.43) веJIИЧИНЪI 

~!: = р' л 11 J. х" ± w.л t = 'i';; onxi: 
n м v rJ о 1 n v о ох n · 

л+ л + 
Иопользуi!- та.к з~ающ.е величины k;; и W 11- , опреде.пим операто-
ры t , А , 1! , Q аналогично тому, .как ранее бwm определены 
операторы ~ , А , Р , Q . Определим фУНRЦ1i1И U.. и Ur 
посредством равенств 

lr = ~ Jt х+ 
л 

;;,.- =- Wo-
ПредпОJIОDМ теперь, что целые числа К 0 и n., оба нечетнне, а величина 

€ удов.летворя:ет условию (4.2). Тогда почти досло:вннм повторением 
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доказательства теоремы 12 убеждаемс.я, что в рассматриваемом сейчас 
случае справедливы равенства 

lr=fuJI ~=Е(/ L=(-i)i<•l iA ==(-1} 11 0:4 1 

л J......., '\ -

P= (-t )YloHS Q 1 Q=(-!)noHf Р . (4.44) 

заметим, что соотношения ( 4. 44) останутся справедливыми и при ином 
выборе целых чисел k'tJ и по при условии замеНЪ! в системе (4.!7) ис
пОJiьзуемых нами величин Н и е- соответственно на (- J. )"~·•l К-
и (-l) 11 •+i ~ • На основании этих равенств получаем, что, если 
целые числа К 0 и 11 0 оба нечетНЪiе , Б 2. = { , а входящие в систему 

(1.1), (1.2) величины J't. , i..J't- , 6'-z, удов.летворя:ют условИям 

6'7- =- r..J'"f., 1 '1-= 1, .. · 1 '&о 1 

t"(,"' f, f'l-!-+-'l- 1 б"''(,""- cJ't.~-t- '7-- 1 'l..-= '?..с+{. 1 • • • 1. 'г-о+-'& ! ' 
то• определеННЪiе с помощью решений системы (I.I), (1.2) операторы 
~ , А , Р , Q и функции t/ , и/ удов.летворя:ют соотношениям 

L=-I) А=-А 1 Р:: t-q / W =[ u-. 
Существуют и другие возможности .JWI получения операторов L , А , 

Р , Q и фунКЦИЙ r.l , tJ.) , обладапцих у казаННЪIМИ выше симмет
риями. Они основаНЪI на иных требованиях, накладываемых на параметры 

}'!., , W'{; , 6''1:.- , Т'{; • Более подробно этот вопрос будет 
рассмотрен в отдельной работе. 

В заl'iЛ!Очение отметим, что изложеННЪiе в настоящей статъе результа

ты доnускают развитие в нескольких направ.ле!ШЯХ. Прежде всего, вхо

дящие в систему (I.I), (1.2) конеЧНЪiе суммы могут быть зrоАенены бес
конечными ря:дами. Далее, второе обобщение состоит в замеие входящих 

в определение системы (I. 1), (1.2) сумм ·интегралами по контуру, лежа

щему в комп.nексной ПJiоскооти непрерывного индекса 5 • Возни.капцие 
при этом трудности носят не ТОJIЬКО технический характер и' буд3т рас

смотрены детально в отдельной работе. 

Наконец, с изучаемыми здесь уравнениями тесно св.язаНЪI несколько 

уравнений, которые пслучаются из рассматриваемых здесь уравнений при 
замене :J на х. , либо nри nоиоке не завис.ящих от Jl решений этих 
уравнений. Во втором случае про6Jiема решается просто. Нужно пОJiожить 

К = о во всех формулах этой статьи, начиная с определения: опера'l'О

ра 1.._ - v; [ вида (I) и ус.повий (I.6). Наоборот, в первом случае 
приходв:тсЯ rюдифицировать весь аnгоритм нахсцдения решений, начиная: 
о cиcтelllll уравнений (I.I), (!.2). Суть втих изыенений моает бнть изв
лечена из ~ехста настоящей статьи и поэтому подробнее на этом оста

навливаться не будем. 
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IЗ. Гельфанд И.М., Левитан Б . М . Изв . АН , сер. матем . , I95I , т . I5, 
J 4, с. 309-360. 

I4. Кд.цо!1Щев Б.Б., Петвиашвили В.И . дАН СССР, I970, т. !92, J~ 4, 
с. 753-756. 

Рукопись постуnла в издательский отдел 

27 декабря !985 года . 

:i4 

НЕТ ЛИ ПРОБЕЛОВ В ВАШЕЙ БИБЛИОТЕКЕ? 

Вы можете nолучить no nочте nеречисленнЫе ниже кни ги, 

если они не были за казаны ранее . 

Д17-81 -758-

P18-8Z-1 17 

ДZ-8 Z - 568 

д9-8Z- 66 4 

д3,4 - 8Z-704 

Д11 -83 - 511 

д7-83- 644 

ДZ,13 -8 3- 689 

д13-84-63 

ДZ- 84-366 

Д1,Z- 84 - 599 

д17-84~ 85о 

Д10,11-84-818 

ДЧ-85-851 

Труды !! · МеждУнародного симnозиума по избранным 
nроблемам статистической механики . Дубна , 19~1. 

Труды IV совещани~ по исnользованию новых ядерно

физических методов для реwенн~ научно-технических 

н народнохозяйственных задач . Дубна, 1981 . 

Труды совещания по исследования~ в области 

релятивистской ядерной физики. Дубна, 19BZ. 

Труды совещания по коллективным методам 

ускорения . Дубна , 198Z. 

Труды IV 1\еждуна родной школы по нейтронной 
физике. Дубна , 198Z . 

Труды совещани" по системам и методам 
аналитических вwчислений на ЭВН и их примененио 

в теоретической фнзнке. Дубна , 19BZ. 

Труды Междуна родной wколы-сени~ара по физике 

тяжелwх ионов. Алушта , 1983. 

Труды рабочего соаещани" по проблемам излучени" 

н детектирования гравитационнwх волн . -Дубна, 1983 . 

Труды Xl Международного симnозиума no 
ядерной электронике . Братислава, 

Чехослова кня , 1983. 

Труды 7 Международного совещания по nраблемам 
квантовой теории nоля. Алушта, 198~ . 

Труды Vll Международного семинара по nроблемам 
физики высоких анергий· . Дубна, 1984. 

Трудw W Международного симnозиума по избранным 
nроблемам статистической механики. Дубна,198~. 
/2 тома/ · 

Труды V Международного совещания no nро
блекам математического моделироааниR, nро

граммированио н математическим методам реwе

ння физических задач. Дубна, 1983 

Труды IX ВсесоDзного совещания по ускорителям 
заряженных частиц. Дубна, 1984 /2 тона/ 

Труды Междуна родной wколы no структуре 
ядра, Алушта, 1985. 

5 р . 40 к. 

3 р . 80 к. 

1 р . 75 к. 

3 р. 30 к. 

5 р. 00 tc:. 

2 р. 50 к. 

6 р. 55 к . 

2 р . 00 к . 

~ р. 50 к. 

4 р . 30 к. 

5 р. 50 к. 

7 р. 75 к. 

3 р. so к. 

13 p.SO к. 

3 р. 75 к. 

Заказы на уnомянутые книги могут быть . наnравлены по адресу: 
101000 ~!осква. Главnочтамт, n/я 79 

Издательский отдел Объединенного института ядерных иссп~довани~ 
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Принимаетtя подписка на препринты и сообщения ОбDединенного института 

ядерных исследований. 

Установлена следующая стоимость подписки на 12 месяцев на издания ОИЯИ 
включая пересылку, по отдельным темат~ческим категориям : 

ИНДЕКС ТЕМАТИКА Цена подписки 

1 . Эксnериментальная физика высоких энергий 

2. Теоретическая физика высоких энергий 

3. Экспериментальная нейтронная физика 

4. Теоретическая физика низких энергий 

5. Ма тематика 

6. Ядерная спектроскопия и радиохимия 

7. Физика тяжелых ионов 

8. Криоrеника 

9. Ускорители 

10. Автоматиза ция обработки экспериментальных 

данных 

11. Вычислительная математика и техника 

12. Химия 

13. Техника физического эксnеримента 

14. Исследования твердых тел и жидкостей 
ядерными методами 

15. Экспериментальная физика ядерных реакций 
при низких энергиях 

16 . Дозиметрия и физика защиты 

17 . Теория конденси рованного состояния 

18. Исnользование результато в и методов 

фундаментальных физических исследований 
в смежных облас тях науки и техники 

19. Биофизика 

на год 

1 о р. 80 коп . 

17 р . 80 коп. 

4 р. 80 коп. 

8 р. 80 коп. 

4 р. 80 коп. 

4 р. 80 коп. 

2 р. 85 коп. 

~ р. 85 коп. 

7 р. 80 ко п . 

7 р. 80 коп. 

---
6 р. 80 коп . 
--
р. 70 коп. 

- -
8 р . 80 коп . 
--

1 р. 70 коn. 

--
р . 50 коп. 

--
р. 90 коп. 

--
6 р . 80 коn. 

--
2 р. 35 коп. 

--
1 р . 20 коп. 

Подnиска мон1ет быть офор~лена с л10бого месяца текущего года. 

По всем вопросам оформления подписки следуе т обращатьс я в изд а т ель с кий 
отдел ОИЯИ по адресу: 101000 Москва , Главлочт ампт, п/я 79 . 

Мельников В.К . PZ-85-958 
Об уравнениях, интегрируемых методом обратной задачи 

рассеяния 

УкаЗан алгоритм для получения точных решений нескольких 
нелинейных эволюционных уравнений, описывающих взаимодей

ствие волн на плоскости х, у. Алгоритм основан на идеях, 

порождаемь~ методом обратной задачи рассеяния , и применим 

к решению ряда задач математической физики. 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической физики 

оияи . 

Препринт Объединенного института 11дерных исследований. Дубна 1985 

Перевод автора 

Mel'nikov V.K. PZ-85-958 
On Equations IntegraЬle Ьу the Inverse Scattering 
Method 

The algorithm is found for deriving exact solutions 
for some nonlinear evolution equations describing the wave 
interaction on the х, у plane. The algorithm i s based on 
the ideas generated Ъу the inverse scattering method. It is 
applicaЬle to the solution of some proЬlems of mathematical 
physics. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Theoretical Physics, JINR. 

Preprint of the Joint Institute for Nuclear Research. Dubna 1985 


