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Введение 

В работе [I] рассматривался пример нерелятивистской бесспиновой 
квантовой механики , в которой каждому квантовому состоянию 1jf(iJ со

ответствует нормированное неотрицательное координатно-импульсное рас

пределение PJV (?·?· f:) • Свойства распределения Fr в такой теории 
позвОJIЯЮт интерпретировать величину f:'/' ('f.p;e) dqJp как вероятность 
попадания системы , находящейся в состоянии ~(t J , в область фазового 
пространства [ q,p; qн/9 , p•dpJ . 

Построение обсуждавшейся в LI] теории основывалось на введении 
специфИЧеского правила соответствия [ 2 ] (правила построения квантовых 
оnераторов A(tJ по известнш" клас.сиче ским фующиям Arq,p.iJ ) , nред
став.ляпцего собой линейное отобр~ение А (.!)" 01':1'иJ (А {Ц), t)), пара
метрически зависящее от набора вспомогательных ( "субквантовю:") функ

ЦРIЙ l:Jкfj,O ( ~ € R! - вспомогательное пространство, изомоJХI>ное 
пространству конфигураций Rq ) . , 

В работе [Ij было показано, что исследуемая теория включает в се-
бя (при надлежащих выборах фующий { <:fк 3 ) как классическую статис-
тическую теорию, так и основную часть общепринятой квантовой механи

ки, а решение задач в рамках ее формализма мо.ает приводить к разумНЬIМ 

(качественным в силу недоопределенности 1 ~иJ ) результатам. 
· Поэтому вполне понятен интерес к обобщению изложенной в [I] про

цедуры квантования на случай систем со спином, релятивистских систем , 

теории поля и т. п. Такое обобщение может быть проведело с nомощью 

предложенной в [3] переформулировки правила соответствия (2], приво
дящего к тео_!>ИИ с соответствием 1/J - F"yr ~ О , на основе линейного 
оператора f:' ( q,p, i) , определяпцего координатно-импульсное распреде
лекие как F., = (1/JJFyf) и по этой причине называемого {3,4] опера
тором вераятиости хоорщииат и импульсов. 

ОТделъИЬiе вопросы, связанные с квантованием на основе оператора 

вероятности координат и импульсов, обсуждались в работах (3-6]. 
В настоящей статье рассматриваются общие свойства оператора веро

ятности и возмаквне методы его построения, связаНИЬiе с особенностями 

исходНой кжассической теориж и алгебры, ВЬiбранной для проведекия про

цедуры квантования . 
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ний j 'r-=- (t(!XyrJ/(rtyr) , для которых автсt.iатически вшrолняется 
соотношение (56) ( подробнее см., например, l4,5]). 

2. Оператор вероятности координат и имnульсов 

Требования I и I I к процедуре квантования, сформулированные в прс- ' 
дыдущем параграфе в виде соотношений (4) и (5), позволяют доказать 
следуnцее 

У'l·верждение. Любая процедура квантования, испоJiьзуnцая линейное 
отображение A{i) ""' О(А ('f.p,t>) и приводящая к Q -теории с соот-
ветствием '1jt -- F'f ~ О , содержит в се~ линеЙНЫЙ, параметрически 
зависящий от '1 , р и i, оператор ~ ( q.p;i) е d1 , обладащий 
свойством нормировки и неотрицательности 

S F-rff,p_-nJrJp = 1 . ( 1jJ 1 F(f!.f;O 1/J) ~ о J ( 6а) 

для любых q,p Е: Rrt>• i и o/J G" cl. , и определяnций всю совокупность 
операторов физических величин согласно правилу соответствия 

Ar-c) = O;/At9.p.-t)J = S Arq.pJJ i-rr.p.i)drJp Е: -Р . ( б6) 

А 

Достаточность существования оператора f7 вытекает из следующих 
расс~ений. При построении квантовых операторов по правилу (б) спра
ведливость соотношений (4) очевидна . ВЫЧИсляя значения (2а) операто
ров (б6) В ПроИЗВОЛЬНЬ!Х СОСТОЯНИЯХ rs J_ 1 прИХОДИМ К (56 ) , Где 

Fyrtq.p,t) = (-,p ! Ft'f.p_r;?jr)/<yr!1f'J . С 7 > .. 
Наконец из свойств (ба) оператора F следуют свойства (5а) коорди-
натно-имnульсного распределения (7). 

Д,ля доказательства необходимости существования оператора F рас
смотрим характеристическую функцию распределения F~ , существующую 
согласно требованию 2: 

,...._ -.l!V s· -ir~r·!Jf) 1 . 
F(и,v; t) = (2л) г., (tf.p,·l) е dCfФ . 

Используя соотношение (56) и отображение (З),перепишем ее в виде: 

F(v,ZJ,i) ~ <~,YNёL("f'/)P>'f = ('f/O(r,?")-2кe-i.fld/''f)J?jr)/ryJ'f) . 

Восстанавливая по ~ исходное распределение, име ем: 

F"-fS.A
1
0 =- ( tjf fjdr~t/IF е <(иу.- l.l"tz)o(f.z?Тг'"'ё(·rи""~"fJ1 f/1) j (~fl) 

что с учетом линейности (4 ) отображения Q( ... ) приводит к со~тно-
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шению (7), где 

F-r1,p;t) = O(~fj-r)Sfp -p;) е Jl. (8) 

Заnисывая теnерь отображение (З) в · виде 

A{t) = O(AftJ,f>;I.J) = o(SArJ,t.iJ'Jr1-9/?;rfp>/.!1) 
и исnользуя линейность (4) 1 nриходим к правилу (66) с оnератором (8). 
Наконец из соотношения ( 7 ) и условий (5а) '1'ре6ования 2 следуют свой
ства (6а) оnератора (8), что и доказывает утве~ение. 

Оmетим, что согласно· соотношению ( 7) значения оператора F , 
понимаемне в смысле квантовых значений ( 2а) , nри .любых 1./J Е: "/_ сов
падают на всем nространстве A?rr со значениями nлотности вероят
НОJТИ координат и импульсов Fy , т.е. с точки зрения Q -теории 

~ есть оператор вероятности. При этом из ( 8) следует, что в силу 

отображения (б) сам оператор вероятности f соответствует мвсси-
ческой ~- функции фазового пространства . 

3. Прияпиnv статистического, динамического и 
канонического соответствия 

Согласна утвер8Дению предыдущего параграфа , линейная процедура 

квантоваиия, приводящая к 6l -теории с соответствием 7jJ ~ ;:., ~ о , 
при задаввнх пространстве cl и алгебре :::JI- в ci. однозначно 
опредеJIЯетая: оператором вероя'f.ности коордииат и J!МП1ЛЬсов ~(f!•f• -t J 

€ ". ~ , fС'fанав.ливаuцим соотве'fствие ( б6) мщцу объектами А r if,p;O 
и A{t) , изо6ражапцими о.цву и '1!f же фивичесRУJ) ве.личину А в С- и 

~ -теориях (статистическое соответствие). 
Qцваио для установ.иеиия яв.ноrо вида самого оператора F (в за

данной ажгебре) свойств (ба) НОJNИРОВКИ и неотрицатеJХЪНОС'l'И недоста

точно. По8таму возИИRает вцдача о доопределении оператора вероятнос

ти на основе некоторых тре6овеJDIЙ, пред'ЬliВJ!Яемю: к oтo6paжeВJIJI (66) 
В ДОПОJПI8ИИе К уСJIОВИЯМ (ба), 

Для В'fОГО, следуя pa6o'f8 [5 ), рас~отрим изменение зн.ачевий 
физичесuх ВеJDIЧИН А со временем. В С -теории, :в CJUJY сооткОIIе
пl (I), 

· d-t <А> х = ( d6 A r9.p,i> + J Hrq,p,l:), Ar9.p.i) J) \ щ.р> ... .х ; (9) 

це ~ •) • J - массичесмJI окобм Пуассона. В Q -теорn:, в cuy 
COOTK088Jid (2), 

dt-<A>~ ... (1/f / (Эt:AIO+; [н(~:J)AtoJ-)1/1)/(t/fiiJI), сто> 
где t • , • J_ - :IOIIIIy'fa'fOp, СраВЮIВаЯ С -COO'fHOIIeJDIJI (la ) И (9) С 
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соответствующими ~ -с~отношениями (2а) и (1 0), вполне логично пот
ребовать, чтобы отображение (3) распространялось и на объекты, опре
деляnцие, согласно общим правилам вычисления значений ( 1а) и ( 2а) , из
менения значений физических величин со временем, т.е. 

ot.4rп + ~ [ н t-t), Alt)J _ -

= 0 ( 'dz,A(r.p,-t) + ~ Н('Ц/), A(q,p;tJ]) . ( II ) 

r.овокупность равенств (П) отражает [5, ? ] пршщип динамического 
соответствия в процедуре квантования(в отличие от статистического со

ответствия, отражаемого равенствами (6)}. 
При построении Q -теории с соответствием -ф _, fi:"yт ~ О воз

можность записи линейного отображения (3) в вще правила (6б) с опе

ратором вероятности F приводит равенства ( П) к сово.купности ус
ловий, предъявляемых к оператору вероятности. Эти условия удобно за

писать в вще 

-S Afq.f. -tJ · 'dtlrr,t·iJ)r~ + 0.2 (lflr<t.p,i>, Atf!,?i>1) = 

= ; [O;(H(q,p,i)), 0;-(Аr,цд)]_ (12а) 
для всех А<= Hv{Aj.,~f' , где 0;(···) озн;ачает отображение (6). 

Сразу же отметим, что условия (12а) требуют определеliНого согла

сования изменений гамильтониана системы и оператора вероятности во 

времени. Так из (66) и (12а) при А =Н следУет: 

S H(q.p,-t)''deFr9,pдJr.ip =о~ qH(tJ """ S()eщ9,p,-t> .f:r9.p;tJ~Jf С12б) 
и d-cH(-t) = О , если dt Н('?,р,Т.) z О • 

Отметим еще, что,еоли 

.5 Ar9.f,iJ ·~ lc'~·?·n)9.lp =о> А Е { AJe"f ~ (13а) 

то условия (12а) означают соответствие ме1ЩУ С - и Q -с:кобками 
Пуассона для Н и любой А s t Ale~f • Такое соответствие можно по
rштаться обосЦить (при выполнеюшх условиях (13а)), потребовав еще и 

выполнения равенств 

О; ( 1 Ar9,p.o, вr9.рд1) = -f [о;rмц,t>), qrв(tr.p,iJ)]_ (13б) 
для JIJJ6oй пары А , 8 е i А J e>f • 

Совоцупность равенств (13 ) отражает принцип канонического соот
ветствия,широко используемый в современных nроцедурах кван'l'Ования 

(каноническое кваятование). Сл~ет подчеркнуть, что nринцип канони-
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ческого соответствия может быть, по-в>~ому , соблюден лишь при инва

риантных относительно трансляций времени исходных С -теориях и не

коммутативнuх алгебрах ~ • 

4. ПроцедУра квантования с оператором вероятности 

Используя результаты предццущих параграфов1 можно сформулировать 
процедУРу перехода от С -теории к ~ -теории с соответствием 

1/F - FYF ~ О следУПЦИМ образом . 
Пусть а) известны функции Hrrr.p,t) и .[ A(q,p,iJ~<!.I<f , изображапцие 

в С -теории гамильтониан fi и множество физических величин 

{А Je"f , значения каждой из которых доступны эксперимен
тальному измеревиn, · и пусть б) задано некоторое комплексное векторное 

пространство af и алгебра ~ линейных в нем операторов. 
Тогда операторы H{t) и i А (t> 3e..-f в Q -теории с пространством 

состояний cl определятся правилом соответствия: 

A{t) = jA(q.p,i) F(q.p;t>Jq!p 6: Jt ) (14) 

где . А(; Hv { A~rь.r , F(q,p."') - неотрицателышй в J:. оператор 
вероятности координат и импульсов, т.е . 

""'+ Л А 

fr9.p,i) · .... ? l,,cq,p,~) ~"(q.p.o , j/q,p;i)€ .J.J, (15) 

n - не :который (собирательный) индекс суммирования. 
Оператор ~ удовлетворяет условию нормировки 

j F-rr.p,iJJrФ = i Е dl- (16) 

и системе иитегралъвых уравнений 

-j Ar'f,f,~J --;;-~: frr,p,-tJJr+ + S 1 нrr.f,i>> Ar9f .-tJ] Ff'!,p;I.JJ,/p = 

= i ~H(q,p,tJA(f(:f/,0 [F{q,p,i), F(q;p;lJ1dr1>'J,1 (17) 

с А € Hv{Ajцp , внтекащеl из (128) И отражапцей привцип .цииамичес
:коrо COO'I'В8'1'C'l'ВJIЯ, 

С.Ледовательво, .цля: прове.цепя процедУРы хвавтова.в:ия (14) с опера

'l'Ором веромвосп МедТет преJF;Це всего решить систему уравнений (!7) 
отвоси'1'9J1Ьио опера'l'ора F , &ещего стр:ухтуру (!5), удовле'l'Воряю
щеrо ИOIJO!POBRe (16) и coxpaJIJIIIЦero еюtсл ивтегрuов (I4). 

При атом мо~ ре8J01Эо:ваnм 'l'рИ раЗJIИЧИНХ с.Q"Чая: 

I. Звда'Ча ве имеет решевия. Это овва'Чает, что рассsсатриваемая 

С -теория в:е ltБ8B'l'f8'1'M ме'l'О,Цом оператора вероятвосп при вн6рав-
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ннх d. и ~ (аналог теоремы Паули в квантовой теории ПOJL'i) . 
2. Задача имеет единственное решение, т. е. С -теория проквантс

вана и искомая Q -теория построена. 
3. Задача имеет некоторое множество решений. В этом случае можно 

попытаться сузить множество решений либо системой дополнителышх 

уравнений 

S Atq,p;l) Jt fr9,p,-tJJr./p = о, S! Ar9.p;tJ, вr~р,.!> J frrr,p/Jlrf ::: 

= ; SAtq,p,iJ Вfcй:iJ [Ftq,p;t),F(q;p~t)]_dt()p'ol1f (18) 

с А,8 Е> IA3e.wp, следуццих из (13а,6) и отрахапцих пришnm каноничес
кого соответствия, либо расширением множества t' Ale,.t в (I?), и од
новременно в (18), до некоторого множества i А У~ ~ A]eJ<f. 

В заключение отметим, что процедура кван~ования с оператором ве

роятности а)всегда сохраняет множество динамических инвариантов ис

ходной С -теории во множестве динамических инвариантов попучаемой 

Q -теории и 6) существенно зависит от гами.льтониана системы, т. е. 

при заданной aJIГe6pe ;:f/- может оказаться различной для двух физи
ческих систем, описываеМЪDС в одной и той же С -теории. 

5. Оператор вероятности на КОММУтативных алгебрах 

Если задача (14)-(1?) имеет некоторое решение Ff9-p,iJ в комму-
тативной алгебре .:f1 , то оно не может удовлетворять системе урав-

нений ( 18) • На самом деле, при А = '1 · и В ~ ?,;· второе соотношение 
t .. d .. t ~ ... 

ИЗ (I8) Б сиnу КОМ/'!УТаТИБНОСТИ F(q,p,-t)J F(9~;>;tJ]_ :;- iFf9,pЛ,A/iJ]_ :: 0 
противоречит условm нормировки ( 16). Следовательно, при квантовании 
с оператором вероятности принцип канонического соответствия песовмес

тим с комм~ативной алгеброй. 

Расширяя множество ~ Afq,p,-·n3e;tp до множества аналитических на 
Rqp функций, из ( 1?) nосле интегрироВАНИЯ по частям с учетом nроиз

вольности A(r,p,i-) и коммутативнести алгебры nолучим уравнение 

" ...., r "' · J - (I9a) o-tF(~piJ + iH&f,p,i>, Frr,p,iJ =О. 

Вводя теnерь в рассмотрение распределение 

~fq,p, i) -=(ф(tJ /F(q,p:cJфИ) /t'ljJftJizj!Ш)) (196) 

из определеиия ( 2а), констру.кции ( 15) и нормировки ( I6) 11меем 

~A>yte-> == SArq,p,iJ~,(f,p,iJc/rop ~ JYf9-p/) ~О, Jf;fr,1;tJf?=1. (20а) 
Нэконец,диqфереЕЩируя расnределение (196) по времени с учетом комму-
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тативнести операторов в (26) и (19а), nо.лучим уравнение Лиувнлля: 

dt f:"tf fcJ,j:J,!J + f Hfq.p,tJ, F.,rrг?• ~.J} = О. (206) 

Соотношения (20) показнвают, что квантование С -теории на осно

ве оператора вероятности в коммутативной алгебре приводит к G2 -тео
рии, совпадающей с классической статистической теорией. 

6. Оnератор вероятности координат и импульсов 
на алгебре 6оsе-операторов 

Рассмотрим квантование С -теории с 21V кла{}сическими образую

щими (o .• f.) на алгебре df13 (N) базе-операторов, взаимно-соnряженные об-
"' i + разуnцие { ~- , oi ) которой удовлетворяют соотношениям 

toi,O.iJ_ == ~-et, lй~· ,Ое]_-=- О, j.l- f,AI. (21а) 
Перей,цем к самосоnряиенным образупцим 6озе-алге6рн Х. = (а.-(/: )/;Ji 

и У· =(О·+а~)/vZ.Тогда . 1 4 
d 

!1 d d " 
Lx;;·,YeJ_=-i~·t1, tx<i,xt1_=l~,Yt]_""o. (216) 

Перестановочные соотношения (2!) позволяют записать оператор ~ 
и оnераторы ! n из (15) в упорядоченной форме, например: 

л s ч,х .. ,v) . 
Fr'l'i'' i) = f:'tq,p,'J,p, -tJ.e t!tJ, & .JtвrнJ, {22а) 

л \ -i..((K+;Y) 1 1 
J"(q,p.-t) = ...) ~,.(q,p,J,p,tJ·Q. dt11f Е jl8 [,.y)> (226) 

~.: R"", fE R-v, }Х и t У - ска.иярНЬiе nроизведения. Подставляя 

внражения (22) в (15) и исnользуя тождество Вейля, (#)<р (А +8) = 
= fYxp(-[A,I!>]/2 ). exf(A) · ey.f(8) при (A,tA,Bl_l_ = tв,rA,ВJ_] _ = О , 
nосле несложных иреобразований получим 

it~ 1 ') 
~ S .- r ;Jv-f-и ,j l="rrт.p,j,;J,i) = L ~/q.p,!~?~-1:) :з"(<f,p,J·t~?+t:i)e 1~z<(23) 
n 

При этом из условия нормировки ( I6) следует: 

S Ff9,p.J,1. -t:J dчJp = Sr!J Srf). (24) 

НеотрiЩательность оnератора ftq,p,-i) исследовалась [3, 4] в кон
кретном представлении алгебры tilв(N) и связанного с ней пространства 

J._ : ~ "'l,j·. ~· =- i о~. , "lj;(r) с; ci. , l: = (&,, ... , r;,., ~Е R"". При этом 
было покаэано, что JliJ6o~ неотрица'l'ельный оператор f:"fq.pi ) может быть 
задан набором фующий J.ц,. ( fi·P·! , -с) , 1 Е R"". Переход ме:цу nредстав-
лениямиработ [3,4] и представленнем (22а) дает·: 
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< L t · -к--}! ( • - fl 
F"(цц.JJ,r) =Рк) е i! ~ .j.fиtq,f>'f~t) fкrr,p. }~J~r!) {2 ~~. (25) 

Сравнивая ( 2З) и ( 25 ), можно по:каэатъ следупцую взаимосвязь: 

dпf'I·P·},f, i) =f2л)~-j~'l5 U,.,.(q,fЧ;-tJ J':(q,;Ч-!~~) <2 in~~, n=mJ(, (26) 

где функции Vm и J"к подчинены условиям нор.mровки: 

~ ~\V,,J<цн,i)l 2d.! = i, 2;Sf~r<f,p.J.-Of:(q,p,("JJ;f=Sft-:{J.<27 ) 
Появление нормированного набора квадратично-интегрируемых функци~ 
L/_, не влияющих на результаты квантования, обусловлено неодноэнач-,.. л ~, 

ностъю iJ?ормы ( 15) : переход от набора :f ь- df к новому набору .r -= 
л А ~ ~ ~n 

= V:j:" , где V - любой унитарны~ оператор алгебры dt- , не меняет 
оператор вероятности (15). 

Для проведения конкретного квантования с F(<?.p,.!:) €<flвf,v) следует 
подставить оператор вероятности (22а) в динамические (17) и :канони
Чf!ские (18) уравнения. Это nриведет к системе интегральных уравне~. 
которые необходимо удовлетворить выбором фунiЩИЙ .J<I(Iq,f,!, r!) • 

Наиболъши:й интерес (с точки зрения о(Щеnринятой квантовой механи
ки) nредставляет такое квантование с оnератором вероятности, когда 
мщцу nарами массических nеременннх (~·,fJ· ) и nарами обраэупцих 6о
эе-алге6ры ( Х"· , ~·) существует взаимно-однозначное соответствие 

О . ~ У· D . ~ Х· .J'= 1 N' (28) 7' d ) 1 d d ' (/ J ~ 
в том смьtсле, что оnератор А зависит от оператора Х4• (от оnера
тора ~· ) тогда и только тогда, если .\UIВссическая фующия Afq,p,iJ 
зависит от комnоненты имnульса ~· (координаты ~· ) • Замена х ~ У 
в (28) несущественна, так как свQДится к замене }~f в ядре (22а). 

Подставляя оnератор (22а) в nравило (14) и требуя, чтобы оnерато
ры фунiЩИЙ, не зависящих от f.t · (от ~· ) , не зависеJIИ от оnератора 
~· (от оnератора Yj ) , nолучим цеnочву соотношений: 

jF.IfJ·"" Srt
4
. ), SJ--J~.f'дr~· ), ~FJ~·1't"' Sft~J~~·J, , .. 

и так далее до нор.mровки (24) • O'!'c~~~ta с необходимостью СJiедует: 
N' 

F(r.fJ,Jt,f,'t!) = Vf;.t,-6) ~ i-1 ~ ( ~~· + .kв~) J > (29) 
/ daf t Jd 

где r.Jd. и j> J - действительные постоЯRННе соответствупцей размернос
ти. ПQДставляя ядро (29) в интеграл (22а) и да.лее в .канонические 
уравнения ( 18) nри А = 94• , 13 = ft 11 используя воJNИровку ( 16) , nо
лучим: .J(i/'.' -~ •{:-t,IV'; <?.,·"'~·~· +~~tu]. fJ'"'}iY.J•fd"lV'] (под-
робнее см.iбJ). Последние соотношения nозвОЛЯЮ'l' перейти к новым само-
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соnряженным обраэупцим 6оэе-алге6ры Гi·, ~· ) , имепцим физический 
смысл оnераторов координат и импульсов и удовлетворяющим системе тож

дественных соотношений: 

[ 
.... л <'"' 

qd. • Pt J- = i~ ~·,1 • L 
А А t ,... А 

. 'l.i 'q, J -= J.. ~· . р, J- = о' J.l = 1,1о/. ( 30а) 

Подставляя теnерь (29) в (22а)1 nосле замены nеременных имеем: 

F(9,p,i) =(2пAYN~U(j,p,i:) е.~ t\(p-p)+?{q-q>]J~J; . Е Jl.
8

(N), (306) 

где к" ИЭОМОрРНО Rrr . Наконец заnись неотрmщтельного оnератора 
(306) в форме (22а) с ядром типа (25) окончательно дает: 

u(J,,_z!) ~ (2-dtrt ~ S<f:~:t)<:f./~·~~t)e -fJ~,) · ~~~~.rt,.t)J:/~ = 1. <зав> 
Таким образом, квантование С-теории на основе оnератора вероят

ности координат и имnульсов в алгебре 6оsе-оnераторов nри взаимно-од

нозначном соответствии (28) м~ классическими и квантовыми образую
щими приводит к исследовавшейся в [1] Q. -теории. Однако теперь на
бор "субквантовых" фунiЩИЙ f <;fк ~ связан с функциями 1 Af9,pi JJ 'lit{' и 
Н { ?•А ~) исходной С -теории системой интегральных уравнений, nо-

лучаемых после подсталовки оnератора (30) в условия динамического (17) 
и канонического (18) соответствия. 

7. Оператор вероятности собственного момента 

на алгебре Ферми-операторов 

Рассмотрим nример ква.ытования С -тео,РИИ точечной частицы масон 

т и заряда Q в магнитном nоле ik,."" ( ~~ 7JG., -;)(,)трехмерного nрост
ранства ~» = (~,, 2'~, :!'.&} • Соответствупцая Q -теория с 7.);...., ~ .;:;. О 
оnределяется оnератором вероятности F(q,p,t) ~ d18 f:!S) • 

Цустъ рассматриваемая частица о6ладает еще и собственными механи-

ческим g =- ( .s,, Sг , s ~) и магнитным .Л:Г =- !}€ S /.?м с моментами, где 
2J -гиромагнитное отношение, nричем 1 S 1 = s;; =:Со"~ f. . Тогда к .\UIВсси

ческим образупцим ('i"; f) добавятся еще две, наnример s, и so? (так 
как .s: + S. ~ -+ .S. ~ .,.. g г ) • Соответственно к обраэуnцим {i', f) 
алгебры: J/8 (зJ OJie,Dyeт така:е добавить две обраэуоцие. 

Поnытаемоя nровести квантование с оnератором вероятности,считая, 

что оnераторы: моментов и их фун!ЩИ:А nринадлежат алгебре d1F(1) ферми
оnераторов с взаимно-соnряженными Ь и J:/ (либо с самосоnряженны
ми ~ == i ( ь-+- ь) и б; 2. (1:> ..... h) ) обраэупцими. т. е.: 

tь,ь .. J.+=1, !:.t.,ьJ .. ~ o. лиоо Lь~.<5L1..,=2~"(;, "'/=1,2.(31) 

Для nростотн изложения ограничимся стационарным квантованием ~ 
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~ ~ А 

Ос F -: О , и будем рассматривать не nолны:й оператор F Е Jr5ts)•J//1), 
а его интеграл 

F{s,,s~) = Sf(t:f. s"s~ )oli'Jf t= d/-F(1)) (32) 

оnредеЛЯПIJПi1 А для фун!ЩИЙ · А(s,,s~),согласно nрави.лу: 

А = OF-(A(s, ,s.?)) = SA(s,,S~)F(s,,s~)ds,.l.s< € dJ.F(O, (33) 

где интегрирование ведется в круге радиуса 5 (та .к .как s,~ .. s; ~ S г ) • 
Для nостроения оnератора вероятности собственного момента (32) 

запишем условия неотрицательности и нормировки 

.... . " r+ .. S .... ' ' ... ;::-(s,,s~) = --F ~" (s,,S2)-5,.,(s"s~) 1 F{s"S<)dS
1
dS

2 
= 1, (34) 

-а также условие динамического соответствия для момента S и члена 
в гамильтониане fl , зависящего от собственного момента: 

oF! ( i sJ ,eмlf!)J) = -f to;(~), о,: ссж~J)] _ . 
Подставляя сюща яв~ в1щ момента ~ , классической скобки Пуассо
на и отображение О;( .. ,) в форме ( 33), по.лучим систему уравнений: 

S ts-~J F{.s,.s~)ds)s.~ == ; ~:S(jjs~J[f{s"s .. ), F6;,s:J]_.lsЛ.Isf'(p5> 
Перестановочнuе соотношения (3!) алгебры ~F(1) позволяют запи

сать оператор вероятности в упорядоченной форме, например: 
.... .... ' ~ 

F= F;, 1 +F;O,+ F;o; +z~G';б; J I}=F.I' == ~(5,,5,.). (36а) 
При этом из условий неотрицательности и нор.rировки (34) имеем: 

!=;-+F3 ~о~ ;:;~~ l~f;~~г. Sfi)s)s<l::f) 5FJJs.,Js.!::o, (36б) 
d. - -t, 3 • Вводя обозначения 

?:fo~o ==Ss. ... F;,)5,Js., tf,.= Ss.J'f.Js,Js.~} J:f.,. 1;3 (~6в) 
и подставляя оператор (36а) в лавнения (35), с уче'!'ом произвольнос
'l'И напряженности магнитного поля ~ nолучим систему лавнений: 

'?f.Jo -О) - "li<f(f = 2(tJ.,J,. 'i}f- 'fo~Jfp.), (Збг) 
где (JJ'(),y.>-J) = (!23), (23!), (3!2). 

Потребуем теnерь, кап и в предJЩJЦем параграфе, взаимно-однознач
ного соответствия м~ классическими и КВВВ'l'ОВНМИ образующими, наn
ример,в вцде: 

51 ~ 6-; ) 52~ е;: 
{37) 

Замева в;~ о;, в пра:вwх частях соо'l'Ветствиl (37) вес:J~Цес'l'Веииа, 
так как сводится к переобозначению F;~ Fz •. ~=-F;. в {Эб). 

12 

Простейшие следствия соответствия (37)' Y~z = Ч'·~ = ч~, = 'fz." =о' 
позволяют разрешить систему уравнений (З6г). Это дает: 

:f<Yo = ~31 = ':f:sг ""' О J lj'" = <J~..? =- ~эr.s = J (38) 
~ 

Используя ( 38) nри установлении оператора S по прави.лу ( 33) с опе-

ратором вероятности, оnределяемым соотношениями (36), получим: 
., - .1.. ... _J;.. "==-·К s, - г е-: . .sz - г б; , s.J l. 2 о.~ . (39) 

Соотношения (39) позволяют nерейти к новым самосоnряженным обра
зуnцим алге_рры f/F (f) , имеnцим физичес~й с:.шсл .... оl!ераторов компонент 
момента ( 5,, s.~ и связанным с ними .$

3
=- fЭj 5, Sг /1; ) и удовлет

ворлющшл системе тождественных соотношений: 

Л!) s: -t;г " 
т1) (40а) lsd.,sJJ_= itsd, 

где (el!if) = ( !23), ( 23!), ( 3!2). 
Таким образом, квантование С -теории частицы с собственным мо

ментом на основе оператора вероятности в алгебре dJF(t J ферми-{)nерато
ров при взаимно-однозначном соответствии между классическими и кванто

выми образуnцими приводит к Q -теории часТИЦЬI со сnином I/2. 
Для соответствующей (40а) записи оnератора вероятности удобно пе

рейти к nолярным координатам (S,=fCnj, S.;?"'Jg,-"f, J"Co,«5], tj~<::lD,?•)): 
А А 4 " "' 

F = t f:JJ).,. S.f;{_f)C1:r>~.,. s~~~)~'"f+S.~~r). (4Об) 
Свойства фующий '}fJ определяются из условий (34) и (35). 
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Курышкин В . В . , Сидорков Н. В . , Энтральго Э.Э. P2-8S-943 
Квантово-механический оператор вероятнос ти координат и импуль сов 

Рассматривается процедура квантования с линейным отображением А = 
= О ( А ( ц . р. t )) функций классичёских координат, импульсов и времени на опе 

ра-т оры алгебры (1 линейных оnе ра торов в комплексном векторном пространстве 

f , основанная на использовании оператора вероятности координат и импульсов 
... ... - " ,.. 
F ( q . р .t) t;; (J : А = (А ( q. р. t ) F ( q. р. t) dq dp , ( F ( q . р. t) dq dp = 1 

( оЬ 1 F ( q • р. t) оЬ ) > О для любых Q , Р , t и оЬ r;; f . 
Показано, чтО nроцедура квантования с оnератором вероятносtи может быть 

доnолнена соответствием между классическими и К вантовыми скобками Пуа ссона 
nри опреДеленных ограничениях на множество классических функций. Дан метод 
nостроения оnератора вероятности на алгебрах базе-операторов и его обобще 

ние на случай алгебр ферми-операторов . 

Работа выполнена в Лаборатории теоретич еской физики ОИЯИ . 
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KuryshRin V. V., S idoгkov N.V. , Entral go Е .Е. 
Quantum- Mechanical Coordinate-Momentum Probabil ity Cperator 

Р2-85-943 

The quantization procedure wi th а 1 inear reflec ti on А = О ( А (q,p .t )) of 
classical cooгd i пate-momentum- t i me fun c tion s at operators of an alge bra б 
in а complex vectoг space f based on а CO<Jrdinate-mome ntum probabi 1 ity 

opera t or F(q,p,t.);;(J is cons idered : А = fA( ц. p,t) F(ц .p , t ·)dq dp, 
(F (q ,p,t)dqdp = j , ( o/J / F(q,p,t)o/1 )~ (} tor any q, р, t and оЬ;;f . 

lt is shown tha t t he quantization procedure with а probab i lity ope rator 
сап Ье supplemented Ьу а corresponde nce between classical and quantum 
Poissoп bгackets under certain limitation on the classicaf functio~ multi
tude . А method to construct the probability operator i n Bose algebras and 
its geneгalization for Ferm i algebras are gi ven . 

The inve stigation has been performed at the Labora t ory of Theoretical 
Physics , JINR . 
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