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I. Введение 

Недавние двухnетлевые вычисления ядра эволюции V Сх, ~) ~ 
волновой функции пиона (проведеннне как в светоподобной /!,2 , так и 
в фейнмановс.кой 131 калибровках) позволяют завершить анализ эксклю
зивных процессов, включапцих пионы, в следущем за лидирукщим по

рядке в кхд /4-87. Однопетлевые коэффициентные функции ( с расчета 
которых обычно и начинается анализ последу~ по~ов) для ~а 
та~ процессов, включая формрактор пиона / 9 ,IO/x и процесс t*K-+11° 
/II , были вычислены ранее. СледуJ<ХЦИМ этапом является построение ре
шений уравнения эволюции (:/. 3) для волновой функции пиона ( в.ф.п.) 
на основании вычисленного V(X,':J) /I-3/. Здесь мы проанализируем 
также попытку восстановить решение уравнения эволю;ии только из об

щих принцвпов (наподобие конформной симметрии) /!3 , что может сде-
лать ненужным полное вычисление двухпетлевого вклада ~ ( х, ~) 
в · Vcx, ';J). Однако результат такой ре.констру~~ ка.к он дан iiЗ/, 
отличается от результатов прямых вычис.ле!ШЙ I- 1. Следователь
но, в кхд по~обный подход не работает, хотя, ка.к был~ отмечено вfl3/, 
результат был проверен численным расчетом в ~дели ~щ ! 6 изме
рениях. В действительности все расчеты в ~с'~ могут быть легко 

проведены аналитически /!4/. Это дает возможность проведения по~
граммного анализа происхоJI!Дения различных вкладов в ~ tx,~) в ~(&) 
и в КХД, особенно gцаграмм,ответственных за вклады, нео6ъяснимые из 

общих принципов /!3/. 
Нашей целью здесь является построение формализма для нахожде

ния решений ~. ~ . на двухnетлевом уровне, базирупцемся на диаграммном 

анализе структуры соответствующих ядер эволюции. Ддя развития тех

ники поfобного анализа мы подробно рассматриваем сначала (в разделе 

2) ~(') модель. В разделе 3 мы анализируем структуру двухnетлево
го ядра эволюции в КХД и строим решение ~. ~. для в.ф.п. 

х)Результаты работ 19/и/IО/ не согласуются между собой q~остью. 
Недавно, не зависимым расчеточ было продемоцст.Р.Ировансf 12 , что 
достоверен результат работы 191. В работе /!2/ подробно обсужда
ется такке зависимость результата от схемы факторизации. 



2. ДВУхпетлевое лцоо ЭBOJII)IIИИ в скаnя:рной ~~' модели 

2. I. Поод:варительное обсужцение 

Для того, чтобы развить ди~раммный анализ структуры двухпетле-

вого ядра эвОJIЮции _Jн. э. ) , рассмотрим игрушечную модель, основан-

ную на скаnя:рной J ~ f:Jr. f теории в пространстве-времени 6 измерений. 
В ней N.f типов "кварков" ~i. взаимодействуют через обмен ве-
ществеНIШМ скаnя:рным "глюоном" f . Эта теория: имеет ряд общих 
черт с физически более интересной теорией - КХД в 4 измеренинх, т.е. 
она ренормируема; ее f>...:. функция: 

t о~ 0 ' ~ (8 )=- ( д. 3 -+ ( 3 ) 
о (!{п) 

go = ~ - ~l 

имеет структуру, 6JIИЗ.I\УЮ к Pk~ , и , что наиболее важно, собствен-

нш.m функцинми соответствУJ<ХЦего однопетлевого ядра \)'
0 

()(, ~) 
~он те же пОJIИНомы Гегенбауэра х ( ~- )() с ~(2)1'-i), что и в кхд 

4-? 1. Конечно, ~ '5 не НВJIНетсн калибровоtlной теорией, однако 
благодаря: простоте соответствующих фейнмановских интегралов в этой 

модели проще всего изучать происхохдение каидого конкретного вкла

да. 

"Пионом" в рассматриваемой модели назовем с:вя:занное состояние 

двух ква:fков tt , ~: разных _Jшrов, по аналогии с тем, что в 
кхд J1' -мезон есть состояние d ц ( L:j d) • Для таких состояний 
запрещен переход в чисто глюонные состоннин Сф, +tf>, ... ),и н.э. 
для: пиона имеет простую "несинглетную" структуру. Заметим, что в 

данном случае N~ формально дОJIЖНо быть не меньше 2. Но посколь
ку в наших конкретных расчетах N f фигурирует JIИШЬ как множитель, 
ассоциируемый с кварковыми петJIНМИ, ничто не мешает нам трактовать 

N~ как "свобоДНЫЙ параметр", принимапций произвольныв значения:. 
Поэтому мы будем считать, что либо & ;. О , либо (там, где это 
особо оговорено) l =О 

0 

• 
2.2. Волновая Функция и ее ЭBOJII)IIИЯ 

В, ф.п. q> (Х, ~1 ) можно определить стандартным путем через 
ее моменты (ср./3/) 

1 · " .t .... tt 
QN(r~= f ~(x,~'l)xtld)( = z.~Ph)~~'-olf2.(h~) t IP>, (2.2.I) 

о 
где и - светоподобный вектор [ hz. =О) , обеспечиваrщий В!iделение 

''V u,*.... .... 
симметричной бесследовой части лоК8Jlьного оператора1. Т2. о>~4 ••• 1-Jtl ~ 4 , 

1 р) - однопионное состояние с импульсом р и r -параметр ре
нормировки для: составных операторов. Переменнан Х имеет смысл до-

2 

ли продо.пъного импуJIЬса пиона, приходнщейсн в системе бесконечного 

вмп:у.пьса на кварк *• . 1 2. 
8авиСИIЮСТЬ )ЮМIЩТОВ а..,. ( ~ ) ОТ r описывается: уравнени-

ем ренормrруппы /4,I5/ N 

2. ..4 а < .. 1) == L. 1. et tr'l) . r d~'L н 1 1с.-о Nl<. к , (2.2.2) 
где 1! -матриЩl анома.Jiьных размерностей. 

-~к . 
Уравнение (2.2.2) означает, что матричные мементы операторов; 

соответствупцие обкладкам с разными импульсами (О 1 О 11 1 Р), nри 
перенормировке смешиваются: с мат.f-ичными мементами операторов, :!2с-

~~ ПОJIНЫМИ ПроИЗВОДНЫМИ С -1( 0\( оператороа Qlc = ~:~~ ~~ 
4-? • 15 • Так как число N -1( nOJIНЫX производных ):.. О~ то 
матриФ Z треугольна: ~ •• k. ·=О при \< ~ N. 

~к р • 

Объединнн ~равнеНQ (2.2.I) и (2.2.2),легко nолучить уравнение 
ЭВОJII)ЦИИ для: <р (К' r) : 1 

f41 ~a. q>cx,{"
1

) = { Vcx.~;a) Cf>c:J,f"
1
)dJ, <2.2.3) 

н. э. V ('t, ':J ; 3) с:вя:зано с матрицей Z"' tt соотношением 
( ,.s rJ k 

fV()(,j;,r)xd)( = L. zf'll(t.!)~ . 
о 1(::0 (2.2.4) 

Расчет ядер эволюции V (х, ':1 ; З) в прияте соверwешю ана-
логичен раqчету аномальных размерносте~ ( .9м. Iб, 14/). Diавнан мо
дификаli)Ш состоит в замене фактора Q<11) -д Ос'-~~) в вершине, соответ
ствущей составному оnератору, и к - имnульс интегрирования:. Про

ИJIJlЮстрируем на простых примерах и nоследовательность шагов и полу

чапцуюсн структуру результата. 

2.3. Однопетлевая треугольная: диаграмма 

Рассмотрим диаграмму на рис. I. Соответствующий ей размерно
регуJIНризованный интеграл равен 

2 t Е- JS-lt [( kt1\ 
1 с х, ~> = i J 3 r1 1< х- "PhJ (2.3.1) 

Е- ~71/ . k2. ( К-~Р)2. (К- P)L . 
Импульсный интеграл может быть вычислен стандартным сnособом , на

пример, с использованием фейнмановских параметров fi . В результате 
мы nолучим : ( f 

,...2. Е1 'l I (Jl,~ ) l = ~ ) { d~2. d~~} i (x - (Jf2.+P~)) 
1 d1rt Е. t ..,o 1 

1 t о (2.3.2) 

где .ls = &; )s 
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и 

( J~2.J~:!>1 = J~'l Jp3 е ( р2.~~:!.$; 1) _ (2.3.3) 

Из интегрального предста:аления (2.3.2) немедл:енно подучаем соответст
ВУIОО!ИЙ вмад в V ( )(, ':1 ; а)~ 

V4 ех.~) = J.s Vo<x.~)= .L.s {~вех<~)+ ~ вс:v<:У)} <2.3.4) 
J 

где Х = -1- )l , ~ = -1- ~ _ 

2.4. Решение одНопетлевого Уравнениц эволюции 

Т2.ак .как однопетлевое ядро ~ факторизуетс.я: -\/1 ( Х, !/ ; j) = · 
.L5 ()·1 ) ( ~0 (Х,~)- ~ 3c~->t')) ( Ь~-Х) -член возника-

ет из диаграммы ь ~илrение А), то у .э~ в этом мучае решается 
разделением переменннх -l--7 r(4)/ 

( /t-i'-))- .h 10 ~2-
р t х, ".'l = :L о." .ен~ х х c'h c.r-x), 

/1=0 
(2.4.I) 

(4) 

где У h - коэqфициент перед .L.s в однопетлевой анома11~Rой ра\-
мерности oh- операторов (см •• опр. (2~2-I)): "(~\=-J. v -t O<J..~). 

'- - ~ бn .с-6 h а v 'i С "1. ( х-~ )= - собствешше фун.кции однопетлевого ядра, т. е. 
~ ·n n f 

f ~ (х, 9) fн (.У) riy = J_h ~tr (х)_ 
о ~<2.4.2) 

Из явного вида ядра '\i {Х' 1 ~) следует, что .коt.ijинация '\J ()( 1::J)= 
• q.. о . 

. .;з о • ~
;т v. (Х ~ симметрична относительно замеНЪ! х ~ ~ 

lX,51) = (J,><) • Из свойства симметрии ядра и общего условия 
треугольности z (см. формулу (2.2.4)) следует, что свертка 

0'0 t.x, ~) с поли'1!~rюм Рн<~) степени N также есть полином 
р степени М s& N • СJiедствием указанише свойств является 
м 

то, что фунКЦJШ 1/', lX)/xx из (2.4.2) дОJWШ быть полиномами, взаим-
но ортогоН8.11ЬНЬ1МИ ~ отрезке [ O,I] с весом УХ , т.е. они пропорци
оналъны полиномам Гегенбауэра C~'l_(x-x)/4• 171. А зто значит, что и 
мулът~~о перенормируемые операторы в однопетлевом при6Jmаении 

имеют вид : \ _ 

~*~~~/' cf1 ( "~~) ~ ~ () = 
где 

"' - - ~ ~-'Ъ-0 ' '11+ = .::} + 'Ь. 
(Т) 

Иными словами, матрица аномал:ьншс размерностей ~ N к 

4 

(2. 4.3) 

i .. 
ст> J ( н· ,~\ - - r~ \ -~ = j_ ui (t,!/ ;S)Lt-~ ()(-х)~У Lк (~-~ )dxc(~, (2 •4•4) 
fiK О О 

вычисленная в Гегенбауэровском базисе, диагональна. Известно, что эти 

же опе~торы (2.4.3) JШJIЯЮТСЯ конформнш.m в приближении свободннх по
лей /I • Представляется естественным, что объекты, обладающие прос
тш.m свойствами по отношению к масштабным (конформншil) преобразова

ниям в теории свободных полей, имеют также простые трансформацион

ные свойства и при ренормгруrшовых преобразованиях. Изучению соотно

шения между конформными и ренормгрупповш~ свойствами составных 

операторов в paЗJI~ теориях, включая кхд, посвтцено много ра

бот (см., например/ 21 • 191). Было установлено, что все конформные опе
раторы, составленные из двух кварковых или двух г~;ных полей,муль-

типликативно ренормируеМЬI на однопетлевом уровне 21 . Нашей 
задачей является изучение нарушения мультипликативной ренормируемос-

ти операторов 011 за счет двухпетлевых диаграмм в !fc~) теории. 

2.5. Эффекты ренормировки: общее обсvждение 

Двухпетлевые фейнманавекие диаграммы, определтооtИе 

содержат расходящиеся подграфы, что требует аi<Rуратного 

процедуры ренормировок. 

'[(х,~;а). 
2. 

проведения 

Эффекты ренормировок нарушают конформную симметрию . В частности, 

поля получают аномальные размерности r ~ (3) • r tp (~) • зависящие 
О_! константы связи j r . Константа связ\1 сама становится фуНI<цией 
~ Cf') масштаба ренормировки f'1 • Ситуация, когда 9 не ме-

няете~ ~(~)= 3о ( r С3о) = 0) , в то время, как t~ t~) , У <f> (~) не рав-
ны О ( "нарlшенная") масштабная/ конформная инвариантность, см., нап
Р.ИМjР /IB, 9/) интенсивно изучалась в конце 60-х и начале 70-х годов 
720 • Было ус;ановлено, в частности, что ко;~рмные тензоры (2.4.3) 
в этом случае имеют модифицированную форму 9 1 

б", f • 6~+( с:: •trrJ.,) ( п1/t10+) f. 
(2. 5. I) 

~ Если параллелизм между конформными и ренормализационными свой

ствами составных операторов, устано:аленный на однопетлевом уровне1 ос
тается и на двухпетлевом, то дОЛЖ!Ш существовать вмады, связанные с 

перенормировкой пропагаторов и вертексов, нарушапцие мулътипликатив

ную ренормируемостъ канонических операторов ~n (2.4.3) и/или диа
гональность матрицы аномальных размерностей 1 lTJ , взятой в геген-

z::Nк .'!' 
бауэровсном базисе (2. 4. 4). В дальнейшем то ядро ·и С)(, у), для 

5 



которого zc;:. (не) диагональна, будем, дпя .краткости, та.к-
же называть "(не) диагональ.ным". 

Простейшим цутем недиагоналънне члены liOJШO ВliДеJIИТь, проверив 

отсутствие х..... ~ симметрии дпя соответствупц:их вкпадов в 

~ у V. ( х, '::J ; s) • Но фа.ктич:ес.ки, дпя более точного определения не
диагонаlьных членов, можно использовать равенство (2. 5. I). Действитель
но, ФОJ»<\Ула (2.5.I) означает, УТо новы~ "собствеюше фун.кции" дOJIJt-
ны быть ортогоналыш с весом (Х х) "7 ~(8) и.пи, другими словами, н 
что Х..,. ~ - симметричная комбинация: получится: умно&ением (у У") k'1• 
на '\.) (Х, у; 8) • В этом случае 

-t+lt 
\J(x.~;s)= 'tY~ сх,~)= есх~~п(§). + (х-х,У-"9). (2.5.2) 

Из равенства (2.5.~) следует, что двухпетлевые недиагоналънне члены 
дОJIЖНЫ ~ыть пропорциональны 0( Yf) члену в разложении tJ!f • т.е. 
ядру i) Сх ,ы) , где 

о 

1; (Х у)= d_ \J; (х, У)/ = B(x~jJ§ ~@)+ (х.- Х, ~:g). (
2 5 3

) 
о ' "Б' А::О • • 

Проверим теперь, как наши предположения подтверждаются: .конкрет-

ными расчетами . 

2.QДдухпетлевая nере.крестно-лестничная дцаграмма 

Начнем рассмотрение с диаграNМЫ на рис. 2а, у КО'lорой нет рас

ходящихся: оодграфов - она расходится: только ка.к целое. Можно ожидать, 

что ее вклад не содержит недиагоналышх членов. 

Очень удобный способ вычисления этой диаграммы состоит в том, 

чтобы представить ее в форме, наиболее Олиэкой .к треугольной диаграм

ме на рис. I, тра.ктул вклад перекрестно-лестничного подграфа на рис. 

2 б .1( ' 

! f d l 
V(к,P-~t:,);JP,'SiP) = @71Г· f 1 (f-);JP)2. lf-I<+P)z.(к-02. (2.6.1) 
как ефре.ктивный пропагатор. ИспОJIЪзул фейнмановскую параметризацию_, 

нетрудно получить, что f 
1 

2. f i 2. -i 1)(К, Р-К,.!~Р,~Р) =- t rl~ ofJ dz[{к-t.JP)J" (2.6.2) 
7t о () 

где w = 1 У+ t "9 • Это означает, что вклад диаграммы 2 а дается: 
выражением 

(211.) 

1} ( х' ~ j 3) = 
~ i 

J..r J d J J d i ~ ( х , lA) ; а) . 
о о 

(2.6.3) 

6 

Далее, используя тождество 

(1! Jd~ d(IAJ- 3~-~t_Y) = 1iott.J,~!) + '\Jott.J,~), ~2.6.4) 
след1щее0 из уравнений (2.3.2)-(2.3.4), можно представить" (X,~i ~ 
каR сумму све~ок однопетлевых ядер \) 1 : 

(211.) 4 - ] .... 111- ':;\ 
'\) ()(,Yi8)= {dwtJ" (x,w)[\}4 <t..>,~)+1}.<LJ,'J) = v~~\}4 + v4 ~V" 

. о - ' (2.6.5) 
где , по определению, '\)

1 
( w, ~) = '\) ~ ( w, у) • 

Легко показать, что если ядро А (х,~) диагонально, то свертка 
В = А Ф А также диагональна. Кроме того, если д ( х, ~) = А <Х, !i) 

(как это имеет место в случае '\)~ ()()У) ) , то свертка А ~А 
также диагональна. Все это значит, что '\) {k) диагональна, 
и, как и ожидалось, не нарушает мультипликативную ренормируемость 

операторов 0
11 

(2.4.3). 

2. 7. диаграмr.щ с поопагаторными и вершинными ренормиоовками 

Нашим следующим шагом лвллетсл анализ диаграмм, содержащих рас

ходимости, эффекты которых обсуждались в разделе 2.5. Простейшая 
из них - диаграмма на рис. 3 с собственно-энергетической вставкой 

в гJIDОнную линию. Она также имеет структуру треугольной диаграммы 

с модифицироваюшм глюонным проп~гатором: 

-~ _ -- J.. К С~) {.ft{ 
(К-УР)2. s Ъ [(1<-~Р)!]Н~ (2.7.I) 

& ' где k ( () =- ( ~-+ 3 f)/6 и r -параметр размерной регуллризации 
для кварковой петли. 

В технике ~ - представления такая модификация легко учитывает-

ел. поскольку -4-r r f 
1.. н! = _i.__ J.. f.Y:r ( i. J. k'J.) dd.J, 
(к'J.) r(н~) о (2.7.2) . 

и вычисление регуллризованного Шiтеграла It( проводится стандарт-

но. В результатr 1 ~ 

_ ( ~1 -)t·~ r(н) rс~+(•Ь1 ){clp2. d~31 ~2. ((х- f\~ - ~3) 
IE, - P'I..X)( i(нs-') Г'(Н)) о '(2.7.3) 

где Е - параметр размерной регуллризации для внешней петли. Всюду 

мы используем М1 схему регуллризации 
' с. ,_2.t. 
Jк ..... (?tt'l.) rcн.)d 1< . 
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Поучительна представленная здесь форма интеграла по р -парамет-
рам(2.7.3): .J 

4 f 1+~ 

I~ tx,y) = ~Jd ~,_d~~J Р2. tc_к-~l.Y-~:s) = 4: ь ((~)вех-=-~)+ х- х, ~--~J .. 
7 
•
4
) 

Так, I' (х, ~) пропорциональна \) ( (Х,':I),определенной в (2.5.2), 
и, пос.ле проведения необход~ в.ычитаний, I ~ генерирует 
вклад, пропорциональный \i (X,':J)(2.5.3). Tarc rса.к ком6инатm~r • о ~-· 

:1 Ч tJo· (Х, ~) !!осимr~етриtрш к замене х- ::J , то ядро 1)"0 
недиаrонально ~ \)"

0 
= \t + \J11 'l> • Существование недиагональной час-

ти '\)нъ у 1}
0 

треi:rует поиска улучшенного ба1иса. 
Логариqmческие факторы ik (~ ), .f.n ( ~ \ . ,rчевидно, на-

ходятся в однозначнои соответствии с фактором .t11 (К-УР) в ренорrvm
рованном глJООrшом пронагаторе (2. 7. I). Такие факт~рмируют бегу
щую rюнстанту связи: 

t. 

32.С/>-- ~t(~~)= ,{(ft1){{-.L.rto.fн(lf{/"t.)}, (2.7.5) 

где t2.= (k- ~ Р) 1 • Канечно, диаграмма на рис. 3 дает лишь N~ 
-часть от полного вклада. Другие члены в (

0 
даются диаграммами на 

рис. 4,5 с ренармировкой вершины и .кваркового пропагатора~ ЭТИ диаг
раммы таюке содержат недиагональные вклады, пропорциональные iJ 0 • 

Они содержат и диагональные члены, пропорциональнне \}
0 

, \)'0 ~\70 , и 
новЬIЙ диагональннй элемент Ч 

цсх,':f)= teLx..:.~)[1fиy~ i&x- 4U-§)li.C4-Лj (2.7.6) 
~ у !:1 / 

специфический .JWI~:rасимметричных диаграмм • В равенстве (2. 7.6) 
МЬ1 использовали обозначение 

t= ~+ (х-х.~-9). 
Полный вклад диаграмм на рис. 3-5 имеет с.ледуi<ЩУЮ структуру: 

(3-S") t. • 

\7 ()(,~;3) = .i.s [ '\J:t> CX,':I)+ li0 + ft)t10 Cx,~)J, (2.7.7) 

где '\) t> (Х, ~l ак.куммулирует все диагональнне членн. Следовательно, 
при l о= О \}

0 
- вклад дает в точности тот .коэф])ициент, который 

диктуется уравнениями (2.5.2), (2.5.3), т.е. "конформной .ковариант
ностью". 

8 

2.8. Решение ykeff эВОJIDuии .ч.ля JШра J..s '\)о+ .L: [ 11:р+ Х+ V0 ) 

в сл-учае = 
Для пос.ледующих приложениИ М!:! опишем здесь метод нахождения 

мультипли.кативно ренармируемых комбинаций (2. 5. I) без использова-
ния .какой~ибо априорной информации (типа конформной инвариантности). 

Заметим, во-первых, что ес.ли двухпетлевое ядро V
2 

С.Х, ~) 
диагонально (см. (2.4.4)), м1Р решение уравнения (2.2.3)· равно 

('Z>) '1. ( rJ vc- 'dt) ,-1~2. q> сх t.t'2.)= а (м0 )uh 0 8I0J -t хх L . сх-х) 1 h ' J . " J . г /1'1. 1\ h 
<4) 't t2) 0 (2.8. I) 

где ~ 
11 

(3)=--.l.s У h- .Ls ~ 11 есть 11- элемент на диагонали 
Z 

1111 
(8) матрицы аномальных размерностей l t-\1( (2. 2. 2). В с.лу-

ча.е, когда V ( )( , у) содержит недиагональные членн, решение у. э. 
2. ~~) 

(2.2.3) должно отличаться от t:p на вклады порядка J-..1 • Будем 
h 

ис.кать . решение для этого общего случая в форме 
(';!)) 

Ф"' = (.~+ J..JW)~ ер.,' (2 . 8.2) 

где W = W (Х, У) и ~ означает ИНтегральную свертку*). Задача 
теперь состоит в том, чтобы найти WCX,Y) • Подставляя выражение 
(2.8.2) в у.э. (2.2.3) и воспользовавшись видом полного ядра (2.7.7), 
МЬ1 наЙдем, что W · в случае ~Q = О должно удовлетворять 
уравнению 

t \Jo '~)- + r+ ~ = О. о (2.8.3) 
Следующий шаг основан на том, что 

дексу у от ядра 'tY.; (2.5.2). 
ядра \)~ (х, у) равны 

~о является производно~ по ин
СобствеННЪ!е фуню.щи + (Х) 

11 

v н~ \+V d .J 1 '1. 
t/, (j) =(хх) С (x-i) = t (Х) + 'Vт:, t -+ 0(~) 
Т 11 h n а" 11 'J•O 

(2.8.4) 

(см. обсуждение пос.ле ФОРЬ\УЛЫ (2. 5. I)), или, вводя генератор w 
сдвига индекса 'V , получим 

х)Подобное представление всегда справедливо для ~ • Действительно 
любая пос.ледовательность фУнкций фh. , разложимых в ряд по пол- ' 
ной системе ортогональных полиномов 1 lf~<-') : 1 ~~) (~к\ фh '> / 
nредставима в виде свертки тиnа (2.8.2): фh= W&~h' где W 

. определен форма.11Ъно, как W _ \'.ft)( '.ftl <рк)(Сf"\. 

9 



,f. ·11cx) ,;,. и+ ~ w) <81 ~ + Ос\?"). 
jh ~ 

Записывая для я.цра 1} ".J (Х , ~) уравнение на собственные значения 
с точностью До членов О l~) , придем к уравнению на IJJ 

[ \7
0 

, w] _ + ~ ~'Ь - О , (2.8.5) 
из которого неме.менно следует, что ~ в (2. 8 .2) пропорционалъ
но генератору сдвига шщексf\ tJ : W = ~~ W • В результате для 
ер 1'\. можно записать . . -Ls~t 

<pn = (~+J.1W)0~1\ = ~n. + 0 (~~) (2.8.6) 
эквивлентно использованию конформного базиса (2.5.I) для составных 
операторов. 

2. 9 Двухпетлевая лестничная щrаграмма 

Нарушение конформной инвариантности не полностью описано нами 

даже при С0 =О. Существует еще диаграмма ( см. рис. 6), кото
рая содержит расходящийсiя подграф , включающий составкой оператор. 
Его ренармировка не сводится к параметрам лагранжиана и/или полей. 

Величина, получаемая при этой ренармировке, есть аномальная размер

ность составного оператора. 

Диаграмма на рис. 6 выглядит похожей на дИаграмму 2а, она, 
однако, содержит расходящий ел подграф. Поэтому для ее вьtчисления 

необходимо комбинировать приемы, описанные в разделах 2. 6 и 2. 7. 
Так, сначала вычисляется интеграл, соответствУRJЦИй нижнему "квад-

рату" (см. рис. 66) -
{ • 4"-t. 

2. J ( J.A 1 X}(к,P-K,~P,gP)=-t ~ Г(••t) {dX2.d(3~J[J (1<-rP)l+m2.J4+E- (2.9.I) 
о о - , 

где i = 1-). , ~ = f2. + Н t3 (ер. ур. (2.6.2). Чтобы избежать 
инфракрасных расходимостей, пропагаторы линий I-3 взяты массивНЬIМИ 
с одинаковой массой 111 • Наконец, для Je.~ мы !JQЛУЧИМ (" 

4 • 4-r _ 4-' 

I = вс~-t,~) r {dt, dK J Гас~- с~+~~))[ 1~) etx.:2>+(4)eci!"'x)l 
t.6 @+ЬJt~-r) J 2. ~ J 2. .$ ~ - i! J. 

о . о 

После проведения необходимых вычитаний и используя выражение (2.3.2) 
для 1}

0
, наЙдем, что вклад щаг~ 6а представим в виде свертки: 

~ . 
(Go.) 9. ( • . t. " " 'й' (X,Y)=-J.s )110 tX,~)~("l,~)J~~-.t.s о~ о· (2.9.2) 

о 
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Однако . {;
0 
~ V, содержит недиагоналъную часть за счет {,-

0 
-фаit-

тора . ЭТо о6услоR!Iено, очевищю , расходимостью верхнего ·подграс!Jа 

диаграммы 6а , т . е . перенормировкой составного оператора . 

2.IO. Решение уравнения эволюции длп полного ядра 

Учитывая вклады всех диаграмм ( см . Приложени е А) получим окон-
. . ~ . J . 

чателъное выражение для цолного двухпетлевого я.цра 
' ... 

V2-(X,IJ)=-\JoбOVo + L{o+K~)Vo + Ц'2J 
3 -u'l) = .". tJ: бО\J + '\J ~17 + 

Н- 5 N - ~ · c2 . IO . I) 
н -f 1J

0 
+ .3 Ц .,j- ~(j-x) 21 N1tzs-

"- о о о о · 2н ' 

где \J
0 

, -iJ
0 

и LL определены соотношениями (2 .3. 4) , (2 . 5.3) 
и (2. 7.7). 

Р~ссмотрим сначала более простой случай €0 = О • В1wючение 
члена t/

0 
~ \J-

0 
от лестничной лиаграммы модифицирует g 

0 
=О уравне-

ние (2. 8 .3) для оператора W . Оно приобретает форму 

['\JO,W]_+ ~H'l)fiO(~t-"o) = 0_ ~ (2 .I0. 2) 

Из сравнения с уравнением (2. 8 . 5) получим 

\"XJ =- W Q1) (1Jo- ~+) . (2. IО.З) 

И в результате д.ля Фh 

q>tt = (1+ J.s W)@ t.., = ( 1- ~ (1 11- ~t)W)~ ~11 = 
. (1) (1} 

= ~x)H.Lsl"' е~+~Х"(х-х) (~-. Q(.L~)) 
h 1 

(2.I0.4) 

. 1-1) ~ 1 
где ~ h. = · - (t\+1)(n+2.) + G - однопетлевая аномальная размерность 

составного оператора Q)~ • Теперь , для того, чтобы найти точное 
выражение для мультипликативно-ренормируеtЮiХ операторо~необходимо 

у становить ко эфJJицИентн а /1.1( в разложении 

d = L. (l \) 1 -
d'V ~ п 'iJ=O к1:- h. ttк tк · (2.I0.5) 

ЭТи коэqфициенты д.ля К> h.. равНЬI 
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Q --2 (h.+1)(h.-+2) 2.1<-+.3 ( ~ - 1 ) 
hK- 2.tt+ 3 (K-+1\)(K-+l) К- \1. К+ 11.+3 

(2.Ш.6) 

и легко воспроизводятся из общей формулы для полиномов Гегенбауэра*) 

v [~] <! ()() _ rO.) L rcr-... ~-1) Г'(11.+\)-t) . ). 
h - Г(~)Г('v-1) t•() 'L! Г'(h-'t+).+-1) (h-l'L+).)C"'~;'t.<2.I0.7) 

Эта фор~ла может о~ть получена ко~бини:ровани)М формул разложения 

для С tx) по Х и т Х по С t (Х) (см. уравне-
ние (А.61, (А.7) в работе 221). 

Наконец, используя (2. IO. 4), (2. IO. 5), мы получим мультип.лика
ти:вно-ренормируемые операторы для случая: ~о -О : 

юо oh = Оп + .ts L.. а."_ к t к к . 
hl>K 

(2.I0.8) 

В случае /
0 
+О уравнение для поворачиващего оператора 

~ усложняется, по сравнению с (2.I0.2) 

где 

~О W + [ V0 , W ]_ + V'НН'Ь) = Q~ 

V2.c~'D) = V11:ь~ (t+-Vo ). 
Формально решение (2. IO. 9) можно записать как 

(2.I0.9) 

- -lio+~)t v/Jl 
W = s l ~ ~(НЪ)~ е Ji, (2.IO.IO) 

о 
однако для при.ложений представление (2.IO.IO) не очень удобно. Более 
ЭФI>ективншл является использование матричного представления для W 
в гегеноауэровском базисе (2.4.4). В соответствии с (2.I0.9), ~~ ~11. 
может быть записана как 

\)(/~~11. = (go+ ж~-\,) (lh-\}0- cJ" ~~Hll@ ftt_, (2.IO.II) 

где ltt = (jf ·H)(~+Z) - собствеННЬiе значения ядра tYo (см. (2.4. 2)). Чтобы 
!!~~ыражение для \)\(21 @ ~n , проди<fференцируем уравнение 
*\ш благодарны Р.В. Ткачеву, получившему эту ttормулу и сообщившему 
ее нам. 
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't 
' ,, 

на собственные значения для ядра "" 

" бО d.~ = i~ tl,~ 
~ f11. nTn.. 

по ~ при ~ = О • Это дает 

~о~ fn. = ln. t~ + ( ).h-· 1jo )~ ф.,_, (2.IO.I2) 

. ~ 

~ h = j,, tn J 
v ~~~о . 

где 

.J 1 . - ~ 1 Лn.- d'l h ~=О 
Первое слагаемое в правой части (2.IO.I2) соответствует диагональ
ной части - . \Jъ , в то время как iJ нt~ Ф ~ h. дается вторым сла
гаемым. Подставив (2.IO.I2) в (2.IO.II) и исполиовав ~2.IО.5)~по
лучим окончательное выражение для W ~ ~k : 

(i) ( - • .,_ а. . 

W Ф ~h. = (~0 - t tl.) Ph. ~t\-+ во L (уВ) t~ g \ t.l<, (2.IO.I3) 
K'>h. К - h- о 

где Р"' - проектор; Рп ~к = ~- ~h:K) ~к , выделящий ;rщагональный 
член. В выражении (2. IO. I3) эqфект сдвига индекса у полиномов Геген
бауэра отделлетел от эффектов , связанных с эволюцией константы 

связи и выраженных рядом, цропорци:оналъным &0 • · 

3. ДВухпетлевое ядw эволюi.ЩИ в ЮШ 

3. I. Структура ЯДра эволюции 
t. 

в кхд в.ф.n. <р tx, ~ ) определяется из фор~~лы 

r1 1 rJ . \1 - " N f <p(X,f" )Х dx = _t_ N"'\ <. otd Yh lk'J)) U IP> 7 
jf 2.(Pii) Os (3.I.I) 

0 А 

аналогичной формуле (2.2. I) с 'D,. = '0/1- i.~ А 14 - ковариантная произ-
водная. ~о эволюции в кхд таюке имеет более сложную струwтуру, 

чем в ~ (') - мучае, и представляется суммой членов, связанных с 

групповыми факторами CF = Ч/3, Сд = N(. = 3 и Nf *) : 
2. v{'i ~) = ~J v (X,'J) + (-!:_s\ [ 2.N~ CF vtl (x,':J) + 

1 /.{1! о + IJj."J 

2. CF ~А ~ CIC,~) + с: ~ (Х, \1) ]+ (3.I.2) 

*>наше определение VF здесь отличается от принятого в работе/3/ 
фактором 4 : V. o,cto.) _ и \1.:131 

F - 1 F • 
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Матрица аномальных размерностей Z. l l': , соответствующая однопетле-

ВШJ\У ядру Vь , бu.ла впервые вычи~ена ,Ефремовым и Радюшкиным /4/, 
в то время J<ан сшло ядро V0 бЬIЛо введено Бродским и Лепа-
жем 161. 

Ядро V"o удобно рассiлатривать как сумму V0 = Vo..-+ V ~ 
двухчленов У;,_ и V.Ь , причем первый 

' х 

У. = с" с 2, э есх..:~) (3 . !.3) 
~ 3 

пропорционален однопет.'с евоrлу ядру в J' С') -теории . Второй член 

v~ = с" t 2. 5 f:x e cx«':JJ 
(3 . r. 4) 

специфичен для каl!ибровочной теории . В фейнманавекой калибровке , 
например , он возникас'I' из А f - частей ковариантных производных 

'hf . Операция "+" в равенствах (3 . ·!.2) . означает . 

i 
W !x , Y) ::, W !x ,•:J)- t"c ~ - )1) f WCz , ~ )ar " + о (3.! . ~) 

и отражает тот 618I<T , что в КХД 
- 1 

) Vcx, y)dx = О 
' () 

(3 . I . 6) 
благодаря сохранению то юз в киральноrл пределе . 

' Двухпетл евоН ш<лад в ~ ()l, У) . · вriерв;е 6i вычислен аналити-
чесюi в светаподооной э.кс11&1 ьной .калибровке I • 2 , а та1оке в фейшда
новсiюй калибровке 131. Все результаты согласуются между ·собой , 
более того, результат .мя Vr бЬIЛ проверен численншл расчетом 1231 
в фейнмановской калибровке . iilы приводим эдесь д.лл справки точные 

выражения для Vr~ , Vr:. и V" 
J. (~о 2.Х 2r:.ft,l J V~(Х, 'З) = L S ( x-=~) - З F- 3 ~ -:- S" :::1 . (3. ! . 7) 

Y;_tx.~) =t\etx« ~)l ~'iF+ 1l ~ + ~1 r-f~~~J + ~(х,':!)} (3.!.8) 

V (х,~)= ~tt э< x., ~) ( - ~\+ j-(1F-z}т)~:9-
F . 

- ( F- F ) €J. ~ е~. ( -1 - ~) + t F+ ~ ) e11-l ( ~) ) - :ч &х (-t + Pn. х - 2f., х) _ < 
3

• 
1

• 
9

) 

11 Сх,у)} , 

... 

где F= F(J, Y)=' ·g(H · /-х); f"" гсх, У) ' и функция 

Н Ut,-Y) равна · · 

11 (Х,;;) = $(ff <-'х) {2 ( !"- f ) L~(f-!) -lF !нх4.У+ (~·:.f'Jlпiy J + 

2 F /..i
2 

(iJ [ f)(y~ х)- fJ (X~Yu- 2.F Liz(XJ{ (J{.f.t х) -6 (.У~х>] + 
( З.I.IO) 

()cx~:;J 2Flиyluj, 
)( 

Ц2. (Х) =-~ fi-& (-t- t) -функция Спенса. 
Возникает естественный вопрос : обладает ли VCX,Y ) структурой , 

з 
следущей из анализа скалярной модели J с') или нет? 

Во-первы:х, заметим, что 'Шены ~ и ''fa , содержащие но-
вые элементы Nf "' с!А по сравнению с однопетлевш.f вмадом, имеют 
JЩШЬ такие недиаrональные члены , которые индуцированы перенормиров

кой константы связи 

2 Nf cr V11 -+ 2 ~FcA v~ = €о vo -+ и...ь , ( 3.r.п) 
где u2> - диагональный 'ШеИ, .lo =. ~с~ - j N.f - первый КОЭФI!!I-
циент в & - функции, и V ... V -+ V J - ядро , аналогичное 1'-

Г о- а. & • о 
(см. (2.5.3)). Совершенно аналогично 1r , V содержит часть • • v 0 ~ о V пропорциональную \1 в 1~) -модели) и калибровочную 

Q. ' • о 
часть vt 

• f. 10. '1 vQ. = C!.F l 2 g <Н g е u""Y), (З.I.I2a) 

v~ = CF t 2§ У~Х -fиJ О(к~У). (З.I.I2б) 
Представляется, что наиболее сложный вклад в "{ ( Х, .У) вносится 
функцией Н (>f,)}) (3.I.IO) . Она содержит функции Спенса Li.z. 
и "нестандартные" е -ФУнкции f)(x~ Ji), fHfi~xJ , отсутствупцие 
в однопетлевом ядре. Однако Н ( х, У) оказывается диагональной . 

3 
Это вполне соответствует 'J с') случаю, где 'Шены с "нестандарт-

:нш.m" е - функциями ( которые возникали из перекрестно-лестнич-
НОЙ диаграммы, см раздел 2.6) также вносили вклад лшпь в диагональ-
ную часть ядра. , 

Болев .,оЛоацv_ю струкТуру ~~т -.VF ~· которое ЪЮ&Но трак-
товать ~~ B'l'OPJIO итерацию однопетлевого реэу.пьтатр. По аналогии с 
рез1льтатом , . ,~С~) модели попыт~~мся ш.,деJ!И'):ь в с F V F 'Шен -
_ V. .R> ·' г · · , :индуциро:вашw:й ренормировкой составного оператора, 

н."" vo+ · · 
в надежде.. что оставшиеся 'Шены .дают диагональный вклад. 

.. В фе~овс.ко~ калибров~ произведение . V.+ ~ Vo+ представляет-
ся сумаюй 'Шенов V~ Ф Vo. , VQ. 611 \}.,. , ••• , причем каа:дн1 
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~ ... ' 

..,.,. 

возни.кает в соответствупцей диаг~е. Анализируя вклады: отдельных 

диаграмм (все они вшmсанн в работе 31), мы: обнаружили, что КХД - вер
сия лестничной диаграммы , (рис. 6) дает в фейнмановекай .калибровке 
вклад - - Vo. ~ '4 t ц 9...._ ... Qднако ситуация не стОль прозрачна для 
диаграмм, дакщих членн с Уь-т и V-;+ - факторами, специфичнш.ш для 
калибровочных теорий. Усложнения, возникаnц:ие в этом случае, проил

люстрируем рассмотрением простейшей диаграммы: такого типа на рис. 7. 
Ее €. ь - регуляризованннй вклад с точностью до несущеетвеннога 
фактора ( ~ - для внутренней петли и t - для внешней) предста
вим в виде 

., х -ь -~ 

Vl1) = Sdz 1{ 2~ ecx~Z)fl.) ((- ~) lи ( (:i!,~) .(3.1.13) 
<Б t) r 2 - >< \.2 f ct(d,t) ' 

1 о 

где U (~ '-) совпадает при д= О с однопетлевым вкладом 1- t V (I,~: 
ct 1 t ~ 

~+~ ( r)~+~J u = -i-E J: { (2) - ec.r<.Y) 1- -g 
n.(~,() ~ !:/ . (3.1.14) 

После проведения вычитаний и учитывая зеркально-симметричную диаграм

му, мы: получим окончательный результат в виде суммы: разнообразных свер-

ток: (1) • 

V =- V~+~Vo.- (u~ + u~\~Va.+ u~+~Wn.+u~.@WQ. + Vr.flJVQ.. 

Здесь 
U,\'(x.~> = ~ ~~х 9(x.:z) 

-"левая часть" V, (см. 

1 )( 
ц 6 tx,r)= ~ 

(3.1.14)), другой злемент 

-4, ({-~) 8(Х«~) 
z.-x 

(3.1.15) 

напоминает логари<fЩчес.~qю модификацию Ц .r (но ·с фактором .&. ( 1-Л 
вместо -&, (j) ), и последний злемент 

wtr,~)= j {z~2-6<z."'~)(1-~)t.l-f-~)} 
трудно связать с какиы-либо ядром из введенных нами ранее. 

Вклады: прочих диаграмм без частично-перекрывшхцихся расходимастей 

имеют струу:rуру, аналоГИ'ЩУЮ диаграмме на рис. 7: в допОJIНение к чле
нам, .которые легко интерпретируются как компоненты v~ &~.J,- вклада, 
они соде~т также разнообразине недиагональнне членн ( типа U~ 
в (3.I.I5) )~ происхождеJШе которых неясно. Более того, эти членн не сок
ращаются пoCJie армирования в.мадов отделыпа диаграмм. 3апИ111ем воз-
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можное представление для V F ядра в виде 
z • z ~ 

CF 'V,: =- v.+ ф Vo.,. + CF UF{ZJ) + c!F ЦF(~'Ь) ~ (3.1.16) 
где цF(2))- явно диагональный член 

Uпlh) =-4 l"[ Utx,Y)+ (}(X.t.':J)(r(j+J.izJ 4>)- §)} (3.1.17) 

И U F (Н'Ь)- НедиаrоналЬНЫЙ О{)ТаТОК 

ц 4 Jo ecx.:y){tf-r)[Lil.<x)+ Li1 {Y)+ &xfk~+ .&§~~(-i-Л] 
F{H:D) = L 

-1_ F .&t ~ + ~ .& ~ + t~(~) ~ + Li.2.tx)~ + j' е11 f е.., 'i J. (3.1.18) 

Таким образом, я. э. V2. (.Х, ~) в КХД имеет структуру, сущест-
венно отличаnцуюся от случая ~3 -модели. Значит, полное выражение 

для ~ о·, ':1) !'!ельзя получить с~1 равенства (2. ~О. I)
1 
воспользовавшись 

вместо '\}" и 1J: их КХД ана;rогцми V.. и V . Другими слова-
о о /I 1 ... о о ми, прямое вычисление ~ (lf ,$ I-З являлось необхо,цшлым при совре-

. менном nонимании структуры я.э. в кхд. МЫ надеемся, что будущие 
исследования установят причины появления членов, оставшихся здесь не

объяснеJUIЫМИ. Тогда не надо будет прилагать больших усилий для вычис

ления .какого-либо .я.цра зВОJШци:и: если известна общая струщра V 
(тиnа равенства (2.IO.I) в ~:sc•) wдели), то точная двухпетлевая 
ФОрма V воспроизводится из {)Верток однопетлевых структур типа 'fo , 
V

0 
и т.п., •••• 

В нашем случае мы: не можем объяснить всех деталей структуры дц

ра, однако нам известно точное выражение для ~ ( )(, У) из nрямых 
вычислений. далее, нам известно, что это выражение корректно, несмот

ря на отсутствие полной аналогии с ~ ~6) nримером. Следовательно, 
мы: можем решить у. э. в Щ на двухnетлевом уровне. 

3.2. Решение vравнениц эволюции в КХд 

В принципе , у. з. в КХД может быть решено точно таR же, .как и в 
~ . ':f щ модели ( см. раздел 2.8 и 2.IO). Однако для приложекий удоб-

но изменить схему решения, принятую в разделе 2.10, так, чтобы волновая 
функция Q\(x,r'1 п;и r'-= Q'L определялась непосредственно из вида 
функции при f"t = Q 0 • Это ~стигается т~, что опер;:~тор W счи-
тается теперь зависящим от а : w-- w ( 01

) и w ( ~\ =о . 
(условие отсутствия радиационных поnравок при r'L= Q~ ) • 

Подобная схема является стандартной при анализе фун.кций распреде

леющ (см., например, 124/), она таае бы;ла использована Бродским и 
!IЗ/ др. ДДя в.ф.п. 

В этом случае уравнение (2. IO. 9) rюдифицируется: 
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t 'd - J. (Q. ) [ ..... [ "'] ' 
Q .... ~ w = ~"/Т lo '11 + ~ 'w - + v2.(11'»)J. (3.2.!) 
Формальное решение уравнения (3.2.!) по.луЧается совершеmю анапо:гично 
(2.IO.IO) 

w = w-
(i0 +~)/f0 - V'o11 

(J.~(Q,) \ w ( .l..s (Qg)) о 
~(Q)} ~ ~ ~(Q) 

/ 
(3.2.2) 

где W -решение (2. IO. IO). 

В результате мы получим :выражеiШе для поправки в виде ряда 

~ + .t.stQ)w\ 60 ~~t = dJ + lstQ) \ /\Q) ш 
ц..- J ·1"' 1 ~ 4-n L tt 11( 1 

i(~\) (3.2.3) 

где 

а 

!() 

~.,_ 

( 14. (tn>)) 1( tt $ tG.) 
~(1) _ (4) _ ~ Kh. 

к h. о 

:1. 'V ) - il с 2/с-+3) с 7-t f1J V.. @и, 
\ z.tlfl>) l<h - (IC·H)( K+'l) 1<. z.(н<:n) T~-t 

- собственные значения ядра \f. 
h.+1 О+ 

<4) с ( L: i 2 ) ~ "' = F ~ + ~ .1=2. j - (k+~)(п .. ~!l) 

(3.2.4) 

1( 

d h (G.) = 

(~ 

Vн ~ ~"' = - ~ h. ~h. i 

наконец, $ ~" (Q) 

оператора ~ 

'1.. 
- фактор, опредеJ!IПХЦИй Q зависимость 

SKh tQ) 

(io+ t~)- K~)f.€o 
= i -(J..sC&o)) 

J..!(Q) . 

ОТметим, что у (V2 (н-ь)) к.,_ -матрицы не равнн О JIИШЬ элементы с К 
и h.. одной четности и к ::. h. • Первое является nролвлением "гео-

метрической" симметрии я.э. Vcx, ~) = Vcx,g), а второе ('..Jiедует из 
треуrольности матрицы перенормировок. 

Наш резу,ьтiт (3.2.4) формально совпадает с решением, приведеи
ным в работе I3 ~ Мы, однако, в~еляем lV21 1\'1))J nк из точн·ого выра
жения, полученного в работах /I-3 , которое отличается от lV2.( .. 'D)) \{ 
предложенного в /I3/. Используя теперь выражение (3.!.2) и (3.r.п} ·' 
для V:.. и равенства (2.I0.5), (2.I0. 6),(2.IO.I2-I3) для vo~rh.-
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' k. 
- члена,пРiцем к окончательному выражению для J 1". (Q) в КХД: 

ct:tю = Skn (Q){ lo l()- ~~) а1tк. +с~ ( VF'tН»~кn} r~-\~-8o, с 3 • 2 • 5 > 
где а.,_к. - коэф))ициенты, определенные в (2.!0.6). 
Волновая функция пиона, с учетом ее эВОJIЮции в двухпетлевом прибли

жении, в соответствии с (2,8.!),(2.8.2),(3.2.5) принимает вид: 
Qt ~ к 

q> cx>Q") = f (r~)exp{ iJh(ftt))~} ( ~I\C1)+t ~~.,_ ~~J.c3.2.6) 
~есь ./ (Q'I.) - гегенбауэрооокие моменты исходной функции lJ>cx, o'l.) 

11. о (' ~ • 
МатриЧНЬiе элементы \. V F t II'JI)) \Ch бwm прлученн нами численншл ШI-
тегрированием. Д}lагонапъные элементы (V:~..) n..n. , совпадаnцие с 
двухпет.J!е:ВЫМИ аномалыiШ.Ш размерностями _ ltд) , приведенн, напри-
мер, в /25/. ~ t1-

3.3. Численнне результаты дЛЯ ЭВОJIЮЦИИ волновой Фvнкrщи пиона 

Используя уравнения (3.2.5), (3.2.6),можно ВЬIЧИСJIЯТЬ КХД-эволю-
z ~ 

цию с Q JIII6шc ВОJIНОВЬIХ фуН!ЩИЙ, заданных при некотором Q
0 

• 

Общие свойства ЭВОJIЮЦИИ наиболее удобно формулировать для "парциапь-

НЬIХ" волноВЬIХ функций f..._ , входящих в раЗJiожение (3.2.6) с веса-
ми е h. (Qj. 

I. Для h. > 2. поправки, идущие от недиагонапьной части, 
примерно на ПОJЩЦОК меньше поправок от диагональной части, аккумуJШ

рованНЬIХ в экспоненциапъном факторе. То есть ядро V U, ~) ока
зЬIВается "квазидиагонапьным" в гегеи6ауэровском базисе (поправки 

при h =О , т.е. для асимптотической функции также очень малы 

и рассмотрены IШЖе) • 

2. Поправки высших гармоник к IL._ определяются в основном 
Jh+2.. ~ т ... первым членом ~ в сумме по к. в (3.2.6). Последуnцие 

h oVl. 
коэф))ициенты быстро у ывают с ростом К. (см. Приложение Б) • 

3. Вмад двухпетлеВЬIХ поправок возрастает с ростом номера l'l • 
При h. = 6 они дают1уже 6% поправку при Х = 0,5 и Q.z. = I2~ rэв~ 
(~есь и ниже &0 = I rэв2 , ]t..кxD O,I ГэВ). 

11\ 2. -Так, при распространенном выборе 't' ()<, Q 0 ) = 6 Х х , что соот-
ветствует асимптотической ВОJIНовой функции в г.кп,поправки идут лишь 

за счет недиагональНЬIХ членов. 

ф(х, Q~) = {, хх { 1 + ~71 t2. d01( С: Сх-х)} . (3.3.!) 

Вычисления показывают, что поправки составляют менее 0,5 % 
(при ;>< = 0,5 ) вплоть до Q1 = 6 • rоз rав2 • 
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Другой известный пр~еР. низкоэнергетической в.ф.п. был предло

жен Черняком и Житницким 57 

СТ>rх, a:J = зохх{_1-'lхх). 

В этом случае относительный вклад двухпетлевых поправок составляет 

примерно 2 % при Q2 = !25 ГэВ2 • Используя Приложения Б, можно вы
числить поправки к лю6Шv1 волновШvf фунКЦ1!Ю11, которые при Q~ = 
I ГэВ2 могут быть представлены суммой полиномов Iегенбауэра f~ 
с n. '-'!; 8. 

4. заключение 

В статье мы проанализировали структуру двухпетлевых ядер эволю
.3 

ции в ~ et) - теории и в Iад. Были построены полные решения двухпет-
з 

левого уравнения эволюции для волновой функции пиона. Простая ~щ 

модель используется здесь для ИJIЛЮстрации аналитической структуры 

двухпетлевого ядра эволюции и изучения источников различных структур 

в конечном ответе. Так, мы выявили вклады, гене рирупцие сдвиг индекса 

у полиномов Гегенбауэра, и построили точные выражения для мультиплика

тивно перенормируемых операторов в случае С0 = О,т.е.тогда,ногда нет 
ЭВОЛЮЦИИ КОНСТанТЫ СВЯЗИ, I3 КХД МЫ, ИСПОЛЬЗ,У.Я r. V2 резуЛЬТаТЫ 
наших ВЫЧИСЛеНИЙ В феЙН!WlНОВСКОЙ калибровке /З , устаНОВИЛИ, ЧТО V

11 
и VG- члены, связанные с групповшли рзкторами с".~ и C'F С\, имеют 
структуру , предсказанную моделью !f с61 • Однако член V F , свя-
занный с С'~ -фактором, имеет более запу;анную структуру: в . допол
нение к членам, диктуемым аналогией с ~с')- моделью, в нем содержат

ся ВI(ЛадЬl, нарушающие диагональность VF в геген6ауэровском базисе. 
Интересной проблемой для будущих исследований является выявление 

источниrюв этих, нарушающих диагональность, дополнительных членов. 

Предположим, что они появляются вследствие общих принципов (напри

мер, вследствие специфического нарушения конформной симметрии калиб

ровоЧНШv1И полями) и их структура в терминах квазиоднопетлевих объеit

тов может dыть предсказана ~ p·t.to'l.i. • Тогда информация, необходимая 
для nостроения решений уравнений эволюции с разлиЧНШv1И ядрами, может 

быть получена из однопетлевых вычислений таких объектов и двухnет

левых вычислений ядер для рассеяния вперед, расчет которых значитель

но nроще (или уж проведен). 

Для получения эволюции волновой функции пиона мы численно расУсчи

тываем недиагоналъные элементы У._ и табулируем коэффициенты d h.. , 

описьmапцие эволюцию 11. - парциальной гегенбауэровской волны. Ус

тановлено, что двухпетлевые поправки достаточно малы ( :s 7 % при 
h.. = 8 для Q2. ~ !25). 
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Рис. I. 

Однопетлевая треуГОJIЪНая 

диаграмма. 

А ~ 

-

Рис. а 

ДвухпетJiевая диаграмма 

с со6ствеШiо-энерrе
тической вставвой 
в ГJIIOOШI!lЙ проnаrатор. 

д 
а) 

А . ' .... 

. а) 
Рис. 

а) Двухпетлевая nере
крестно-лестничная 

диаграмма 

А 
Рис. 4. 

kt -~-P-k ' / -.. / 

t· у 

у.р _,./ 6~',, у·Р 
2. 
б) nодграф, вмад 
которого дается 
интегралом(2.6.I). 

А -
Рис. 5. 

Двухпетлевая диа

грамма , связанная 
С переНОfМИJ?ОВКОЙ 
кварк-ГJIJ)()JШо·й 
верпины. 

Двухnетлевая диаграмма с 
со~ственно-энерrетиче
ской вставкой в кварковый 
nponaraтop 

f ~
·P-k 

1 - -ft.-
1 р 
--~---

У·Р У·Р 
Рис.6. 6) 

ДвухпетJiевая Jiестничная диагрш818. Фейнмановекая параметри
заЦ5!11 для нmшего похграфа. 

д 
Рис. ?. 
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др:мО!ение А. 

В этом пр:можении дана сводка результатов для вма.цов отде.пь-

ншс диаграмм в V(x,y) ("з.с." означает "зеркаJIЬНо-сопряженн:ый")~ 

Диаграмма .. Vcx,':J) a)Ai б(\ · ·. 

.Ls \f (Х ~) _ ! ~(Э-Х) + 2 t' ' 
о ' с; 

в:!\ 
---

- ~ ()(,'L) 6Ь \7
0
tt 1Y) 

г к \J
0 
сх 1tt:)~ (j0rr 1 ~) + Чсх,t) ~'-\;с Ct1 ~) 

·м -~ N~ (§~сх.~)+~о(){,~)) 

·д 
z. 

.Ls ! ( ~V0 ()(,\I)+ UьС.Х,~)+ UCX,~)) 
t --- • З.С 

ж д . { ( 3 V
0 
(х, ~)+ 2. ~о tx, ':!)-+ Vc<~~1:)@ t1ocr.~ 

1 
-- •З.С 

+ Ц.( ~,':1) ) 

1) 

з) 

!{\' 1 N-f ь <.~-х) 
'12 

"1\ n 1 / +ЗС .. 1 "'•ЗС 2s- ьс~-х) 2 ) . 2 1' . 
t.16 1 

Здесь введены обозначения: ц ()(, ':1):::: f { Э(х.:: .У) [ 1 &J + J frt.(x)

-4 (1-~)бt(.f- §) 1 ,· ti = tecx.::y)~ ; {) = t ecx<J)l.Yf-111 · у "' J v _, 1 о .:J .:Jl 
1Jcx,Y)= 1Jcx,Y") 
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П!?ИJlожение Б. 
1( 

КоэфlJициенты J h. 
. 1. t. '1о 

вьrчис.лены при Q.
0 

= 1 r~~- , Jl..l<." =0,1вв. 
1. .~ 

Q ... ~2s r~e.t. 

:';\ о 2. ц 6 & 

2 -0,277 

4 +0,0!2 -0,89 

6 0,032 -0,26 -I 

8 0,027 -0,087 -0,4 -I 

IO 0,02! -0,03 -O,t 87 -0,47 -0,96 

I2 0,0!6 -0,007 -0,094 -0,25 -0,5 

!4 0,012 0,002 -0,05 -0,!5 -0,29 

!6 0,0! 0,006 -0,02.5 -0,09 -0,!8 

!8 0,009 0,007 -0,008 -0,05 -0,!2 
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Михайлов С.В., Рад~шкин д.В. PZ-85-906 
Структура двухnетлевого ядра эвол~ции и эвоп~ция волновой фу~кции 

пиона в модели ф(~) и КХД · 

Лодход, основанный на подиаграммном анализе, применеR для исследования 

структуры ядер эвол1ции для волновой функции пиона. Анализируется общая 

стfуктура двухпетлевого ядра для волновой ~ункции пиона в скалярной модели 
Ф(е) и в несинглетном секторе КХД. В обеих моделях получены решения урав
нения эволюции.. В случае КХД численно оценивается вклад дЕ!УХnетлевых попра
вок в ЭВОIПОЦИ!О волновой функции. Развитые методы могут применяться nри 
решении уравнений для волновых функций других адронов. Полученные здесь 

решения могут -быть непосредственно использованы в расчетах эксклоозивных 

nроцессов, вклоча~щих пионы. 

~абота выполнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 
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Перевод ёiвт.оров 

Hlkhallov S.V., Radyushkin A.V. PZ-85-906 
Stгucture of Two-Loop Evolutioп Кегпеls апd Evolutioп of the 
Рlоп Wave Fuпction in Ф(~) апd QCO 

The арргоасh based оп the diagгammatic aпalysis is applied to study 
the stгuctuгe of the evolutioп keгnel апd to solve the evolutioп equat.loп. 
The gепегаl s ·tгucture of the two-loop прп foгwaгd evolutioп keгпels is 
lnves.tlgated in -the Ф(~) -model апd QCO. The solutioп of the two-loop evo
lutlon equatloпs is coпstructed lп both models. lп QCO, . the coпtгlbut.ioп 
of the two~loop соггесtlопs to the wave fuпction evolutloп 1s estimated 
numeгically. The methods developed сап Ье applled to obtain the evolution 
of wave fuпctloп гelated to otheг hadгoпs. The гesults obtaiпed сап Ье 
applied diгectly fог calcuJatioпs of апу excluslve pгocesses iпvolving pioпs 

The iпvestigatlon has Ьееп peгfoгmed at the LаЬогаtогу of Theoгetical 
Pliysics, JINR. 
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