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1. Как известно /l -З/, методом разделения переменных уравнение 
Шредингера для двумерного атома водорода решаете я в трех систе

мах координат - полярной, параболической и эллиптической. Взаим

ные разложения одного из этих решений /базисов/ по-иному об
суждались в /4/ с точки зрения добавочных интегралов движения. 

Здесь мы вычисляем коэффициенты межбазисных разложений, 

отталкиваясь от присущей двумерному атому водорода ортогональ

ности радиальных волновых функций при данной энергии по второ

му /неэнергетическому/ квантовому числу / 5/ . 

2. Рассмотрим сначала разложение параболического базиса по 

полярному. Разобьем оба базиса на подбазисы с данной четностью 

относительно преобразования ф _, -ф, и запишем связь между ними 
в виде 

1±) N (±) 
ФN (u, v) = I. <N, m \ N, р >+ ФN (r, ф). 

Р m=O ;l - m 
Координаты здесь выбраны так: 

х = r соsф, у = r sinф; -17 ~ ф ~ 17, () < r <оо. 

u =y2r cos-2. 2 • v = - 12ё sin_t ; О < u < оо , -оо < v < оо • у 2 -

/1/ 

Информация о подбазисах в кулонавекой системе единиц СЪ= 11 = е= 1) 
дается формуламИ 

~:) (r, ф) = ~m(r) с;:;ф, О $_ m f: N, /2а/ 

•1• 1-1 ( ф) . sinmф 'f'Nm r, =RNm(r)l _, 1~m$_N, 
у217 

· /2б/ 

l / 2 (N +m)! (2wr)m -wr 
R_ . (r) =(&и) у , (2m) е F(-N + m, 2m+ 1, &ur), 
-~m /Т\.1 _ ..... • ! 

/2в/ 

(±) (t) фNр (u, v) = (~)l/2 е- 2(u2 + v2J 
17 --~г~-- HN+p (у~ u) HN-p (у~ v). /3/ 

Квантовое число р для четного /нечетного/подбазиса пробегает 

значения - N, -N + 2, . .. N -2, N (-N + 1, -N + 3, ... N- 3, N-1),спектр 
энергий 

1::,, . 
Е . 

.:nyr 1 
··:шd 

..-IA 
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EN =-
2 

, N=0,1, ..• , 
(2N + 1)2 

а параметр w = у-2Е N· Индексы полиномов Эрмита в /3/ для четного 
/нечетного/ подбазиса четны /нечетны/ и потому параболические 

подбазисы выражаются через вырожденные гипергеометрические функ

ции: 

ф <+> (u, v) = (w3) 1/ 2 .J..-1)N ~ili..±..Jili{N- р)! 
Np тr 2N (N+J!.)!(N-P)! 

2 2 

_ ~(u2 + У2) 
2 

е х 

х F (- N + р · _!_ · wu2 ) F (- li.::...2- _!_. wv 2) 
2 • 2. 2 • 2' 

/4а/ 

,,,<-> 3 '~'Np (u, v) = (~)1/2 
_ ~(u2+ У2) 

(-1)N-I _v(r:i_~p)! (N- PL __ 4UJu-v е 2 х 
тr 2N (~ +P-:.l_)!(N- р-1-)! 

2 2 /4б/ 

N+p-1 3 2 N-p-1 3 2 
х F (- ---. - . UJU ) F (- . - · UJV ). 

2 • 2' 2 ' 2 ' 

Ниже мы будем пользоваться двумя представлениями для параболи~ 
ческих подбазисов. 

Начнем с четного разложения. Пользуясь /1/ и /4а/ и переходя 
к пределу r .... О, получим 

N 
< N, m =О IN. Р > = (-1) _y'(N_±_P)! (N-~ 

+ 2N (..!'!2-l)l (~)1 
2 . 2 . 

/5/ 

Для вычисления коэффициентов четного разложения /1/ при m ~О 
поступаем следующим образом. Устремим в обеих частях разложения 

11 1 Ф-+ тr и воспользуемся присущей двумерному атому водорода 
ортогональностью радиальных волновых функций/51: 
00 3 

f R (r) R ,(r) _щ:_ = ..!!L В '· !61 
0 -~m -~m r m mm 

Это позволит записать коэффициенты разложения в виде интеграла, 

и после использования формулы 

оо N- 1 
f e-xxm- 1 F (- __ Р . - · х) F (-N + m· 2m+ 1· x)dx = 2 ' 2. • • 
0 

{ N-p } --- , m -m 
_ (2m)! N! F 2 ' 

1 - --;n- (N-;~) !- 3 2 1/ 2. -N 1 

171 

2 

получить 

<N, miN, р>+ = . (-1)N-m v (N_:t.J!.~..::..PL 
2N-1 (N + m)! (N- m)! 

{ 

N -р } х 3F2 - -2- • m, -m 11 . 
1/2, -N 

·---- х 
(N + р-)! (N- L)! 

2 2 

N! 

/8/ 

Коэффициенты нечетного разложения вычисляются аналогично. Един
ственный добавочный момент заключается в учете предельного ра
венства 

-~nmx ~ (-1)m+lm. 
sinx 

Окончательный результат таков: 

N-m ) ( )1 
(N- 1)! (-1) (N + р ! N- Р .:. __ 

<N, miN, Р >_ = i 2N-2 m y(N-+ m)!(N- m)! -.~-·--:------ х 

<~--:...!. )! c!!..::.L-..L>, 

{
- N; р -1. 2 2 /9/ 

m + 1, 1-m } 
х 3F2 

. 3/2 
1 1 . 

1-N 

Формулы /5/, /8/ и /9/ можно записать в одном и том же виде. 
Действительно , четырехкратно применяя тождество /б/ 

зF2 { а, а', -N 11 } 
с', 1-N-c 

Г(с +а+ N) Г(с) ------
г (с + а) Г(с + N) 

3F2 { а •• с,- а', -N 11 } 
С,С+а 

1 

получим (m ~ 0) 

зF{ 
N-p-1 

2 

3/ 2, 
11 ." -i _ll__ 

• 1 + m, 1-m } 

1 -N 2m 

.{ N-p } х F --2- . m, -m 
3 2 1 1 

1/ 2, -N 

Г(N+р+1 )Г(N-р+1) 
2 2 

--- - - -------- х 

гс N+p +1) гсl!.::.е... + 1) 
2 2 

После этого легко написать единый ответ (m ~ 0) : 

<N, miN. Р>± = (-1)N-m ____ N_!_____ (N+p)f (N- р)! v--.----x 
2N-IГ( N +Р + 1) Г( N -р +1) (N +m)! (N- m)! 

2 2 

/10/ 
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{ 

N -Р } --т-· m, -m 

3 
F

2 
\1 (1 - ...!. 0 ) . 

1/2, -N 2 m,O 
/11/ 

3. Эллиnтические координаты связаны с полярными следующим об
разом: 

r r2 2r 
сь.; = R + ...; R2 - R соsф + 1 , /12а/ 

------
r ./ r2 2r 

соsтт = - - -v- - - соsф + 1 . 
R R2 R 

/12б/ 

Они изменяются в пределах О::; ( < оо , -17::; тт ::; 17. 1 R_? 0/. Подбазисы 
с данной четностью относительно преобразования тт ... -тт даются вы

ражениями /З/: 

<+> с<+>< > q <·.; 17 N-q 71 
·'· (" 71· R) = R hc 1- +- · -R)hc (~· R) "'Nq r,, .,, Nq N 2 2 ' N 2 ' ' 

(-) (-) · q ( 17 N-q 
фNq ((, 11; R) = CNq (R) hsN (i"2 + 2 ; -R)hs N <f; R), 

в которых 

wR 
hcq (z R) -2 eos2z 

N • =е 

N 
I а2 (~ cos2z ) s 

s=O s - 2--- /13а/ 

- wR eos2z . N-1 
h q ( R) _ 2 __щn2z I а (...!.±.. cos2z )s 11 3б/ 

SN z, -е 2 s=O 2s+l 2 , 

а с~±) (R) - нормировочные константы. Коэффициенты а 28 и а 2s+l 
счит:ются известными /см. ниже пункт 6/; в частности, ао= 1, 
а_2 = О; а 1 = 1 , а_ 1 = О. Квантовое число q при данном N равно 
числу нулей угловой эллиптической функции, т.е. функции, завися

щей от 11 • Для четного подбазиса О< q .<N, для нечетнаго q лежит 
в интервале 1 ::; q ::; N. - -

Разложения эллиптических подбазисов по полярным имеют вид 

(±) N (±) 
ФNq ((, 11; R) = m=~;l <N, m \N. q>± ФNm (r, ф). i14/ 

Как и в пун кте 2, устремляя r к нулю, получаем 

17 ) l/2 (+)( ) 
<N,m=OjN, q>+ =(-;J CNq R. /15/ 

Вычисление остальных коэффициентов проводится в . полной аналогии 

с тем, что делалось в пункте 2 для случая m ~ О. Это приводит 

к формулам 

4 

wR 
m - m (+) 2 <N, m 1 N, q> = (-1) у217 - CN (R)e х 

+ w3 q 

х г hcNq (i(/ 2 + .!!_, -R) R (..!!. (ch(- 1)) _.§!!L d(, 
О 2 Nm 2 ch(- 1 

/16а/ 

wR - (-) -
<N,miN,q> =i(-1)m yд.C (R)e 2 х 

- 2 Nq 

~ jhsNq (i_{+д.,-R)R . . (Ji(ch(-1))d(. 
О 2 2 .. Nm 2 

/16б/ 

Пользуясь формулами /13а/, /13б/, /2в/ и интегрируя по d(, полу
чаем 

m 17 )1/2 с<+> (R) 2N! ---
<N, mi N. q>+ =(-1) (w 3 Nq y(N+m)!(N-m)! 

m a2s(-R) ---- ( -m) s (m) s ----
/17а/ 

I 
s=O (-2wR)s (-N)s 

(-l)m( 17 )1/2 m(N-1)! c<->(R). <N ml N q > = -- -- Nq 
' ' - 2wR w 

3 y(N + m)! (N - lii)! /17б/ 

mil a2s+l(-R) (m + 1)s(1- m)s 

s=O ( -2wR) 8 (1 - N)s 

4. Рассмотрим теперь разложение эллиптических подбазисов по 
параболическим 

,,,(±)(l: (±) 
"'N· r,, 71; R) = I <N, Pl N, q>+ rl1' (u, v). 

q р - ~р 

Переходя от параболических координат к эллиптическим 

u2 = Ji (ch( + 1) (1 + cos71), 
2 v2 =.Е. (ch(- 1) (1 - cos71), 

2 

выбирая 71 равным 17 и пользуясь ортанормируемостью полиномов 
Эрмита, получим 

N+p 

<N, р 1 N, q > + = (-1)2- ~p+l 
(N ·+p)! 

2 
Ц) 

y(N + р)! (N -р)! 
с<+> (R) х 

Nq 
/18а/ 

wR 
оо - 2 (eh(...,. 2) ---- ---

х f е hcq (i.i + д.i - R) Н (ywR (ch( _ 1)) yR(ch( +0 dc 
О N 2 2 -"N-p 2 r,' 

.s 



N+p-1)' 
~Р -1 Р с 2 ~_._с<-> (R) х 

2 _2 _ ------- Nq 
<N, P\N, q >_ = (-

1
) щ3/2 y(N + р)! (N- p)l 

(I)R с 
оо -2 (eh!,- 2) 

f 
е N- с х -- hs q С !. тт • о yR(chf,+ 1) N 12 + 21 - R)HN-'-p (yщR(chf,- l))YR(~hf,_!-_.!! df,. 

/186/ 

Выразим в этих формулах полиномы Эрмита через вырожденные гипер

геометрические функции и воспользуемся разложениями /13а/ и 
/136/. Это позволит нам провести интегрирование и получить 

N + р ( N + P)j 
-- N -г (+)(R) x 

2 _2 - ----- CNq 
<N, р \ N, Q>+ = (-1) щ372 y(N + n)! (N- n)! 

~ a2
8
(-R) Г(s+1)Г(s+1/2) 

х .:.., ------ --------
s=O (-2шR) 8 rv 1 N -р) , \s + - --

2 
(N +2р- 1 ) ! 

---· 
N+p-1 N-2 
-2-2 

<N, p\N, q > _ = (-
1
) (1)5/2R y(N + р)! (N- р)! 

х Ni 
1
_3 2_s_+_1 _< -_R_) _!:(s ~-12!_<_s _+ _з;_2_) 

R=O (-2шR)s Г(s+1--N_-.:__!I_:_~) 
2 

(-) 
С Nq(R) х 

/19а/ 

/196/ 

5. При R ~ О эллиптические координаты переходят в полярные. 

Проследим за этим пределом в формулах /16/ и /18/. Из / 3/ извест
но, что при R .. о 

hc q (i.f + .!!_; -R) .. (~) q - (2q)! у (N - q)! - R (r). 
N 2 2 (I)R (2ш)3/2 (N + q)! Nq 

/20а/ 

hsч(i.f + ...!. ; -R) .. -i(~)q ~q-= 1)1 y_Qi_::Jill__ R (r), 
N 2 2 (I)R (2~12 (N+q)! Nq 

/206/ 

c<+>(R)~ (-1)q(8(1)~)1/2(иR)q y(N+q)! 
Nq (2q)! тт 2 (N- q)! 

/20в/ 

С(-1 (R) ~ (-1)Ч2q2 ~3 )1/2 · ((1)~ q у (N + q)! 
Nq (2q)! 17 2 (N - q)! 

/20г/ 

6 

1 

1 
1 

Пользуясь этими формулами, сразу получаем 

<N,m=O\N,q> =2у28 0 , <N,m\N,q > = у28 
+ q ± qm 

Поставим теперь /20/ в /18/ и учтем /7/. Тогда после двукратно
го применения формулы /10/ 

{ 

N- Р / / } N +Р +1 { N-p } ---,m+12, -m+12 Г(---)N' ---.m,-m 
2 2 . 2 

3F2 \1 = --------3F2 \1 

1/2, 1/2 - N Г(N +~)Г( N
2
tl'.) 1/ 2. -N 

{ 

N-p-1 } пN+р+2 { N-p.-1 } - 2 ,m+1/ 2,-m+1/2 •\2 -)(N-1)! --
2

-,1+m,1-m 

3~ \ 1 = --------- 3F2 \1 • 
3/2, 1/2 - N Г(N-r-!.)r(ti±P.:t-.1..) 3/ 2, 1 - N 

2 2 . 

приходим к выводу, что при m 1= О 

R-+0 1 
<N, P \N. q> --+ ± -:- <N. p \N. m> . 

~ у2 
Фактор 1/у2 возникает вследствие принятого нами условия норми

ровки 

J\ Ф.N(±)(f,, 77;R>I
2

dv = 1, {\1/J(±)(r, ф) \ 2 dv = 1/2, (m f. 0). 
q · Nm 

Рассмотрим теперь предел R .. оо, в котором эллиптические коорди
наты переходят в параболические. В этом предел~ согласно /3/, 

(I)R wv 2 N-p ( N -р )! 
f, - 2 hcNq (i- + ~; -R) .. (-1) 2 __;: __ е - 2- -2-н <vwv> 

N-p 2 2 (N- р)! 

wR w .. 2 
N-p+1 (N-p.-1 )! -2 --г 

. f, 17 • 2 _2 __ е н_ (y(l)v) hs~ (1"F + 2 ; _-R) .. 1( -1) (N - p)l 2у2шR N Р 

(+) (-1)N( w3) 1/2 ~ + р)! (N- р)! 
CNq (R)-- r -;;- (li±JL )! (l:i=JL )! 

c<-><R>-
Nч 

2 2 

N+l 3 !. ) 
(-1) w 1/2 y(N+p)!(N-p! 

i--- (-) SwR -'------
2 N 17 (!i±J!..)I (~ )! 

2 2 

7 



Эти формулы приводят к результатам 

н~ н~ 
<Nrn jNq>± --+ <Nrn jNp>±, <Np jNq >± --.8p,

2
q-N' 

6. Вернемся к формулам /17/ и /19/ и займемся коэффициентами 
a2 s и a2s+1 . Со г лас но /З/ , эти коэффициенты удовлетворяют трех
членным рекуррентным соотношениям: 

a2s a2s+2+ {32s a2s+ Ry2s a2s-2= О, 

а2 5 = (s + 1) (s + 1/ 2), {325 = -s2 + [2Scu + ~ - 1] R - А ..(+)(R) , /21а/ 

у25 = 2t:u (-N + s - 1); 

~s+1 a2 s+3 + {32s+1 a2s+ 1 + Ry2s+1a2s-1 =О, 

а2 1 = (s + 1) (s + 3/ 2), {32 1 = -(s + 1)
2

- [2&и + &и -1]R-A'(-)(R); /21б/ s+ s+ 2 

Y2s+ 1= 2t:u (s - N)' 

А,(±) v в которых величины определяются из уравнении 

fЗо а о 

Ry2 {32 а2 

=О, /22а/ 
' 

Ry2N-2 {32N-2 a2N-2 

Ry2N {32N 

{31 а1 

Ry3 fЗз а3 

1 =о. 

Ry2N-3 {32N-3 a2N-3 
/22б/ 

Ry2N-1 {32N-1 

Квантовое число q , определяющее эллиптический базис, нумерует 
в порядке возрастания корни этих уравнений . Находя из /22/ кор
ни A~~(R) и далее определяя а 25 и а 25+1 из /211, можно пост
роить коэффициенты <Nrn jNq >. и <Nр j Nq > • • Результаты таких вы-
числений приведеныв та9л.1-~ . -

В заключение выражаем искреннюю благодарность Я.А.Смородинско
му,Л.И.Пономареву, А.В.Матвеенко, С.И.Виницкому за полезные 
обсуждения. 
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Таблица 1 

N m < Nml Nq >+ A<•l 

о о 1 д••l =о 

1 о {А''' • 1 у 
2А'' ' + 1 д··~ (д~·~ • 1 ) = 

1 1 
3 Дt•l { Д<•l ·1 }12 = ~· R2 
П"R 2дt•l +1 

2 о 
{ 25 д1•1 2 1 д''' 2 f~ 1 + 12 ( R ) • 3 (А''' • t. ) . 

2 1 2 А"' { + li ( ~1•1 )2 .l ~)2 }~ 
.ffi R 1 1 2 R 3 ( А''' + 1. 

д<•J !.д'·'· 1) (д'·'· 4) = 

-~ = 1БR 2 (Д'•' • 3) 
2 2 

2 д~·· { 2 5 Д<•l 2 1 Д<•J 2 } 
.Jб А''' .~. 1 • 12 ( R ! + з- ( д'·' • 1. ) 

25 

Таблица 2 

N m < Nml Nq >_ !f'' 

1 1 -{2 дн' =-1 

2 1 
{2 дн' + 1. ,~ 

- ( 2д<- l ' t 5 ) ед:-J' t 1 )(дн ' + 4) ::: 

2 2 
5 JJ.-''•1 дн'•t. 1;2 

- J2 -R- ( 2дн'•5 } 
= 2t.5 R2 

3 1 -{2 { ·• ~ ( д•-•'•1 }2 + 1_ ( дн' +1 }2(2 
2 1 1 О R 5 д•-' ' • 9 

(.Д:_,.+ l)(д-1 · +4)(~-~"·9~ 
7 1(-''•1 { 1.9 ~-··., 2 3 ,tt-•·., 2 }-у2 

3 2 -J5 -R- 1 • I0 ( -R-) + S ( д-У •9 ) 2 
= 1бR (/('' •6) 

~ .е.:- ' ' •1 { 1.9 ,е.:- ' '+1 2 3 д<-1·., 2(2 
1.9 

3 3 - 5 ~-·· •9 1 + IO ( -R-) + S ( ~-У •9 ) 

9 



таблица 3 

N р <Np \ Nq>. ~+1' 

о о 1 д(+l' =о 

. v. 

1 1 l(Дt•''- 2R){ 2(д••''•11 }
2 

l.R 3 21~·1' .. 1 
~·~·( ~·~·. 1) = .!!._ R

2 

_ _1_ ( д<•>' + 2R ) { 2(~':11 }~ 9 

1 ·1 l.R 3 2/11•1 +1 

2 2 ~н А"'(д:··~ ,_ L.R) { 1· 25 ( ДI·У)~ .!..( д<·1'~2 
2l. 2 R1 5 12 R 3 д1•>'•L. 

дi•У ~д•>' t 1 )(д<•>' + 4)-
2 { 25 Дl+)' 2 1 дt•l' 2 }-~ 2 о ~·~~ 1 + 12( -R-) • J( дt•l'+l.) • 16~ (Дt•l' + 3) 

25 н д'•{~···., .. L.R){1 •25(/JI•I')~!.( Дl•>' )2f~ 
25 

2 -2 2l. 2 R1 5 12 R 3 ~t+L. 

Табnица l. 

N р <Np 1 Nq>_ ~-) 

1 о 
_, ~-·· =1 

2 1 _ .L 2._ ( ~-··. 1 _ 2R ) ( ~->' + l. )~ 
.f2 2R 5 2~-···s 

~~-~~ 1 нд:-·~4) 

_i i(~-1' t 1 +ж) ( Дl-1 tl. )~ 
.!!.. R2 

2 -1 25 
.J2 2R 5 ~-·. 5 

3 2 -i it~vt···4- ': )f1·~g ~~~~ )2• ~~;:::~п-~ 

-i 2'!! {1 • л ( k''·JI )2· _i_ (N····1 )т~ 
(д-''• 1 ){д-~4 )(Д"' ~9). 

3 о .. 16 ,r (д-~· • б ) А"+9 10 R 5 .--•.g 
'9 
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