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В настоящее время метод обратной задачи р~ссеяния является 

одним из наиболее эффективных методов исследования нелинейных 

задач. Непреходящая ценность получаемых с его помощью резуль­

татов заключается nрежде всего в их завершенности. В процессе 

своего развития метод обратной задачи позволил обнаружить уди­
вительные связи, существующие между различными и, казалось бы, 
никак не связанными между собой результатами математического 

анализа и классической механики с одной стороны, и весьма дале­

кими разделами теоретической и математической физики - с другой. 
Обнаруженные связи являются убедительным свидетельством единст­

ва этих наук. В нелинейную механику метод обратной задачи принес 

новые идеи и концепции, позволившие по-новому взглянуть на мно­

гие уже известные явления. Все это объясняет тот повышенный ин­
терес, который nроявляют к методу обратной задачи как матема­

тики, так и физики- теоретики. 

В могучем потоке работ , посвященных развитию и применению 

метода обратной задачи, следующие две nроблемы находятся и, по­

видимому, еще долго будут находиться в центре. Прежде всего, -
это поиск новых нелинейных систем, для исследования которых 

применим метод обратной задачи. Затем следует ~торая, тесно 
связанная с первой, проблема нахождения решения обратной задачи 

рассеяния применительно к новым классам операторов, используе­

мых в рамках названного метода. На основании имеющихся достиже­

ний можно попытаться сделать кое-какие прогнозы на будущее. 
Начнем с такого вопроса. Характерной чертой систем , интегри­

руемых методом обратной задачи , является высокая степень сим­

метрии, находящая выражение в существовании бесконечного числа 

законов сохранения. Возникает естественный вопрос: является ли 

это свойство достаточным для применимости метода обратной за­

дачи, т.е. любая ли система, имеющая бесконечно много законов 

сохранения, может быть проинтегрирована с помощью метода обрат­

ной задачи? Приводимый ниже пример показывает, что это не так. 
Действительно, система уравнений 

~ + 4uau "' afu +.!. д llu + .L(vw) 
дt ах ах 2 2 "дх'J ах 
av aPv a2u а 
-+от-- +..--v + 4-а· (uv) =о 
дt дхz дх2 х 

дw + 4u aw .. а ew + а 2u w 
дt дх дх 2 дх2 
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~~<меет бесконечное число законов сохранения вида 

д iJ 
FTm+дXXm=O, m=0,1,2, ... , 

где Tm и Х ш- nолиномы от u , v , w и их nроизводных по х 

соответствующе-го порядка. Справедливы равенства 

Т 0 =·vw, ·т 1 = 4uvw - -vw'+ v'w, 

т2 = 4u 2 vw- 2u(vw'- v'w) - v2 w2 - v'w', 

з 2 2 ., 
Т3 = S2u vw - 24u '..(vw'- v'w)- 24uv w"'+ Su(vw"- v'w' + v"w) + 

+ 6vw(vw'-v'w) -(vw"'-v'w"+ v"w'- -v'"w), 

где штрихами обозначены nроизводные по х. С .другой стороны, 

система /1 1 обладает инвариантным многообразием v = w =О. 
Движение на этом многообразии оnисывается уравнением Кортевега­

де Вриза-Бюргерса 

~ + 4u~ = ~ + .!. asu 
at ах ах 2 2 ах 3 

о котором известно, что его невозможно nроинтегрировать с по­

мощью метода обратной задачи · рассеяния. 

К сказанному выше можно добавить следующее. Рассмотрим не­

линейную эволюционную систему 

au au д2 u /2/ ....- = _. F(u, -, -. -, ... ), 
дt дх ах 2 

где u = (u 1' • .., un) и F = (F 1 , • ..,.F n). С этой системой тесно связана 
система с конечным числом стеnеней свободы: 

z = f(z), /3/ 

где z = (z 1' ... , z n) , а f(z) = F(z, О, О, ... ) • Система /3/ описывает 
эволюцию во времени не зависящих от х решений системы /2/. За­
дадимся вопросом: какова связь между системами /2/ и /3/? В част­
ности, будет ли система /3/ вnолне интегрируемой, если система 
/2/ интегрируется с nомощью метода обратной задачи? Если ответ 

на этот воnрос nоложителен, то отсюда следует, что создание эф­

фективного метода, позволяющего в общем случае ответить на воп­

рос - интегрируема ли система /2/ с помощью метода обратной за­
дачи, вряд ли осуществимо в обозримом будущем, ибо, безусловно, 

более простая задача определения условий полной интегрируемости 

системы /3/ не решена nри n >1, несмотря на усилия многих мате-
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матиков на протяжении двух nоследних столетий. Если же из nри­

менимости метода обратной задачи к интегрированию системы /2/ 
не следует полной интегрируемости /3/, то это значит, что с по­
мощью изучения стохастического характера поведения решений сис­

темы /3/ нельзя делать решающих выводов о неприменимости метода 
обратной задачи к интегрированию системы /2/. В настоящее время 

исследования ведутся в обоих названных выШе направлениях.Сфор­

мулированная выше дилемма означает, что по крайней мере одно из 

этих направлений не оправдает возлагающихся на него надежд. 

Вообще следует иметь в виду, что даже вполне интегрируемая 

система с бесконечным числом стеnеней свободы может иметь ко­

нечномерные инвариантные многообразия, на которых ее nоведение 

может носить довольно экстравагантный характер. Так, наnример, 

уравнение 

. . 2 

д.:..!!!. _ ~ = sin ф 
at2 ах2 

/4/ 

имеет инвариантное многообразие, образуемое решениями вида 

ф = q (z) , z = .L(x 2- ·t2) , если функция q = q (z) удовлетворяет 
уравнению 4 

d(dq) . о - z- + sшq = • 
dz dz 

/5/ 

Это так называемые автомодельные решения уравнения /4/, инва­
риантные относительно nреобразований групnы Лоренца. Уравнение 

/5/ оnисывает движение маятника, масса которого является линей­
ной функцией независимой переменной z. Система /5/ является 
гамильтоновой, однако не имеет ни одного nервого интеграла. 

Ее гамильтониан Н имеет вид Н = ~- cosq и тоже не является 
2z 

первым интегралом. 

Поведение траекторий уравнения /5/ при z > О легко можно 

nредставить, если перейти к новой не зависимой nеременной у= ln z. 
В результате уравнение /5/ nримет вид 

2 
h+eYsinq=O. /6/ 
dy2 

Отсюда следует, что почти все решения этого уравнения при у .... оо 
будут на плоскости (q,dq/dy) накручиваться спиралями на устой­

чивые положения равновесия вида qk = 2k"" dq/ dy =О, k =О ,±1,±2, ... 
Решения, накручивающиеся на разные устойчивые положения равно­

весия, будут разделяться сепаратрисными поверхностями, образо­
ванными решениями, которые при у .... оо асимnтотически nриближают­
ся к неустойчивым положениям равновесия вида qk = (2k + 1 )77, 
dq/dy = О, k = О, + 1 , +2,. . . . При у .... -оо решения уравнения 
/6/ допускают представление q = с 1 у + с0 + р(у, с0 , с 1 ) , где с0 
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w с 1 - константы, nринимающие nроизвольные вещественные значе­

ния, а функция р(у, с 0 , с 1 ) .. о nри у .. -оо равномерно по с 0 и ct. 
При z < О nоведение траекторий уравнения /5/ имеет аналогичныи 
характер. Этот случай с nомощью замены z -+- z,, q -+ q + rr сводится 
к рассмотренному ранее. 

После всего сказанного становится ясным, что nоиск частных 

критериев применимости метода обратной задачи для интегрирова­

ния новых нелинейных эволюционных уравнений является в настоя­

щее время весьма актуальным. 

Предлагаемый нами прием оказался плодотворным и позволил 

найти несколько новых систем, интегрируемых методом обратной 
- задачи. Суть его состоит в следующем. Пусть система S 1 интег­
рируется с nомощью метода обратной задачи для оператора f 1• 
а система S 2 - для оператора f 2 • Рассмотрим вопрос: какое 
взаимодействие между системами s 1 и s 2 допустимо, чтобы по­
лучившаяся в результате система S могла быть проинтегрирована 

с помощью метода обратной задачи для некоторого оператора f . 
и как этот оператор связан с операторами f 

1 
и f 

2 
? В ка­

честве иллюстрации к сказанному выше предположим, что система 

S 1 описывает распространение длинных волн, а система s2 -

распростра нение пакета коротких волн. Системы первого типа опи­

сываются с помощью урав нений Кортевега -де Вриза, Буссинеска 

и некоторых других. Системы второго типа допускают описание 

с помощью уравнения Шредингера или нелинейнога уравнения Шре­

дингера. Для интегрирования систем первого типа применим, как 

известно, оператор f 1 вида 

. k 0 + 2 
f1 = L = д + 

ko - k 
~ ukiJ, k0 ?:,0, 

k=O 
171 

где д - оператор дифференцирования по пространственной перемен­

ной х , а u 0, ... , uk
0 

- функции х и времени t. Для интегрирова­

ния систем второго типа, как известно, применим оператор f 2 
вида 

f2 х = 
д v 

w д 

где v и w - функции х и t. А теперь с помощью операторов L 
и Х образуем оператор f в ида 

f = 
·L v 

w а 
/8 / 

и применим его для интегрирования системы уравнений, оnисываю­

щей взаимодействие длинной волны с пакетом коротких волн или, 

выражаясь иначе, - для описания взаимодействия "жесткой" и "мяг­

кой" подсистем. Такого рода разбиение системы на "жесткую'' 

и "мягкую" подсистемы является широко распространенным и допу-
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стимо в ряде задач гидродинамики, физики плазмы, физики твер­

дого тела и других разделов естествознания, например, биофизики. 
При этом обнаружилось, что в практически интересных случаях 
оператор f вида /7/, /8/ эквивалентен самосопряженному, т.е. 

~ k 
самосопряженным является оnератор f = Лf, г~ Л"' diag(i 0 , ±i). 
Тем не менее, дискретный спектр у оператора f-711, где l=diag(l,O), 
а 71 - спектральный параметр, оказался комплексным. Это потре­
бовало несколько необычного опр~деления собственных функций 
дискретного спектра оператора f- 71I. Для иллюстрации этого 
утверждения рассмотрим следующие два примера. 

В качестве nростейшего примера возьмем систему 1 1/ 

дu дu д 1 12 о - + с - +а---.. ф = · , 
дt t дх дх 

- - - 2 

i~ + ic 1!!. = {3uф + у!..д. + 8IФ 1 2 ф, 
дt g дх дх2 

191 

описывающую взаимодействие на оси х длинной волны с пакетом 
коротких волн. -Здесь u определяет профиль длинной волны, ф -
комплексная огибающая пакета коротких волн, Cf - фазовая ско­
рость длинной волны, с 1 - групповая скорость пакета коротких 
волн. Константы а , f3 , у , 8 являются параметрами системы 
и определяются в каждом конкретном случае. Существенно, что все 

константы с f, cg , а , f3, у , 8 могут принимать только ве­
щественные значения. После замены 

u = v(x- crt· t), ф .. ф(х- crt, t) exp[iu(x -rt)], 

С - Cf С + Cf 
где а = g , т = g , система /9/ принимает вид 

2у 2 

ддv + а...._да IФ 12 =о, i!Ji!_д = f3vф +у~+ 81Ф 12 Ф. /1 О/ 
t х t дх2 

Далее, в предположении, что af3y ~О, с помощью масштабного пре­
образования 

х'=Лх, t'=yЛ2 t, V=fГ1 yл2v', r/J=уЛ2ф' 

система /10/ приводится к виду /штрихи опущены/ 

дv д 1 12 - +аf3Л- ф =0, 
дt дх 12! = ~ + ~ н1Ф1 2 Ф, с=-у8Л2 • 

дt ах2 

Подчиним теперь выбор Л условию, чтобы якобиан 

J = det д(х', t') "'уЛз 
д(х, t) 
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был положительным. Тогда, полагая а{ЗЛ = 2к, где к.= 1, если а{Зу > О, 
и к.=-1, если а{Зу<О, окончательно получим систему 

. . 2 

1:!.... + 2к..L IФ 12 =О, i2/!_ = vt{н !..,i нiФ 12 ф, 
~ h ~ h2 

Е= 4у8 
а 2 {32 

/11/ 

При Е=О система /11/ обладает операторным представлениен 

af = (j •• < f - 7J] > + <f -71л • (j • 
дt 

где I = diag(1, О), 7J - спектральный параметр, операторы f и (j 
име~т соответственно вид 

f 
ф - .iк.д 

iд 2+ iv о а 2 + v Ф 
(j 

кФд-к.~ 
дх 

о 

а (j*- оператор, сопряженный к (1. Нетрудно видеть, что если 
v = v, то f * = f, т. е. оператор f является . самосопряженным, 
если функция v принимает только вещественные значения. Таким 

образом, при Е= О система /11/ допускает исследование с по­
мощью метода обратной задачи. Метод обратной задачи позволяет, 

в частности, найти односолитонное решение этой системы. Оно 

имеет вид 

21l
2 

·'·- exp[iv(x+2vt)] [-·t .. 2 ~)t] ----=---. --, 'f' - с ехр 1 ~~-' + v- , 
ch 2 [ ll ( х + 2v t ) ] ch [ ll (х + 2vt)] 

/12/ v 

где р. - вещественный параметр, принимающий любые значения, кро­

ме р. =О, а величина с определяется из условия 2р. 2v + к 1 с 12 
= О. 

Это условие означает, что параметр v может принимать произволь­

ные значения, принадлежащие полуоси v <О, если к= 1, и полуоси 

11 >О, если к= -1. Таким образом, допустимые значения парамет­
ра v удовлетворяют неравенству к.v <О • 

Возвращаясь к исходным переменным, получаем, что фазовая 

скорость с 8 солитона 112/ определяется выражением 

ук.v 
с = cf-4--. 

8 а{З 
/13/ 

Отсюда следует, что если af3yct>0, то lc
8
l>lctl, nричем C8 Cf>O. 

Если же а{Зусt< О, то слагаемые в правой части равенства /13/ 
имеют nротивоnоложные знаки. Это значит, что возможно либо 

c
8
ct< О, либо c

8
cr>0, но в последнем случае имеем lc

8
\-< lcrl· 

Выясним теnерь, как связаны nараметры р. и v солитона /12/ 
с дискретным сnектром оператора f - 71I. С этой целью рассмот­
рим уравнение ( f - 711) х = О. Полагая х = (f', g), nриходим к сле­
дующей системе: 
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f" + vf + фg = f1f, g , + iкф r = о' /14/ 

причем коэффициенты v и ф этой системы определены посредством 

/12/. При 71 = (р. + iv) 2 система имеет решение вида 

f = exp[iv(x + 2vt)] , g = _ iкс- exp[ll(x + 2vt)] exp[i(JL2 + 11 2)t], /15/ 
ch[ р.(х + 2vt )] ll ch[ р. (х + 2vt)] 

которое в нашей ситуации естественно назвать собственной функ­

цией системы /14/, отвечающей точке 7J = (!l + iv) 2 дискретного 
спектра оператора f- 71"1. Действительно, согласно /15/, имеем 

lfl + 12!..1 ... О при х-+ ±оо, а j lf(x)l
2 

dx <..,. Легко видеть, что 
h -оо С 

если р. > О, то lgl-+0 прих ... -оо,а при х-.. о имеем Jgj -+ 2 1-1. 
Аналогично, если р. < О, тolgl-+0 при Х-+оо, а прих ... - ... , ~меем 
lgl ... 21~1. Возьмем теперь вытекающее из /14/ соотношение 

р. 

- - - - - 2 
(f'f- rt'),- iк.(g'g + gg ') =(7J-7J)If'l 

и проинтегрируем его по х от -оо до .... В результате получим ра­

венство 

_ ... 2 2оо 

(71-71) r jf(x) 1 dx =- iк.lgl 1 
-оо 

-оо 

Поскольку l g l -+0 только либо при Х-+-оо, либо при х ...... , то из 
этого равенства следует, что Тj f, 11· 

Рассмотрим систему /11/ при (.;,о. Оказывается, что и при 
Е .;, О она имеет солитонное решение вида 

v = а 'ф 
ch 2[ ll (х + 2vt)] 

exp[iv(x + 2vt)] exp[-i(JL2 + 
11

2)t], ь 
ch [ ll ( х + 2vt ) ] 

где 

а= 2!l2 ' lb 12 =- 2к!l2v 
1-ocv 1- fК.V 

nричем nараметр р. может nринимать nроизвольные действительные 

значения, кро~е р.=О, а nараметр v принимает любые действитель-

ные значения, удовлетворяющие неравенству (1 - ЕК.V) кv <О. Эле-
ментарный анализ этого неравенства показывает, что nри Е > О 
множество допустимых значений nараметра v заnолняет всю ве­

щественную ось, кроме отрезка длины 1/ Е, причем, если к.= 1, 
то множество заnрещенных значений nараметра v заполняет отре­

зок [0 , 1/Е], а в случае, когда к=-1, множество заnрещенных 
значений nараметра v заnолняет отрезок [ -1/Е, О]. Наоборот, nри 
Е < О множество доnустимых значений nараметра · v заnолняет ин-

тервал длины 1/Е, причем, если к=1 , то доnустимые значения 
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nараметра v принадлежат интервалу (1/ t, О), а в случае, когда 
к = -1, допустимые значения параметра v заполняют интервал 

(О, -1/Е). Таким образом, если мы попытаемся свw.зать параметры /l 

и v с дискретным спектром некоторого оператора, с помощью ко­

торого надеемся проинтегрировать методом обратной задачи систе­

му /11/ при Е,;, О, то увидим, что дискретный спектр этого опе­
ратора должен иметь на комплексной плоскости расположение, . удов­

летворяющее некоторым ограничениям. Неопределенность этих огра­

ничений состоит в том, что связь между параметрами J.L и v с од­

ной стороны и точками дискретного спектра интересующего нас опе­

ратора - с другой - неизвестна . 

Система /111 при t = О имеет бесконечное число законов со­
хра нения вида 

а а 
-Т +-Х =О, m =1,2, ... , at m ах m 

/16/ 

где Т m и Х m являются полиномами от v, Ф , ф и их производ-
ных по х соответствуt:>Щего порядка . Справедливы равенства 

T 1=v, T3 = V 2 + iк(фi1!...a _ 2!/La Ф>. т2 =1Ф1 2 , T4 =viФI 2 -Iдt l 2 • 
х х ах 

Нетрудно убедиться, что при m = 1 , 2, 3 величины Х m можно вы­
брать так, что соотношение /16/ будет выполняться и п ри Е,;, О . 
Однако уже для m = 4 это оказывается невозможным. Тем не менее , 
если мы добавим к Т4 член ~ IФ I 4 , т.е. положим 

т 4 = v IФ 1 2 - 1 дф 1 2 
+ .!._ IФ 1 4 

ах 2 ' 

то новое выр~жение для Т 4 будет определять закон сохранения 
вида /16/ для системы /111 и при Е ,;, · о. Неясно, можно ли этот 
процесс продолжить до бесконечности и, если можно, то является 

ли это свидетельством того, что система /11/ интегрируется с по­
мощью метода обратной задачи и при Е ,f, О. Заметим, что несколь­
ко отличное от приведенного здесь рассмотрение системы, экви­

валентной системе /11/ при Е= О, содержится в 121• 
С системой /11/ тесно связана система, играющая важную роль 

в физике плазмы: 

. . ' 2 ' 
д!!. - L(au 2 + ,в.L!!.) = лL IФ 12, at ах ах2 ах 

. . 2 

i.i!l!. = uф + 2..;.:2_ нiФ 1 2 Ф • at ах 2 
/17/ 

где а, ,8, Л и Е - параметры, принимающие только вещественные 
значения . Следующие три теоремы определяют условия, при выпол­

нении которых система /17/ имеет решения указанного ниже вида. 

8 

,[ 

t 

Теорема 1 . · · Если в системе /171 параметры а , ,В 

от нуля и удовлетворяют условию 1:1 =(а - 3,8) а Е > О, 
вует следующее решение этой системы: 

А 
u = --::--~---

ch 2 [j.L(X + 2vt)] 

где 

Ф = В exp(ivx) exp[-i(J.&2- v2)t] 

ch[/l(x + 2vt)] 

и l отличны 

то сущест-

А= 6o.-l,в/.L2, IBI2 = 2а-2 l-2 /l26., /18/ 

параметр /l принимает 

/l = О , а v = 2.ВJ.L2 + 

произвольные вещественные значения, кроме 

(а- З,В)Л 

6,8Е 

Теорема 2. Если в системе /17/ параметры а, ,В 
от нуля, а = 3,8, а Е= О, то существует следующее 

системы: 

и л отличны 

решение этой 

2; А. В (' ) exp[-i(ll2-v2)t] 
U= , "~"= · exp1vx , 

ch 2 [/l(x + 2vt)] ch[J.L(X + 2vt)] 

где IB 12 = 4(v - 2,81l 2 )Л -l /l 2 , а параметры J.L и v принимаЮт любые 
вещественные значения, удовлетворяющие неравенству (v- 2,8/L2)Л > О. 

Замечание 1 • При Л-+ О указанные в теоремах 1 и 2 решения 
можно непрерывно продеформировать в солитон уравнения Кортевега­
де Вриза и образующее волновой пакет рашение уравнения Шредин­

гера с потенциалом u = u(x, t). При Л= О величина В в первом 
случае определяется по-прежнему выражением /18/, а во втором­
может принимать произвольные комплексные значения. Параметры /l 

и v в обоих случаях удовлетворяют равенству v = 2,8р. 2. 

Теорема 3. Если в системе /171 Е = О и выполнено соотношение 
1:1' =(а- ,В)Л > О, то существует следующее решение этой системы: 

U= 
8р.2 А. В (' ) sh[j.L(X + 2vt)] ( ·r .. 2 2)t] 
~----, "~" = · ехр Ivx ехр -1"" - v , 

ch 2 [ /l (х · + 2vt)] ch 2[ /l (х + 2vt) ] 

где IBI 2 ."; 36Л:..2 р.~',параметр ll принимает произвольные веществен-
2 

ные значения, кроме /l = О, а v =(за- ,В) /l • 
Ввиду полной элементарности доказательства этих теорем опу­

щены. 

В качестве второго примера рассмотрим систему 

д 2u д 2 2 д 2u д 2 2 . аф 
- - -(au + ,Вu +у-)= 8-IФ 1 , 1- = аuф + at 2 ах 2 ах 2 ах 2 at 

/19/ 

ь~ + с1Ф1 2Ф. 
ах2 
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также описывающую взаимодействие на оси х длинной волны с па­

кетом коротких волн. Эта система довольно универсальна и встре­
чается в гидродинамике, физике плазмы, физике твердого тела 

и ряде других разделов науки. В частности, в биофизике она ис­
пользуется для описания взаимодействия внутримолекулярных воз­
буждений с акустическими фононами /3/, Существенно, что констан­
ты а , {3, у , S, а, Ь и с, являющиеся параметрами системы, 
могут принимать только вещественные значения. Предположим, что 
аЬ f, О. Тогда с помощью замены переменных х'= рх, t' = bp2t, 
u = а-1 

bp 2 u', ф = Ьр 2 ф' система /19/ приводится к виду /штрихи 
опущены/ 

a2u а 2 a2u а 2 аф д 2Ф 2 
-. -- -(кu + llu 2 +v~) = A~IФI 2, i~ = uф +- + EIФI ф, /20/ 
дt2 дх2 дх2 дх 2 дt дх2 

где к = _а_, ll = JL, v = L, Л=~, Е= Ьер 2. 
ь2р2 аЬ Ь2 Ь 

При к = О , ll = l , v= 1/ 3, Л =±8/3 и Е =О система /20/ обладает 
операторным представленнем 

д~ 
дt 

где 

~ 

(1 * · ( ~ - 11 I) + (~ - 11 I ) · (j , 

· 3i 
iдз+ -(д. u + uд)- Р 

4 

-iф 

iф 

+iд 

(1 

/21/ 

iд2 + iu о 

+iФд ± i iJФ 1 /22/ 

дх 
о 

а С1* - оператор, сопряженный к С1. При этом функции u и р, 
входящие в правую часть равенства /22/, связаны соотношением 

~=..!д 
дt 3 дх /23/ 

Нетрудно видеть, что ~ *= ~, если u = u и р = р. Таким образом, 
если функции u и р принимают только вещественные значения, 
то ~ - самосопряженный оператор. 

С помощью замены 

u-+ u +!L, ф-+ IЗЛI1/ 2 
2 28/ 2 

ф exp(-i; t) 

вытекающая из соотношения /21/ система 

д 2u д 2 1 д 2u 8 д 2 2 . дф д 2 ф 
-. - --. -(u +- -. -) =±- -.--IФI , ~---'- = uф + - .­
дt2 дх2 3 дх2 3 дх2 дt дх 2 

/24/ 

приводится к виду /20/ с произвольными вещественными значениями 
параметров к и л, но с р. = l , v = 1/ 3 и Е= О. Метод обратной 
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задачи позволяет в этом случае найти два типа солитонных реше­

ний. Солитоны первого типа имеют вид: 

2и 2 ф В (' ) ехр[ .... i{и 2 -r2 )t] u = , = · ехр 1r х -.:...:.---'~·-----
сh2[и(х + 2rt)] сh[и(х+ 2rt)] 

/25/ 

где IBI 2
= -/л<Зr 2-и 2- {к)и 2, причем параметры и и r принимают 

любые вещественные значения, удовлетворяющие неравенству 

3 (Зr 2_ и2 - -к)Л > О. 
4 

/26/ 

При Л-+ О солитоны этого типа можно непрерывно продеформировать 
в солитоны уравнения Буссинеска и образующее волновой пакет ре­

шение уравнения Шредингера с потенциалом u"' u(x, t). В предельном 
случае Л= О величина В может принимать любые комплексные зна­

чения, а параметры и и r удовлетворяют равенству 

3 3r2 -и2 - 4к=0. /27/ 

Сравнение соотношений /26/ и /271 показывает, что при к > О 
и Л> О с~орость солитона /25/ системы /20/ больше скороёти со­
литона уравнения Буссинеска с тем же самым значением парамет­

ра и. Наоборот, при к> О · и Л< О скорость солитона /25/ систе­
мы /20/ меньше скоростИ солитона уравнения Буссинеска. 

Для того, чтобы понять, как связаны в рассматриваемом случае 

параметры и и т с дискретным спектром оператора ~- 71I •• рас­
смотрим уравнение ( ~ - 71I) х = 9, где оператор ~ определен по­
средством /22/. Полагая х с (f, g) • с учетом /24/ получаем систе­
му 

1 1/2 
С'" + !.(u + ~ )!' + (!.u' + ip)f + · 3.\1

1 
'ф exp(-i.,:_t) g = -i"lf , 

2 2 4 28 2 ~ 

IЗЛ 11/2 .... к /28/ 
g' + signЛ ф exp(i- t)f с О, 

23/2 2 

причем коэффициенты u и ф этой системы определены посредством 

/25/, . а р находится с помощью /23/. При 71 =(т- iu) 8 .... 1..(r-iи)к. 
система /28/ имеет решение 4 

exp[ir(x + 2rt)] f = _;__ ____ _ 
сh[и(х + 2rt)] 

. IЗЛIV2 .... . /( 
g =-SignЛ 

2812 
и Bll+th[и(x+2rt)]\exp[l(и2+r2+2')t], 

которое нужно считать собственной функцией оператора f -7jl, 
сQОтветствующей указанной выше точке дискретного спектра. Не-
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трудно видеть, что равенство /271 при и i О эквивалентно усло­
вию Im17= О. 

Солитоны второго типа возможны только при Л> О и имеют вид 

6и2 U=------
ch2(и(x + 2rt)] 

ф в (. ) sh[и(x + 2rt)] [ ·r 2 2)t] 
1291 = · ехр .Irx ехр -I,и -r , 

сh2[и(х + 2rt)] 

1 
2 -1 4 

где Bl = 24>. и , а параметры и и r принимают произвольные ве-
щественные значения, удовлетворяющие условию 

Зr 2 - 4и 2 -..!к =0. 
4 /30/ 

Если мы теперь с помощью /23/ и /29/ определим р и полученный 
результат вместе с выражениями /29/ для u и Ф подставим в сис-

тему /28/, то в этом случае при 17 = (r + 2iи) 3 -: (r + 2iи)к сис­
тема /28/ будет иметь решение 

112-exp[ir(x+2rt)] ,\ ,в 
f= ,g---

ch2[и(x + 2rt)] v2iи 
ехр[i(и 2 + r 2 + к/2)t] 

сh3 [и(х +2rt)] · 

которое, очевидно, будет собственной функцией этой системы 
в обычном понимании. Соответствующее значение спектрального 
параметра 17 будет вещественным, ибо в силу /30/ имеем Im17 =0 . 

Полученные выше солитонные решения системы /20/ возможны 
и при других значениях параметров к , р. , v , ,\ и Е. Следующие 
четыре теоремы определяют наиболее общие условия, при выполне­
нии которых существуют эти решения. 

Теорема 4. Если в системе /20/ параметры Jl. , v и Е отличны 
от нуля, а /). =(p.-Зv)/fp. >О, то существует следующее решение 
этой системы 

А ф В .(. ) ехр[-1(и2- r2)t] u = , = ехр vx --''-'-~----
сh2[и(х + 2rt)] сh[и(х + 2rt)] 

где А = 8p.-l vи 2 , 1 Bl 2 = 2().и 2, а параметры и и r принимают произ­
вольные вещественные значения, удовлетворяющие равенству 

2 2 1 л .. л 
r - vи =-(к + ...:Z:::). 

4 Зv /31/ 

Замечание 2. Если v >О, то соотношение /311 определяет на 
плоскости и, r две ветви гиперболы. Если же v < О, то это со-

отношение определяет окружность при к + ЛfL/). >О и nустое мно-
Лрд 3v 

жество при к+-< О. 
Зv 
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Теорема 5. Если в системе /20/ nараметры р. , v и Л все 
отличны от нуля, Е =О и р. = 3v, то существует следующее решение 
этой системы: 

u 
2и2 

сh2 [и(х + 2rt)] 
Ф = В exp(ir х) ехр[~1(а 2 - r2) t] 

ch[a(x + 2rt)] 

где IBI 2 = 2(4r 2 - 4vи 2 - к)Л- 1 и 2 , а параметры и и r принимают 
любые вещественные значения, удовлетворяющие неравенству 

(4r 2 - 4vи 2 -к),\ > О • /32/ 

Замечание 3. Если v >О, то неравенство /32/ определяет на 
плоскости и, r область, ограниченную ветвями гиперболы 

4(r 2 - vи 2 ) = к. Если же v < О, а к> О, то это неравенство в за­
висимости от знака ,\ либо определяет область, ограниченную 
окружностью 4(r2- vа2) =к,либо область , лежащую вне этой окруж­
ности. Наконец, при v <О и к< О неравенству /32/ удовлетво­
ряет любая точка на плоскости и, r, если ,\ > О, и не удовлет­

воряет никакая точка, если ,\ < О • 

Теорема 6. Если в системе /20/ ! = О и выполнено неравенст-
во 

/).' = (р. - v) ,\ > О , /33/ 

то существует решение этой системы 

6и2 . sh[и (X+2rt)] [. 2 2] u = , ф = ,в ехр (н х) ехр -1 (и - r )t , 
сh2[и(х + 2rt)] сh2 [ и(х + 2rt)] 

2 -2 4 
где IB 1 = 36/).',\ и , а параметры и и r принимают произвольные 
вещественные значения , удовлетворяющие равенству 

4 r 2 - 2(3р. - v )и 2 = к. /34/ 

Замечание 4. Если Зр.- v >О, то равенство /34/ определяет на 
плоскости и , r две ветви гиперболы. Если же Зр.- v <О, то при 

к ? О равенство /34/ определяет окружность, а при к< О - пустое 
множество. 

. Нетрудно видеть, · что неравенство /33/ можно удовлетворить 
и при условии р.= 3v . Таким образом, если Е =0, р.= 3v, а Лр. >О, 
то в системе /20/ возможны солитоны двух типов, указанных со­
ответственно в теоремах 5 и 6. Их параметры и и r удовлетво­
ряют неравенству /32/ для солитонов первого типа и равенству 

/34/ для солитонов второго типа. Нетрудно видеть, что при р. = 3v 

13 



и Л~ >0 кривая, оnределяемая на nлоскости и, r уравнением 

/34/, лежит целиком в области, задаваемой неравенством /32/. 

Теорема 7. Если в системе /20/ к.= l, ~=v =0 , Лf,.О и ll О, 
то существует следующее решение этой системы: 

u ." А ф В с· ) _е;.;;;х:...;р [:...-.;;.;i(:;..a_l _-...:..r_2):.;;.t .:...] _ , = · ехрнх 
сh 2[и(х + 2тt)] ch[a(X+ 2rt)] 

где 

А 
2Ла2 2 2(1- 4r2)a2 
----,;:-, IB I =- 2 

Л- (l - 4тS,t Л - (l - 4т )Е 

nараметр и nринимает любые вещественные значения, кроме и =0, 
а параметр т принимает произвольные вещественные значения, 

удовлетворяющие неравенс тв у (1 - 4т 2) [Л- (l - 4т2)t] < О • 

Замечание 5. Элементарный анализ этого неравенства показы­
вает, что nри l > О и Л > О множество доnустимых значений пара­

метра т содержит обе nолуоси т < -1/ 2 и т > 1/ 2. Кроме того, 
если О< Л< t, то доnустимые значения параметра т заполняют 

также интервал (- J...j 1 - Л , .J.. J1- Л ). Далее, при t > О и Л< О 
2 l 2 l 

множество допустимых значений параметра т содержит всю ось т 

за исключением двух отрезков [-..l.Jl- Л ,-1..] и [..l.,.l.Jl- л]. 
2 l 2 2 2 ( 

Наоборот, при Е < О и Л > О множество допустимых значений nара-

метра т состоит только из ·двух интервалов (- ~ J1- ; , - ~ ) 
и ( ;, ~ J1- : ). Наконец, nри t <О и Л < О множ~ство допусти­
мых значений параметра т состоит из интервала (-.1.,1..), из ко-

2 2 
торого выброшен отрезок [ _J. J1- ~. J../1- А.], если t < Л < О. 

2 l 2 l 

Переходя к пределу при t-+ О, легко получаем, что nри t =О 

и Л> О множество допустимых значений параметра т содержит 
обе nолуоси т<- 1/ 2 и т> 112, а nри Е= о и Л < О множество 
допустимых значений параметра r состоит из интервала (-1/ 2, 1/ 2). 

В заключение отметим, что содержащийся в обзоре / 4 / перечень 
возможных типов солитонных решений систем /17/ и /20/ является 
далеко не полным и местами не совсем точным . 
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если они не были заказаны ранее . 

Д11-80-13 

Д4-8О-271 

Д4-8О-385 

Д2-81-543 

Д10,11-81-622 

Д1 ,2-В1-72В 

Д17-В1-75В 

Д 1 ,2-В2-27 

Р1В-В2-117 

д2-В2-56В 

д9-В2-664 

д3,4-В2-704 

Д2,4-В3-179 

Д11-В3-511 

д7-В3-644 

Труды VI Всесоюзного совещания по ускорителям заря­
женных частиц. Дубна, 1978 /2 тома/ 

Труды VII Всесоюзного совещания no ускорителям заря­
женных частиц, Дубна, 19ВО /2 тома/ 

Труды рабочего совещания no системам и нетодам 
аналитических вычислений на ЭВМ и их nриненению 
в теоретической ФИзике, Дубна, 1979 

Труды МеждУнародной конференции no Пробленам 
нескол~ких тел в ядерной физике. Дубна, 1979. 

Труды МеждУнародной школы по структуре ядра. 
Алушта, 19ВО. 

Труды V1 МеждУнародного совещания no nробленан кван­
товой теории nоля. Алушта, 1981 

Труды МеждУнародного совещания no nроблеман математи­
ческого моделиРОвания в ядерно-физических исследова­
ниях. Дубна, 19ВО 

Труды V1 МеждунаРОдного семинара no ПРОбленам физики 
высоких энергий. Дубна , 19В1 . 

Труды 11 МеждУнаРОдного симnозиума no избранным 
nроблемам статистической механики. Дубна, 19В1 . 

Труды МеждУнаРОдного симnозиума no nоляризационным 
явлениям в физике высоких энергий. Дубна, 19В1 . 

Труды IV совещания no исnользованию новых ядерно­
физических методов для решения научно-технических 
и наРОднохозяйственных задач. Дубна, 19В1 . 

Труды совещания no исследованиям в области 
релятивистской ядерной физики. Дубна, 19В2. 

Труды совещания no коллективным методам 
ускорения . Дубна , 19В2. 

Труды IV tlеждународной школы no нейтронной 
физике. Дубна, 19В2. 

Труды ХУ Международной школы молодых ученых 
no физике высоких энергий. Дубна, 19В2. 

Труды YW Всесоюзного совещания no ускорителям 
заряженных частиц. Протвино, 19В2 /2 тона/ 

Труды совещания no системам и нетодам 
аналитических вычислений на ЭВМ и их nрнненению 
в теоретической физике. Дубна, 19В2. 

7 р. 40 к. 

в р. 00 к. 

3 р. 50 к. 

3 р . 00 к. 

5 р. 00 к . 

2 р. 50 к . 

2 р. 50 к . 

3 р. 60 к о 

5 р . 40 к о 

3 р. 20 к о 

3 р. во к. 

р. 75 к. 

3 р. 30 к. 

5 р. 00 к. 

4 Р. во к. 

11 р. 40 к о 

2 р о 50 к. 
Труды МеждунаРОдной школы-семинара no физике 
тяжелых ионов. Алушта, 19В3. 6 р. 55 к. 

Д2, 13-В3-6В9 Труды рабочего совещания no nробленам излучения 
н детектиРОвания гравитационных волн. Дубна, 19В3. 2 р. 0(). к. 

Закаэы на упомянутые книги могут быть направлены по адресу; 
101000 Москва, Главпочтамт, п/я 79 

Издательский отдел Объединенного института ядерных неследаваннА 


