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1 . ВЫЧИСЛЕНИЕ БАЗИСНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

В возможности SCHOONSCHIP не включено вычисление фейнманов

ских интегралов. Это делается вручную. В таблице приведены 

все семь базисных интегралов, которые были вычислены и исполь

зованы в процессе расчета диаграмм. 

1
0 

и 1~, входящие в интегралы 11 и 16 соответственно, яв
ляются сингулярностями, которые сокращаются при суммировании 

диаграмм. 

Мы здесь изложим этапы вычислений двух базисных интегралов, 

отличающихся приемами вычислений. Рассмотрим интеграл 

dNk 
14 I 

(k - хр) 2 (k - р,) 2 (k - ур,) 2 
/1 о 1/ 

Возможны разные пути вычисления этого интеграла. Мы восполь

зуемся способом, основанном на использовании некоторых стан

дартных формул, предлагаемых в работах 11,21. 
Первым шагом будет переход к фейнманавекой параметризации 

/см. Приложение /1// для подынтегрального выражения: 

dNk f---------- 1 1-а 

(k - хр) 2 (k - р' ) 2 (k - ур ' ) 2 
2 f da 
о 

f d/3 х 
о 

/1 .2/ 

dNk 
х I 

[a(k-p) 2 + f3(k- yp')2 +(1-a-,g}(k-xp) 2 ] 3 

Интеграл по dNk возьмем по формуле /1/ Приложения/IIа/. Но преж
де, чем написать результат, сначала найдеt~ разницу (rn2- Р2),входя
щую в формулу /2/ Приложения /II а/, не разлагая знаменатель 
подынтегрального выражения правой части формулы /4.2/. Для 
этого используем следующий стандартный прием. 

Рассмотрим треугольную диаграмму рис.1. В этой диаграмме 

каждой стороне треугольника соответствует какой-либо импульс 

знаменателя подынтегрального выражения левой части формулы /1 .2/. 
Затем расставим по сторонам треугольника множители а, f3 , 
и (1-а-/3) согласно членам квадратной скобки формулы /1.2/. 
Сумма произведений квадf~тов входящих в треугольник импульсов 
на импульсы прилежащих q:f6poн и да.ет нам~~ф.юе выражение, т .е о 

l 
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где 

const 

о 

Рис. 1 

il7 2-f Г(1 +Е) 

(Q2)1+E 

1 1-а df3 

m2-P2 = 

11 .3/ 
= - Q 2 ((1- а- {3)(а4 а + Ь4 {3)), 

где а 4 = х , Ь 4 =ху. 
Теперь напишем результат при

менения формулы /1/ Приложен'Ия 
/Па/: 

1 4 = const • J af3 • /1 .4/ 

/1.5/ 

/1.6/ J f3 = f da f 
а 1 +Е 

О О ( (1 - а - f3) (а а + Ь f3 )) 
4 4 

Применим замену переменных /4/ Приложения /I/, тогда полу-
чим: 

"Jaf3 = J~ · Jл • 

где 

J~ 

Jл 

1 -1-~ 
f d~ ( Ь + (а - Ь) ~) , 
о 1 

f dЛ • л-( (1 -л) - 1 -Е. 
о 

/1.71 

/1. 8! 

/1.9/ 

Здесь мы для сокращения записи временно обозначили: а 4 = а . , 
Ь 4 = Ь. Согласно формулам Приложений /III/, /IV/, имеем 

J 1 1 ( ~ -Е ) 
t: =---·-а -Ь , 
"' а- Ь Е 

/1.10/ 

J Л = - .1. . Г 2(1- Е) 
f 

/1.111 

Ja = _1_ . _1_ (а-Е- Ь ~) J.:..:<1 - Е) • 
f3 а-Ь f2 Г(1-2Е ) 

/ 1 . 12/ 

2 

Подстановка /1.12/ в /1.4/ да ет 

il7 2 1 1 
I =--·--·- · 4 Q2 а - Ь f2 

г _ Г(1 н) Г 2(1 -f) 
4 -

Г(1- 2f) 

a-f- ь-Е 

(77Q2 ) Е 
. г 4 ' /1.13/ 

/1 • 14/ 

В MS -схеме, в которой мы производим вычисления, следует 
/1.13/ умножить на фактор 

у 

"IJ.2 е Е 
м=---- 11 • 15/ 
. i (217) 4 

т .е. в MS -схеме 

-
14 = !4. м. /1.16/ 

Подставляя /1.15/ в /1. 16/,получим: 

2 УЕ 
!4 = - _1_ . 1 . _1_(a-f- ь~) ( fJ. е )Е. г 

(477)2 (a-b)Q2 f2 Q2 4 
/1 . 171 

Преобразуем разницу в круглых скобках в числителе 

-Е -f Е 2 2 f 2 2 
а -Ь =(1-Elna + -ln а) -(1- Elnb + -ln Ь) 

2 2 /1.18/ 

= - Е ln (.!.)[ 1 -..!... ln(ab)) . 
ь 2 

Разлагая в ряд по Е произведение последних двух множителей 

в /1.17/, имеем: 

(fJ.2eYE Е 
Q2) 

Q2 2 
• Г 4 = 1 - f ln (-) + Q (Е ) • 

IJ.2 

/1.19/ 

nаконец, производя оставшиеся операции, получим: 

1 1 ln (а4/Ь 4) 1 1/ 2 Q
2 

I =- ·-· ·-·11-Е ln[(a Ь) · -)!. 
4 (477)2 Q2 (а4-Ь4) Е 44 IJ.2 

/1 .20/ 
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Рассмотрим еще один интеграл /аксиальный/: 

dNk 1 
I2 = f · --

(k -ар - Ьр') 2 (k- cp-dp')2 (pk) 
/1.211 

Нарисуем диаграмму /рис.2/, аналогичную рис.1. Согласно изло
женному в предыдущем примере рецепту, имеем 

m 2 - Р 2 = - AQ 2 а (l -а) , 

где 

А = (а- с) (d- Ь) • 

Далее, применяя формулу т'Хоофта-Велтмана 1 1 / и Притчарда
Стирлинга / 2/ /см. Приложения /IIa/ и /IIб/, получим: 

12 = CJa • 

где 

с 

Ja 

2i" 2-f Г(f) 

(AQ2)f dQ2 
1 

= J daa-f(1 -a)-f (1- ар) -l 
о 

Вычислим J • Разложим a-f и (1- а )-f в ряд по f : 
а 

а -€ = l - f 1n а + О (f 2 ) , 

-l 2 
(1 - а) = 1 - f ln (1 -а) + О (f ) • 

Подставив /1.27/ и /1,28/ в /1.26/, получим 

J а = J О + f(J 1 + J 2) • 

где 

Jo = _ ln(1 -р) 
р 

1 f da lna 
J1 

о (1- ар) 

1 
J2 =- f --~...::...:... 

4 о 

/1.22/ 

/1.23/ 

/1 . 24/ 

/1.25/ 

/1.26/ 

/1 . 271 

/1.28/ 

/1.29/ 

/1 .30/ 

/1 .31/ 

/1 .32/ 

Для вычисления J 1 применим 

замену переменных 

1 - ар = {3 , da = - d{3 / Р • / 1 • 3 3 / 

Эта операция приведет нас к ра

венству 

Рис. 2 

где 

J3 
1 1-р - f d{3 ln (1 - {3) 

р 1 {3 

J 4 = - ln р ln (1 - р) 
р 

Jl = J3 + J4 • /1 .34/ 

/1.35/ 

/1 .36/ 

В интеграле J 3 разобьем область интегрирования на две части: 

Jз=l..!- / d{3 ln(1-,§) + 1fpd{3 ln(~-.В). 
р о {3 о 

Пользуясь формулами Приложения /V/, получим 

J 3 =..!..[Li 2(1) -Li 2 (1-p)] 
р 

Тогда J 1 будет равно 

J = 1..[ Li (1)- Li (1-р)- lnpln(1-p)]. 
1 р 2 2 

/1.37/ 

/1 .38/ 

/1.39/ 

Аналогичные, но более длинные операции дадут нам ответ для 

J2 = _l! Li (___!__)- Li (1) + ln(1-p)ln(p-l)J. 
р 2 l-p 2 р 

/1.40/ 

Подставляя /1.30/, /1.39/ и /1.40/ в /1.29/, имеем: 

Ja 1n(1-p) н { _!_[ Li (-1-) - Li
2 
(1- Р) -

р р 2 1-р 
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- 2 lnpln (1-p) + ln(1-p) ln(p- 1) \. /1.41/ 

С учетом множителя /1.15/ в МS- схеме , напишем: 

12 = CJa • /1.42/ 

где 

-
С= М·С 

УЕ 
(тт/L2 е ) ! . 2iтт 2 • Г(!) 

i (277) 4 dQ2 (ттАQ 2) € 

/ 1. 43/ 

Разлагая в ряд по f, получим 

С = ····_2_ 1 1 ·- 11 2 (4тт)2 dQ2 ·-; -fln[ ( a-c) (d-Ь) ..Э...н IL2 • 
/1.44/ 

Подставив / 1. 41 / и /1.44/ в /1 . 42/, после соответствующих вык
ладок имеем: 

12 
2 

( 417) 2 

ln(Ь!d) 

(b-d)Q 2 
. х 

..1. 
Li

2
(d/ b) -Li2(Ьid) (а- с) Q2 

х ·11- f [ +ln(Ьd ·-)]\ 
! 1n (Ь!d) (Ь -d) IL 2 

/1 .45/ 

В аксиальной калибровке , в отличие от фейнмановской, встре
чается функция Спенса с аргументом больше единицы. Нас интере
суют лишь реальные з начения функции Спенса /см. Приложение /V//: 

Li 2 (х) = - f 1n (1 - t) dt • 
о t 

/ 1.46/ 

После некоторых выкладок из / 1. 46/ можно получит ь равенство 
(х > 1 ) : 

Li 2 ( х) + Li 
2 

( ; ) = 2 Li 2 (1) - ~ 1n 2х , /1 .47/ 

которое было нами использовано при расчете диаграмм. Формулу 
/1 .47 / можно также получить из равенства /7/ Приложения /V/. 

6 
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2. ПОЛУЧЕНИЕ ФОРМУЛ ПРИВЕДЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ 

К БАЗИСНОМУ ВИДУ 

Чаще всего формулы упрощения интегралов получаются обычным 

методом: скалярное прои зведение разла г ается по данным квадрата t,i 

импульсов с неоп ределенными коэффициентами. Коэффициенты раз

ложения находятся путем решения системы линейных у равнений , ко

торые составляются из сра внения обеих частей формул п риведения , 

при этом коэффициенты при одинаковых скаляр ных произведениях 

сп рава и слева должны ра в няться между собой. 

Однако встречаются и такие случаи, где необходимо применят ь 

иные методы упрощения сложного интеграла. Рассмотрим один та кой 

пример: 

J = fdl\(kp) 2 (kp')[(k-xp) 2(k- yp') 2]-1 . /2. 1/ 

Поскольку интегрирование идет по всему пространству, мы 

можем сдвинуть импульс интегрирования на некоторую конечную 

величину. От этого результат интегрирования не изменится. Вос

пользуемся этим свойством интеграла и сдвинем указанный импул ьс 

на величину хр, тогда имеем: 

Jj k 4 k + хр = f d N k 
(kp) 2 [(k + хр) р'] 

/2.2/ 
k2(k + хр - · УР') 2 

Здесь мы использовали тот фа кт, ч то р2=р'2 = 0. Разобьем полу
ченный интеграл /2.2 / на два и нтег рала и воспользуемся следстви
ем указанной безмассовости пиона , т.е. т ем, что (рр') = Q2/2,тог
да: 

J=J1+J2 /2.3/ 

где 

(kp) 2 (kp' ) N 
J = г d k ') 2 

1 · k 2(k + хр - УР /2 . 4/ 

J2 х ~ J d ~ (kp) 2 2 
2 k 2(k + хр - УР ' ) 

/2 . 5/ 

Рассмотрим сначала J
1

• Введем обозначение : -q = хр - ур ' , а за

тем сдвинем импульс k на q/ 2 : 

Jl 
J / k ((k + q/ 2) ' р ) 2 ((k + q/ 2) ' р , ) 

(k + q/ 2) 2 (k - q/ 2) 2 

7 



f dNk ((kp) 2+ (qp) (kp) + (qp) 2j4]((kp') + (qp')/ 2) 

(k + q/ 2) 2 (k - q/ 2) 2 
] . /2.6/ 

Знаменатель подынтегрального выражения в /2.6/ - четная функция. 
Следовательно, те члены числителя, ко~орые являются нечетными 
функциями, после интегрирования дают нуль. В результате получим: 

J 1 = 11 1 + 11 2 + 11з • 

где 

111 

[-х Q2(kp) 2] 

r d\ 
4 

(k + q/ 2) 2 (k - q/ 2) 2 

112 

2 , 
yQ I dNk <~e)(kp > 
2 (k + q/ 2) 2 (k - q/ 2) 2 

_ _ xy2Q6 d!\ 1 
Т} 3 - 64 f _(_k_+_q-/2=-)~2-(k---q/_2_) -;;--2 

Вычислим ТJ 1.После сдвига импульса k на 

1 xQ2 
Т} 1 k-+ k- q/ 2 = - -4-(у 1 +у 2 +у 3 ) • 

где 

yl 
d Nk (kp) 2 

r----
(k - хр) 2 (k - ур ') 

yQ2 d 2k(kp) 
у =--

2 2 (k-xp) 2 (k-yp') 2 

(- ...!!.) получим: 
2 

/2.7/ 

/2.8/ 

/2.9/ 

/2.10/ 

/2.11/ 

/2.12/ 

/2. 13/ 

~ 
~ 

Уз = 
y2Q2 w-r dNk 

(k- хр)2 (k _ ур')2 
/2.14/ { 

Здесь у 
1 

и у 
3 

- базисные интегралы 

__ yQ2 ( dNk(kp) 
2 У 2 \ k -+ k + хр - 2 k ~k + хр - УР ') 

=-у~2 r--d~!\/2.15/ 
8 (k-xp)2(k-yp')z' 

8 

т.е. мы у 2 также свели к базисному интегралу. Просуммировав 

у1 , напишем ответ для ТJ 1 : 

yQ 2 xy2Q6 
Т} =---1 + r 

1 4 6 64 . 
dNk 

(k- хр) 2 (k - ур') 2 

где 16- базисный интеграл 

1 = f d l\ (kp) (kp, ) • 

6 (k - · ХР) 2 (k- ур') 2 

Продолжая вычисления, получим 

yQ2 xyQ 4 dNk ] 
Т} --[1 ---f 2 ' 

2 - 2 6 16 ~k - хр) 2 (k - ур') 

Т} =-3 

3 

xy2Q6 

64 
f __ _;d:._N...:::.k 

(k- хр) 2(k- ур')2 

J1 i:1 Т}i 
= yQ21 

4 6 

_x_y_2Q_6 f ___ d.:...l\...:.:. 

32 (k _ хр) 2(k _ ур')2 

J 2 = 0/2) yQ2I6. 

/2.16/ 

/2.17/ 

/2.18/ 

/2.19/ 

/2.20/ 

/2.21/ 

Сумма двух последних соотношений приведет нас к искомому ре

зультату: 

J = J (kp) 2 (kp') dN k = 3yQ
2 
1 _ ху 2Q 6 

(k-xp) 2 (k-yp')2 4 
6 

32 

dNk 
f --,)2 

(k-xp)
2
(k-yp /2.22/ 

Второй интеграл в правой части - базисный, т.е. сложный интеграл 

/2.1/ мы свели к двум базисным интегралам. 

Нам приятно поблагодарить В.А.Нестеренко и О.В.Тарасова, 

взявших на себя труд просмотреть рукопись работы и сделать ряд 

ценных замечаний, а также Ф.-М.Диттеса за многочисленные обсуж

дения, полезные советы и помощь в проведении расчетов. Один из 

НАС /Р.Х./ признателен дирекции Лаборатории теоретической физики 
Пбъединенного института ядерных исследований за гостеприимство 
и предоставленную возможность завершить данную работу. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ I 

Некоторые полезные преобразования 13 1 

1 

а1 а2 an 
х 1 х2 ... xn 

1 1-а 1 
х f da 1 f da 

2 
о о 

Г(I. а 1 ) 

П Г(а 1 ) 
i 

х 

- an-2 1-а1- а2- ... dan-1 • 
г 
о 

-(a1+ ... +an) 
[Х1а1 + X2a2+ ..• +Xn-1 an-1 +Xn(1-a1- ... -an-1)] 

/1/ 

В нашем случае: а 1 = а 2 = ... = an=l, 1, Xn- многочлен второй 
степени относительно импульса k. Частные случаи последней фор
мулы: 

1 

Х1Х2 

1 
= Г(2) J da n ' 

о [ х1 а + х 2(1 -а)] 

1-а 

f 
о 

1 1 
= Г(3) f da 

х 1х 2х3 о 

df3 

[Х 1а +Х2 {3 + Х3 (1-а-{3)]3 

Некоторые преобразования переменных: 

1 1-а 1 1 
Г da Г df3·F = Г ЛdЛ f ~·F' 
о о о о 

а = ~ а+f3=Л 

f3 = л (l - ~) 

dadf3 = ЛdЛ~ 

00 ос 

Г da f df3 • F 
о о 

а = л~ 

f3 = Л(l- ~) 

da df3 = ЛdЛ ~ 

о < л < l 

1 ос 

Г~ Г ЛdЛ · F' 
о о 

o~c; < l 

а + f3-=Л 

O< c;<l 

о < л < ""' 

/2/ 
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/5/ 

ll 



00 00 00 1 1-~ 00 2 
f da ( d/3 J dy •. F = J~ J d71 fЛ d.\ . . F' 
о о о о о о 

а = ~ da d/3 dy = л2 dЛ d~ d77 

/3 = Л77 о ~ ~::: 1 

у = л (1 - ~- 71) 0 ~ 71~ 1-~ 
!6/ 

о ::: л ::: 00 

ПРИЛОЖЕНИЕ ПА 

Интегралы т'Хоофта-Велтмана 1 1 1 

N . 

r т= Ф. т = d k . /1/ 
(m 2 + 2kP + k2) а 

i11N 
12 Г(а - N/ 2) . -N 

ф = • 1 /2/ 
(m2 _ p2)a-N / 2 Г(а) 

( TkiL = ф (-PIL), /3/ 

f TkiL kv = ф [ р IL р v + ~v . (m 2 _ р 2) 
2 (а - N/ 2 - 1 ) ] · /4/ 

ПРИЛОЖЕНИЕ ПБ 

Интегралы Притчарда-Стирлинга / 2/ (n2 =О ) 

f-т-=Ф 1 , 
(nk) f3 (-11Р) f3 

/1/ 

f TkiL = ф [ ~ _ ..Ln (rn2- р2) ] • 

(nk) (nP) 2 IL (а - N/ 1 - 1) (nP) 2 
/2/ 

12 

ПРИЛОЖЕНИЕ III 

F / 4 5/ 
Некоторые г иперг еометрические функции ' 

00 

Г(а , /3,у , z) L 
n = О 

Г (а + n) Г (/3 + n) Г(у) 

Г (а)Г ({3)Г (у+ n) 

zn 

n ! 

-а z 
Г (а, {3, у, z) = (1- z) F(a , у -{3; у; --· ), 

z - 1 

-/3 z 
= (1- z) F ({3, у- а ; у; -

1
-) , 

z-

у -а-{3 
= (1 - z) F (у - а, у - f3 ; у ; z) , 

1 
f xЛ- 1(1-x)IL-l (1-f3x)-vdx = B(Л,IL) . F(v,Л; Л+IL ; {3) 
о 

[ RеЛ > О , ReiL > О , 1/3 1 < 1] , 

В(Л, 1-f.) = Г(Л)Г(iJ.) ., 
Г(Л + р) 

1 л iJ,-1 
В(Л , 1L ) = f х - 1 (1- х) dx • 

о 

ПРИЛОЖЕНИЕ IV 

Некоторые свойства Г -функции Эйлера 14 • 5 1 

Г (1 + z) = zГ(z) Г(z) = Te-t tz-1 dt 
о 

Rez > О , Г(1) = 1 

Г (1 + z) = ехр[-уЕ z + ~ (-z)n ~], 
n = 2 n 

z2 2 
Г (1 + z) = 1 - у Z + - ( t;;' (2) + У Е ] , 

Е 2 

/1/ 

/2/ 

/3/ 

/4/ 

/5/ 
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р 1 
у = lim [ }; - - lnp] = 0,5772157 ••• , 
Е р-+оо n=1 n 

( (n) = I. k -n, 
k = 1 

172 
((2) = - = Sp(l) • 

в 

/4/ 

!51 

Наnомним, что в MS -схеме результаты вычислений 
висят от УЕ• Поэтому в этой схеме можно считать, 

диаграмм не за-

"2 2 з Г(l+Z)=>l+-Z +O(z ). 
12 

ПРИЛОЖЕНИЕ V 

н w L " / 4/ 
екоторые своиства дилогарифма 12 

Li
2 
(х) = "" }; ~-

n= 1 n2 ' 
Li 2(х) = Sp (х) 

Sp(x) - функция Спенса 

Li 2 (х) 

Li 2(1) =!С 
6 ' 

1 
dt r 

1-х 

~dt 
1- t 

172 
Li 2 (-l) =- 12' 

1 r 
о 

Li
2
(1- х) + Li

2
(x) =- lnxln(1- х) + 77

6

2 
(0 :5 х ~ l), 

Li 2 (x) + Li 2 (-x) = .!. Li 2 ( х 
2

) 
2 ' 

(О _s: х ~l ), 

Li 2 (1 - х) + Li 2 (1 - J_) = - .l. ln2 х (О < х < оо) 
х 2 ' - -

Li
2

(x) + Li
2

(..!.) =- .l.1n2 (-x) - ~ , (-оо < х < О), 
х 2 6 -

что 

Li 
2 
(-х) - Li 

2 
(1 - х) = - ~ Li 2 (1 - х 2) - ln х ln (1 + х) - ;

2

2 
, 

(О :5 х < оо) • 

14 

!6! 
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/2/ 
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РадюшкИн А.В., Халмурадов Р.С. Р2-84-768 

О,::J;нопетлевые поправки к формфактору пиона в . кхд. Вычисление 

базисных интегралов 

Рассматриваются наиболее эффективные и экономные способы 
расчетов. Довольно подробно даны примеры вычислений фейнма
новских интегралов, типичные для фейнманавекой и аксиальной 
светаподобной калибровок с использованием формул т'Хоофта -
Велтмана и Притчарда-Стирлинга. Излагаются способы упрощения 
сложнь~ фейнмановских интегралов, т.е. сведение их к более 
простьж 1 базис~ь~ /. Также рассматривается пример получения 
формулы сведения интегралов к базисным методам сдвига импуль

са и образования нечетной функции под инт·егралом. Эти методы 
и примеры могут быть полезны при вьmолнении расчетов однопет

левых поправок. 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 

Сооб•енне ОбъедииениогЬ института вдерных исследований. Дубна 1984 

Перевод О.С.Виноградовой 

Radyushkin A.V., Кhalmuradov R.S. Р2-84-768 
One Loop Corrections to Pion Form Factor in QCD. Basic 
Integral C~lculations 

The most effective and economical calculation methods are 
considered. Some examples of Feynman integral calculations 
typical for Feynman and axial light-like gauge· with the use 
of t'Hooft-Veltman and Pritchard-Stirling formulae are 
given.Methods of Feynman integral simplifications, i.e. conver
ting them into the simples ( basic ) ones are described. An 
example of integral converting into basic' ones Ьу the method 
of impulse removing and odd function constructing under the 
integral are considered. Тhе methods and examples considered 
could Ье useful in fulfilling the one-loop correction calcula-
tions. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Theoretical Physics, JINR. 

Coшшunication of the Joint lnstitute for Nuclear Research. Dubna 1984 


