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Влос.ледствии, с nомощью квантового метода обратной задачи рассея

ния 121, не использующего явного коор~натного АБ типа (1.2), МГ была 
обобщена на случаИ произвольног о спина S с сохранением точвоИ интег
рируемости /З/. Некоторые своltства этой кодели и ее ра~евий расскат
ривались в раб~тах / 4/ • Наиболее просто обобщаются на произвольнwl 
спив УАБ (1.4): 

(
/.-t-i.S)N 
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)..J-i 5 . ,:-;._ 
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i== 1 ... м. 
(1.5) /А · -' + i 'J /\J, -

л1 - л~.- i ' 
В то же время решение этих уравнениИ (в нем не должно быть совпадаю
щих корнеl) со~ржит всю необходимую информацию о состоянии: через не-
го выражаются энергия, импульс, спин, 

м s 
Е= -J L 7 SJ. i = t Л; -t- ' 

м ( . s) 1 ).. · + ( Р =-:- L ln ; . S (моd 2 f<) 
l i= f >-; -( ' 

L= $N-M >О, 

(1.6) 

(1 .7) 

с 1.8) 

а также высшие интегралы ~ижения. Позтоку именно УАБ (1.5) будут ис
ходным nункток нашего авали~. С~едует отметить, что к уравнениям по

добного типа приводител целыИ рц задач не только квантовой механики, 

но и двумерной квантовоЯ теории поля, например, nроблема Кондо /5/, 
кодель Гросса- Невё lбl, кодель главного киральпого nоля и 0(4)-сиг
ка-кодель/?,81, О(З)- сигка-кодель/91. Позтоку изучение уравнений 
(1 .5) представляется важным и интересным. 

С момента появления УАБ, для ·анализа и классификации их ре•ениl 

использовалась так называемая струнная гипотеза 11,10 •111 • Она утверж
дает, чт"о при ·N -+о<> ~ооое .решение сиетеми (1.5) состоит _из некоторо
го количества струн (смотри рисунок в приложении}-секеЯств комплекс
ных корней вида 

\=X -r i(n~ 1 -rn), m = i ... rt, (1.9) 

г же h. -натуральное число (длина струны), а Х - вещественное число 
ч . 

(центр струны). "Струнная гипотеза использовалась и при ~сскотрец_ии 
УАБ (1.5) в работаl 41. Однако более тщательныИ авали:/ 2-14/ показал, 
что, вообще говоря, эта ,гиnотеза неверна: в случае S = 1/2 
для некоторых состояниЯ были обнаружены от~овения от нее. 

Настоящая работа явл~ется обобщением работwf121 на случай произ
вольного спина. При этом обнаруживаются некоторые качественно новые 

черты ре•ен иlt УАБ. lо\ы ст ремились по.цробно изложить выкладки, чтобы яв

но nродемонстрировать причины нару•ения струнпоИ картины. Мы считаем 

н· "<"}"U"I'W'I' 
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такое изложение целесообразным также в связи с тек, что кето~ика мо

жет быть применена ко всем УАБ, сходным с (1.5). 

2. Общая структура состояний И' уравнения .цля моря 

Ниже мы будем исследовать в пределе N-+ 00 TOJIЫto такие со
стояния,' энергия которых на.в. антиферрокагнитнык физическим ва&ууwок • 
остается конечной в этом пре.в.еJiе. В частности, не рассматриваются 

низшие ферромагнитные ( J<O. ) состояния, хотя,в принципе, они опи
сываются такими же УАБ. В антиферроuагнитноw с~чае, поскольку спины 

стремятся выстроитьси антипараяле ль но, суммарюа спив состояния .l;олжен 
быть Ср!.внительно не6ольШШ11, а знаЧит, вви~ (1.8), М будет лишь 
немного меныае S N , так что ыы должны иметь дело с болыииw чис

лом у р!.В иен ий. 

мы прикем несколько более общую, чем струнная, гиnотезу о струк
туре решений и в дальнейшем убедимся в самосогласованности этого под-

хода .в пределе N ~оо. О~ову составляет море 2$- струн -
совокупность большого числа 

(2.1) 
м~=- N/2- к 

струн (1.9) длины 2S . При этом (полу)целое - если N (не)чет
но - йеотрицательное число К ' полагается конечным при N-+c:>c> • 
Далее, мы допускаем в наборе tv\ корней Л;, кроме моря 2.S..:с~рун, ' 
существование ~tонечного числа вещественных корней и пар взаимно

сопряженных комплексных корней , Л.: х :t i J- , которые в струны 
объединяться не обязаны. 

Комплексная самосопряженность каж.в.ого решения системы (1.5), 
предполагаемая нами (струны (1.9), очевидно, тоже являются саwосопря
женныwи), обеспечивает ·вг.ественность энергии и икпульса(1.6)-(1.7) 
и приво~т к тому, что УАБ для Л* по~чается сопряжением и взятием 
обратной величины из УАБ для Л , так что число уравнен~. как и не
известнЫх, уменьшается вдвое. Для случая М ==2. гипотеза о самосопря
женности всех решений может быть строго доказана/14/ • В ост ·альнок' 
наши конфигурации являются максимально общими. 

Ниже возникает необходимость сле~ющей классификации пар по ве-

личине их мнимых 'частей: . 
1) узкие пары, О~ ) <. S -1/2, их число бу ,цеw обозначать М n ; 

2) промежуточные пары, S- 1/2 < ~ < S ;- 1/2 , их число- М i ; 

З) wирокие пары, 'J. > $ t 1/2, их число- М~. 
Общее число пар Mf = M11+M/Mw. Вещественныа корень удобно рас-
сматривать как половиву узкой пары с у~О, а особые с~чаи 
)/ == $ .:t ~/2 можно специально исследовать, и выясняется, что они не 
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nрисутствуют в решениях. Узкие пары могут существовать только nри 

S :> 1/2 • Очевидно, что 

м = 2 S м"' ~ 2 Mr = s N - 2 S к + 2 м, . (2.2) 

Исследуем теперь УАБ для коря 2.5 -струн. Вообще гов.оря, при 
конечном N струны не являются точными. Однако иwеющиеся отклоне
ния от точи ых струн, обеспечивающие выполнение УАБ для каждого из 

членов струны по отдельности, стремятся к нулю при N- оо • Мы бу.,. 
дем интересо-ваться только ли~ирующик порядком, полагая струны точны

ми (1.9). При э4Ьк vы требуем выполнения УАБ для каждой струны в сре.в.
неw: береw . произведение УАБ для всех ее членов 1101 . Для таких · усреА
ненных уравнений предел точных струн является гла.цкиw, в то время как 

УАБ для отдельных :корней содержат полюса по от:кJiоненияw от струн, и 

поэтому лидирую•ие при N -+оо члены в них мог,ут быть скомпенсированы 

за счет исчезающих в прtЩеле отклонений. Ниже (разделы З,5) про-
демонстрируем это на примере струиопо,цобных vультиплетов, которые во 

многом аналогичны струнам коря. 

При ~асс~~>тренхи уравнениl ,JI)IЯ кори мы пользуемся стан.-артной 

техникой 15 •111, позволяющей свести задачу к интегральному уравнению. 
ПроиЗве.в.ение УАБ (1.5) ,JI)la членов j -той 2.S -струны (1 .9) из мора 
в присутствии Mf пар Х" ± 1)-Jc после перегруnпировки множителей 
и сок~ениа в числителе и знакенателе выраиений, совпа~щих тож

дественно или в пределе точных струн, свод~тса к виду 

п [Х; +i(~t~-1/2)] N = _ п [ Xi -х" +i($t1/z ±§ic) ]. 
Wf~( x - -t(~r~-1/2) k X;-xk-l(5ti/2.±;j1t) (2.З) 

J м~ · 25-~ 
* П l Х;-Х" ~ 2.~ S П ( Х) -X~s -t ~~т \ 2

} ' 

1r. xi-xk-2Ls ,.,=, x1 -x~--((Y/J 
г,це кацыl ± ОЗ!ВЧает, ЧТО В произведение следует ВКЛЮЧИТЬ ЧЛ8НЫ 
с обоими знаками. ,таким образом, по,ц знаком цРоизве,цения по парам в 
(2.З) со,цержатса четыре ,цроби. Мы бу.в.ек пользоваться по,цобныки со&ра

щенlliми обозначениями и в .в.альнеА11ем. Поскольку ,цля вещественного 

а справедливо 

tn(at+~) = l [rt-2 aia:п(a)J (~cd 21il) 
а. -1 1 (2.4) 

можно переписать (2 .З) в виде "А zs . t••p 

N L rxtaп(-4L-)- .!_ L aia:n( Xj-xl< ) 
Mf м=1 ~t~- 1 /2. 2S~ !с $± 1/z±Jk 

-k~[ataп(X~f")+2~ aian\X;;Xk)] = Q(X;), 

(2.5) 

5 



.;-

г де Q (Х i) ~ целое или полуцелое (если 2 S N- М-!. нечетно или 
четно) число. Разным xi соответствуют разные Q(Xj) ' отличающие
СИ на целые числа. Таким оОразок, если ре•ение, задаваемое наОорок 

корнеlt {Х~о} , зафиксировано, то фо);Мула (2.5) определяет некую 
функцию (i(x) , которая принимает (полу)целые значения в точках, со
,цержв.щихся в наОоре {X.It} • О.~;нако функция (2.5) может принимать 
(полу)целые значения и в других точках, не содерsащихсЯ в этом наОо
ре. Такие точки '1'J , j = 1 •.. Н, мы на зываек ,цыркаки в распре,~;елении 
центров струн. При N--.oo производная функции (2.5) растет, рас
стояние кеж,J,У точками, где фужция принимает (полу)целые значения, 
укеньDВется , и, таким оОразок, корни и АЫРitИ заполняют всю вещствен-

ную ось с неко тopolt плотностью _р(х) , которi я является г ладкоЯ 

функцией - производноЯ от Q·(x): 
' н 

dQ(~=f(X) .= G'(.x)-t 2. S"(x-x · ) 
dx. . i 1 ) 

(2 .6) 

где введена CJ(x ) - плотность распределения центров струн, Оез 
,цырок. При N -+оо можно заменять суккы по корня.к интегралами: 

м~ оо н -
L;_ { (Xj) z J dx J(x>f<к> -Z fr~·>= J tlx rrrx>f(x>. (2 .7) 
1 - оо 1 -оо 

}:огда, подставляя ( 2..5) в (2.6) и пользуясь (2.7), · по.цучик линейное 
интегральное · уравнение ,цля функции j'(X): 

2S м Н 

J(x) = N~Д(x1 rn-1/2)-J:_Д(x - x;, $±1/2-~Ji)i-J._B(x -xi) <2 •8) 
00 ,., = f 1 2 5 -1 J 

-ftiX!(X)B(x -X); .B(x y=A(x,2S)+2.LA(J(1 m), А(х) ~)= a/r.. 
IМ = f X J. r «J. 

-~ 

Его удойно реwать с помощью преоОразования Фурье (П.1), смотри прило
жение. Находя фурье-оОразы членов (2 .8) с помощью (П.З) и суммируя 
конечные геометрические прогрессии, возникающие из сумм по n1 , кож
н о представить фурье-оОраз решения в виде суккы вкладов различных кон

фигурi циlt - невозкущенного коря, АЫрок, проке:ауточны х, узких и широких 

пар: Н+М,о - i x ·p 

.f(f) = f. е ' .!;· (~\)' Iwt C;j) = О ; (2.9) 

D( ,)= N 
1 

Хо ==- 0; fJ ( x):: _ N...:.___ 
J o 1 2UY>~(p/2) , J 0 2cd,(11.x) 

('> <s - 1/2)f -cs - 1/ 2)/' e-(S+f/ 2)"0 
-f1 2е -е -
!; (f) =- 2 ~ (f/2) 2 ~ (Sp) . 

(2 .10 ) 

(2 . II ) 
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f-u~f):::-tanlt(f/2.) [ e-(l; ... tfz>l' -<1г1/2.)f <1г1/2.)f t2S -~~-t/2.),•1 
1 2 ~'* <Sr) -r е +е -е 4(2.12 ) 

f .<h)r Р) ;:;: - 1[,Jt Cr/2.) 2 ;, ( . ·" 
J ~' \Sp) {4?; l ;f/ ' (2 . D ) 

t)~)Cr~ =- 2 ~it (f/2) e-(1;-s)p . (2 .14) 

Ввиду (2.6) выражения ,цл я плотност и корней б Оу,цу т те же сакые , 
за исключ е ние• вк118Да дырок (2 .II): 

. ()(./,)(р) = f ~/.)( ) - 1 = - f:adz. (f/2) (2 .15) 
J ; f 2~...), ( Sp ) • 

ООщее число струн в коре определяет н ормиров ку плотн ости: 
QC> 

М~== f dx u(x) == (f(Q)= N _ ji_ М, _ Мп (2.16) 
_.,;., 2 4 S 2S S . 

Подставляя (2.1) в (2 .16), наltдек чксло дырок 

Н==4SК-4Мп-2М; >0, (2 . 17) 

а также, п оль зуясь (2 .2), спин (1 .8): 

L :=: 4SK- 2Mf = Н/2 -М; :... 2 м~~ 0. ( 2 .18) 

С учетом того, что количество дырок и струн в море должн о Оыть целым , 

из (2.16-18) возникает р яд ограниче ниЯ на возкожные квантов ы е числа 
состо1111 иlt . Наприкер, четно с т ь числа дырок и удв оенного спина состояния 

совпадает с четностью 2.SN. 
Положения отде льных корней и дырок{,~} = {Х;,х;} опр еделяют с я 

(п о лу)целыки точками функции (2 .5) . Если учесть определение пло т ност и 
(2 .6) и ~ничное условие в (2.5), то получаетс я 

J dx f(x) = j - 1/2 
1 

j = 1 ••• M-s +Н . . (2 .19) 
-е>О 

Формулы (2.9 -15) содержа т по лную инфо~ацию о коре, если п олоsе -
н ия пар . и дырок за;а ны. Эти формулы я вля ются Оолее оощики , ч ек в с лу

ча е струнноЯ гипо т е зwf 41 . П ри S=1/2 в оспр ои зв одя тс я со от ветс твую
щи е результаты ~О о ты 1121, а в случае S ;;> 1/2 может возникнуть ка
чественн о новое яв л ение - у зкие пары. 

з . Уравн ен ия ,цл я пар и кач еств енная кар тина состоян ия 

Выпишем л огарифм УАБ (1.5) для верхнего члена какоlt-лиОо из пар 

/..==x±~J: 
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;[_ = N ln [ Х+ ~ (~тS} J = i3l+ [ ln[ Х-Х;+~ (j- ±Ji;1) ]-г#{ (моd. 2зti) 
X+t (1-S) 1 X-X;-tt()±1;-1) • (3.1) 

Вклад ыоря 2. S-струн в (3. 1) равен 
t\1 1 2S . Х о ( (! , 1 Mi ( ) 

fl{:::.) !.п[ П х- ;+to J-v - ~2+-mf) ] = L !п[ x-Xi +i(j+S± 1/2)] 3. 2 

f m =f x-X;+L(l-S-112+1>'1-f) l o x-X;+i(j-S-!:112) ' 
где мы сократили совпадающие члены в числителе и знаменателе произве

дения. В рассuатриваемом приближении можно воспользоваться (2.7) и 
приuенить к возниКающему из (3. 2) интегралу формулу (П.5), осуществляю
tцую иреобразование Фурье. Тогда, ,.подставляя выражение ця плотности 

корней ( 2. 9), можно получить для широких, узких и промежуточных пар 
оо HtMI' 

:R_M>== f·it 2 ~ (f/2) 2 w.h (Sp) z_ e~i'J- i (x-xi>Jp if: Cf;)' ( ) 
о г ОС> . Н+Мр ;=-о о • '1 . 3.3 

m<м> 0
- Jk-2 l(,.,/)~{e-[S-j+i(Nj>Jt -[S+(-<(и~>Jt7б.(f) 

tA =-2:r.tб'(O)+ f co-'Jftrrl? - -е I 1 ~ 
о . ~=(} . (3 .4) 

cr>( i. ) о ..... oc>Jdo ~Р{ -[j-S+f/2- i (.к-~>),P -[j+S+Vz-i(x-x;)]f 
tJ\. == -( ort'б'(O)+ ""t" L е -е 

О 1 i=O . о -

-[S+~/2. -ч:+i(x-X ·)]f -[ti+S-1)2-•(X-Xj)lt) fio (f) (3.5) 
+е ~ ' -е ' J " • 

В данном разделе мы рассмотрим только лидирующие вклады в (3.3-5) от 
неваэмущенного моря ( 2. 10). С оответствующие интегралы берутся по фор
мулам (П.8-10). 

В результате, если Л - узкая или 11ирокая пара, то из (3.3-4) 
Cl)(fl ~) \11 

получается (/\0 ' ==q._, то есть лидирующий вклад моря в правую часть 
.(3.1) полностью сокращает левую · часть. Такиu образом, стандартные ар
гументы 11

•
10

•
11

/ в пользу того, что вс е комплексные корни должны быть 
членами струн, не работают: бесконечность в Левой части (3 .1) компен
сируется за счет того, что . в правой части (3.1-2) растет общее число 
членов ( 2. 2), в то время как каждый из них остается конечным и ни один 
из знаменателей не стремится к нулю, Поэтому могут существовать узкие 
и ши.рокие пары, не входящие ни в какие струны. Их параметры опреде ляют

ся конечными членами в (3.1-4), которые мы проанализируем ниже (раз
дел 5). 

Для с JW ча~ же промежуточной о пары, \ 1 - S 1 < i/2 , о, (3. 5) дает 
(~ 2зti.) !f{(t~ - i'JiN + N ln[ X'f' ~ (J+S) ш(л j-S- t хо\] 

о 2 х + '<j - S) . 2. / (3 .б) 
=;t_ + !i t. { ~ (-к.х )-см[:71(~-S)] }-tN !,) - ~(11x)""i~[!К(~-S>] } 

2 ~ (1r~)+CЬ3[x(~-s)] ~ 1~(1i1-)'1"i,u. [xC,1·- S>JI • 
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Как явствует из (3.6), после сокращения левой части (3.1) в правоИ 
части останется член, которыИ ведет себя при N-+ ею как -а N, 
Re ( СХ) >О . Следовательно, чтобы скомпен'сировать эту vинус бес-
конечность, какоИ-то из (конечного числа) оставшихся членов правоИ 
части, не содержащих N явно, должен стремиться к плюс Оесконечнос-

ти. Значит , кроме р!.СсматриваеvоИ промежуточноИ пары, решение должно 

содержать узкую пару, имеющую 

x1 I.iJi = х + i CJ-0+ O(e-a.N), (3.7) 

где стоит плюс~и минус в зависимости от знака vниwоИ части справа. 
Но тогда в уравнении (3.1) для члена (3.7) этоИ узкоИ пары, где лиди
рующие члены уже сократились, появится вклад - aN от рассvотренноИ 
прс.ыежуточноИ пары. И спасти поло:аение может только еще одна пара, 

один из членов котароИ лежит на i -t eJ(e-aN) ниже точки (3.7). Так 
будет продолжаться до тех пор, пока wы не доИдеu до нижнего члена 

пр омежуточноИ пары с парамет раwи 

x'+ i ~'= Xтi(2So ~~)-t ~(e-aN), (3.8) 

для которого имеется вклад моря, подобныИ (3.6), которыИ компенсирует 
дисбаланс, вызванный предыдущей п~рой. 

Таким образом, мы делаем вывод о том, что nромежj-то'Шые nары могут 
встречаться только в составе струнаподобных uулыиплетов (смотри ри

сунок), являющихся обобщЕIJ нем кварте.тов из работы II 21. Му лыипл е т 
содержит две промежуточных и 2S-1 узких пар, вещественные части кото
рых совпадают, а мнимые расположены через единицу в двух сериях. Пара

метры прс.ыежуточных пар - высших членов сериИ - связаны формулоИ 

(3.8), mк что весь мулыиплет в пределе N.-oo задается двумя вещест
венными числами х и } • Вырожденным случаем мулыиплета, со.цержащиu 

вдвое меньше членов, когда j- = S, является струна длины 25 + 1 • 
Мы будем р1ссматривать ее как поювину мулыи_плета. 

В связи с полученным ограничением на промежуточные пары удобво 

выделить в (2.9) вклады мулыиплетов, чис ло которых будем обозна чать 
М т ; М i =-2 Mm• Суммируя вклады в плотя ость (2. 1 2) от двух проме-
жуточных пар мулыиплета, Xj I.l j; и Х; ± l (2S-ii) , получиМ 

!
-( ... >( ) _ .,;,пА. (р/2) [ - ~JP . -(2S -j;)PJ 

о р-- е +е • 
о 1 ~ <Sp) 

Узкие пары, не входящие в мулыиплетw, мw ~t~.зываем свободными и 

обозначаем их число Mf; М,.=М1 +(2$-f)M'". ФоiJiулы (2.16-18) 
переписываютс я в виде 

9 

(3.9) 

' 
..;'-: 

~ 



/ 

"' • 
М =~(О)= li- J:L_МJ__2M 

~ 2 ltS S "" ' 
(3.10) 

H==-4SK-4M -~SM >О f т- ' 
(3 .II) 

L = Н/2- 2 Мьt- 2 М"'~ О. (3 .12) 

Итак, кы nолучили качественную картину состояниИ : мирокне и свободные 

узкие nары nлюс мулыиnлеты на фоне коря с некоторым числом дырок. 

О братимся теnерь к количествеиноку оnисанию. ., 

4. Энергия и икпуль: состояний 

Согласно (1.6 -7), все комnлексные nары дают npяWoR вклад в 
энергию и имnульс: М 

Е ~ S '= ~-1 -:::J=4- (x;±.iцi)2.~s'" Ref iX;±ji+S 
J м (, . 

Р. = t Zln[ x;-+i($±.)1;)] (moJ 2~). 
f L j X,j- i ($±-jj> 

(4.1) 

(4. 2) 

Кроке этого, существует еще косвенный вклад вследствие реакции моря 

2.S -струн на nрисутствие nap. Преобразуек энергию и имnульс коря: 
Е ..., 25 S 

- J! ~[dx о<х> ?., [x+i(Sтi/z-m)jz+S2. 
оо 2::; оо ( ) 

f ~ ) - (.., - 1/2-)р f - ~ Sp -se 
= Re dt u(p)Le = Re Jp G'(p) w(; )е , 

О m=f О f 2 

( 4.3) 

00 2$ 
~ == 1. Jdx u(x) "') ~[ х ... ~ ( ... --t/2.)} 
~ [ L- X-t (,.,-1/2.) 

- - m = f 
(4.4) 

= 21Т s G(O)- 2 Im 1 _k б<t> -sinlt (S р) e-Sp 
о р wJ,(p/2) ' 

где мы восnользовались (П.1-3,5) и учли, что фурье-образ nло·тности 
корней имеет стру ктуру (2 .9) : Подставлия вклады в nлотность от nap 
(2.13-14) и (3.9), nосле несложных вычислений с nомощью (П.IО ) обна
руживаем, что косвенные вклады всех nap в энергию и имnульс (4,3-4) в 
точности сокращают nрямые вклады (4.1-2). Далее, вклады в (4.3- 4) от 
невозкущенного мори (2.10) имеют вид 

P0 =nSN (мocl21t), s 
оо 2S ' { > 1 S · ( 4 5) Е -JNj d(e-P) ~ ( -р)т-1 L-~ 1 цмое; · 

о- _ L е ==-JN• n .= t 5-112 

о i+e Р т=/ . /п(2)+2. -"-
1 
S полуцмое, 

n:i 2n 
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а вклады дырок (2.15) сводится к (П.4,8-9) и равны 

E(lt>_ J~ >О p(lt~-- aian ( -осх;) J - 2 ~(т. Y.J) , J - 2 е . (4.6) 

Таким образом, кы . видик, что состояние невозмущенного моря обла

дает кинимальноR энергией и nредстав~ет собой антиферрокаrнитный 
физический вакуум, а дырки - элекентар~ые возбуждении над ним с 

дисnерсионаык законом EJ">::: -J ~ ·~u{F;( 1. Комnлексные nары влияют 
только на сnин и культиnлетиость состояний. Этот результат не изменил

ся no сравнени -;.,. со струнной картиной: доnустимые нес'трунные конфигура
ции nap, как и · ~трунные возбуждения в работах 141, неnосредственно не 
влияют на энергию и икnу лье состояния, которiе оnределяются только 

дырками. 

5. Ущвнении дли допустимых коЩJиrурациR · 

Наиболее nросто выводятся уравнения дли широких nap. Лидирующие 
члены В (3.1} дл11 них у•е сократились (раздел 3). После nодстановки 
в (3.3) nло~ности корней из (2 .13-15) и (3.9), все интегралы берутся 
с nомощью (П.10). Подставляя резу лыат в (3.1) и эксnоненцируи, мы 

икеек Н M~or т М'" . 
п x-x;+i(:J-S+i/2) = _ п x-xi+t . [J1 - 5±(JГS)+1]. (5 .!) 

J r--x;+it~-S-1/2) . 1 x-x1 -rt[J-S±(JгS)-1] 
Действуя no той •е схеме, nосле несколько более утомительных выкладок 
с nQiощью (П.7,9), nолучаек из (3.1,4) УАБ дли узких nap: 
Н 1iл/,(rt x-x.j +i{J-S-1/2)) Mn+M~ { x-'i+i(l -S±<_~гS)+f]l 
п 2S - - N-f п ~ Тt 2S 1 
j ~[3I X-Xj+L~-S+f/2.)] -() J ~{~ x.-x;+i[j-S±(JгS)-1]}' (5•

2
) 

2S 25 
где nри вычислении знакового фактора кы учли, что число струн в коре 

(3.10) целое. Замечателен тот факт, что в уравнении для широких nap 
(5.1) вклаДы узких nap nолностью сократились, а в уравнении (5.2) для 
узких nap сократились вклады широких. 

Выведем теnерь УАБ дли кулыиnлетов. У•е из качественного анализа 

(раздел 3) ясно, что уравнении для отдельных членов культИnлета бу,1,ут 

сингулярны no отклонениям от точной nредельноВ картины. Поэтоку,как и 
для струн кори ( раэ,1,ел 2), кы nо~чик для каждого мулыкnлета несингу
лирное усредненное уравнение, имея в виду, что его выnолнение дас! 

возмо•ность обесnечить УАБ дли всех членов за счет малых дефоJI&ациlt 

ко!фигуJ:Rции, исчезающих в nределе. важно, что при зтоw для деформа

ций число УIВВНениlt совnа.~t~.ет с числом неизвестных (такого совnе.Ае

нии не бдет для особых nap с :; : S :±i/2, nоскольку о,1,ин кз nара
метров дли них точи о зафиксирован, но соответствующее уравнение не 

ll 

~ 



nревращается в тождество, как, наnример , ДJIЯ вещественных корней . 

Именно по этой nричине мы исключили особые случаи из рассмотрения). 
Наше усредненное уравнение для ыулыиллета будет nроизведением 

уравнений для всех его пар, а и~енно, для сле.цующих членов: 

Л= x t-i(~-m), m-=0 ... 25, ll-S/<1/.2. (5.3) 
Уравнения для членов узких пар (т= f •.. 2S-1) уж.е найдены: (5.2). 
Для двух высших чтнов (m=-0, 2S) )4Ь1 рассмотрим сразу сумму уравне-
ний (3.1): М 

N ln [ х +_ i(~ '1- s) 1 = f ~r X -J(;+ЦJ :i~j 1-f) x-xj +~ (J ±Jг2Sт1)] (5 .Lt) 
'-+L(~-3S) j x -xJ+i{j±-JГI) x-·yu~1:.j-Г2S-1) 

ею Н +t-1. +Mt.t +М", . . 

-l'Jti 6(0)+ J!fe.2 сь'>h (flz)L {e-[3S-:J+i(x -xj>l~ё[S ... _:~ -Цx -x;)Jt}O'. (.f) (~ 21i0. 
f . о . J 

о ;=- , 
Интегралы берутся с nомощью (П.7, 9 ,IО ), и nосле ряда сокращений 
зкслоненцированный ответ о ка.зыжется в точности nроизведением (5.1) 
и (5. 2). 

Прежде ч ем леремножать уравна~ия для членов мулыиллета, отi.!е
ти~ важное свойство уравнений (5. 2): УАБ для любой узкой nары на самом 
деле не содержит вкладов мулыиnлетов, за исключен ием лишь тог о, 

членом которого э та пара является. Это свойство л~гко устанав ливается 

с nомощью трюка, аналогичного (З .2). В лроизвед~нии по му лыиллету 
Лj . вида (5.3) большинство членов в числителе и знаменателе сокраща
ются. Наnример, из членов, в которых берется знак nлюс, остаются 
только два nервых ( trl =О, f ) в знаи.енателе и два nоследних (т=. 
2$-2, 2S -1) в числителе (второй высший член мулыиллета (tn = ZS) 
в nроизведение (5. 2) включать не надо!). Но в силу nериодичности .с и
нуса, эти члены тоже сокращаются . Един с тв енн о е исключение из nравила 

сокращений - невозu ожность сократить ноль с нулем (сингулярные чле
ны) , когда пара входит в мулыиллет, по котороку берется лроизведе
ние. 

Переи.но жии. телер ь УАБ для членов и.улыкллета. Множитель (5.1) 
появится один раз - из (5.4), -а среди Ур:lВНений (5.2) для чле н ов 
(5.3) с т= О .•. 2S-f · будут nроисходит ь рассмотренные только 
ято сокращения . Однако nроизв едение было сnециально устроено так, чт о

бы в nравой части сократились и сингулярные члены, - они дают знаков ый 
мв ожктель (-) 2 S • К знаков ому же множителю (-)Н сводится nрк 
зтDЫ . и левая часть. В реэrлыате nо1rчаетс я уравнение, отличающееся 
от (5 .1) только множителем (- ) 2SN- , н о вслежствие (3 .10) это -
едкница. 
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Тахкм образом, мы лолучкли окончательвые уравнения (5.1) ~я 
широких пар и мулыиллетов, а также (5.2) АХЯ свобо,JJ;Вых узккх пар, 
где Мn+Мм следует заменкть на Mf • "ПоJiовинные" ковфигурации -
881118 ственные корни и (2.S ·Н)-струны -. рассматркваются на равных ос
нованиях, только в nравых частях для них слеАJет брать один из двух 

совладающи х множите т я. Наши прЕЩеJI ьные уравн еиия уже не сожер~ат 

ларв.метJ8 N-oo, кроме знакового мвоптеля il >5.2). Формула (5.1) 
прк S:: i/2 сог Jlасуется с резу лыатом работы 112 • Отметим схо.J,ство 
структуры (5.1) жля любого сnина с УАБ (1.4) для МГ спина 1/2, а · 
(5 .2) - с уравнениями для анкзотролной ХХ Z IIГ, которые изучались 
в .работе 11б/ • ,. 

Строго говоря, выведенныв уравнения оnксывают только ли,~~;ирующиА 

nорядок по N~ 00 AЛII коЩ!игурациА, остающихся фикскроваиными в 
эт.ом nределе. Оценить nоnрааки к ним очень тру.J,но: необходимо учесть 
ошибку аnnроксимации моря функцией nлотности и отклонения от точной 

картины 2.S- струн. В частности, нельзя nрИжавать слишком боль11ого 
значения выводу об экслоненциаJIЬНО~ точности мулыиллетов, nолученному 

в предnолоЕНИИ идеальности струн моря. Очеви,цно, наибольших отклонений 

от nрежельной картины следует ожидать жля конфигураций, наиболее уда

ленных по ве~ествениой оси TY.J.a, где nлотност Ь моря мала. 

6. Некоторые низшие состояния 

В разжеле 4 было установлено, что энергия состояний над вакуу

мом оnре~ляется дырками (4.6). Позтому низшие состояния должны иметь 
наименьшее число дырок. Однако из формул (3.11 -12) видно, что nосле 
фиксировани11 числа дырок, широких пар и мулыиллетов (сумма nосле,JI;НИХ 

.двух чисел ограничена неотрицательностью С·nина) остается некоторый 
nроизвол в жобавлени.и свобомwх аар - вwбор О S. К<.<.. N/2 . • На111а 
гиnотеза состоит в том, что если состо11ние вооб~е существует, то оно 

реализуется nри наименьwем возмоJ:Вом ~ • Эта гиnотеза nо,цтверж,цает-
ся nри анализе nростей11их состояний, хотя общим . жокаэательством мы 

nока не расnоmгаем. Ввиду сложности реwен ия бoJIЬIIOГO числа уравнен иlt 

(5 .1-2) мы продемонстрируем наiiИ резу J!Ьтаты на nримере S .:.3/2 при 
ч етных N. 

в э том случае имеется вакуум с н =L= м~ =Мм= о . Тогда 
и з (3 .II) м1 = ; К • Наимень.ему К= О отвечает невозuущенное 
море и з N/2 11тук 3-стру!{ . Докажем, что nри K=i физических ре-
llений не будет. Можно реализо11ать M.f =3/2 двумя слосо6аки. 

1) Три ве.,ственных корня: а,, а2., а 3 • Для них мы кмеем сис

тему трех уравнений (5 . 2): 
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. , l ( a;-a~r.+i.) .. 1 ( . ~- -a1 +i) 
~ :::: ')(Щ1 1i 3 ?Ит 1i .3 

~ж; ( :~r а,г at- i) ~ ( 1i а1 - а1 - i ) ' С6.1) 
3 3 

где (~,k,l)- циклические nерестановки (1,2,3). Решая С6.1), находим, 
что 2 а,; =а/с 1 а,. Тогда из трех УJ8ВНения следует, что все три кор
ня совnадают. Но такое решение не соответствует никакому физическому 

сост~янию, nотому что бетевекий вектор nри наличии совnадающих корней 

зануляется. 

2) Узкая пара а ±-ii и одИн вещественный корень a-r с . 
Уравнения С5.2) дают ·со ) 

11 - -C-tl-o+-1] 
1 = ~ ( 1i ~) ~.J l1i 3 С6.2) 

-}(.n('Тi2.t-1) ~[п-c+iCI-1>]' 
3 3 

1 = ~ [rt С+ 'iJ+ '.>J . ~ [ 1i С+ ~(-l+OJ С6.3) 

~[л C+t~(!-o] "WJr [зr C+i{-&-o] · 

Из С6.3) nолучаем единственное решение: с= О. Подстановка его в , 
С6. 2 ) nриводит к тому, что g должно быть целым. Однако для узкой 
nары О< t < $-~/2 = 1 , nозтому единственная возможность - зто 
.g =- О • Но тогда мы снова nолучаем три совnадающих вещественных корня. 

Перейдем теnерь к возбуждениям. Согласно nравилу четности (раздел 
2), низ111ие возбуждения будут содерJ:а.ть Н =2 дырки: Xi, Х2 • С 
учетом (3.12) можно ожидать синглетное С L=-M~ = О, М,.,= 1/ 2) 
и Триnлетное с L= i 1 M"-t .=.м m , =-о ) состояния. 

Для триnлета в (З.II) минимальное К=-1, и M;=S :;- 1/2 = 1. 
Снова возможны д!В случая. 

1) Два вещественных корня: а, i . Для nервого, (5. 2) дает 

~(rt a-~~-ifz)~(n a-x;-i.;2)~~(лa-;-i) с6 • 4) 
-= cмh(rt a-x3-ti.l

2
) сьJ.(л a-x~-+i./2) ~·nJ.(n a~f+i). 

Вычитая из С6.4) аналогичное уравнение для второго корня, nосле nреоб
разований nолучим единственное ре111ение: Cl=/=(X1 +X2.)/2. Но оно не 
удовлетворяет (6.4) ни nри каких веQ!ственных Х1 и Х2 • 

2) Узкая пара: l1 .± i f, • УАБ (5.2) сводится к виду 
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~[1i a-xi;L(6-t/z)]~[1i a-x.l.~(,-f/2.)] ~(1i zt;1) 

::::. ~ l '1i C{-)(1,-t-~ (.&+ 1/z)] ~[7i а-х2. -+'~(~+1/2.)] ~~с~ 2~;1). (6.5) 

Е,DJ~нственное ре111ение С6.5), у.цовлетворяющее О< l <1, есть 

а::= Х1-+Х.2. g == 2_ ~( ~ .~ С6.6) 
L ' 2:n ~(л x .. 3x1)-r{~.a.(r.x~,;.)(•)т2J• 

Таким образом, триnлет содержит свободную пару (6.6). Ее мнимая часть 
монотонно растет от nриблиэительно 01 571 ~о З/4 с ростом расстояния 

между дЫрками of нуля до бесконечности, в ТО время как струнная гиnо
теза nотребовала бы 1/2 независимо от расстояния. 

ДJIЯ синглета миюsаальное К=2. Кроме узкой nары С6.6), он со-
~ержит струну ~лины 2.$+ 1 ::. 4 • Положение ее центра С определяет-
ся из УАБ (5.1): 

с-х1 + ~/2 c-x;t+ ~/2 = 1 =====;. 
c-x1-L/l. c-x2.-t/2 

С6.7) С== Х1 + Х2. 
2 . 

Возможные положения ,цырок в С6.6-7) оnределяются фopwyлoll С2.19), 
которую можно nереnисать в виде 

· Н+Мn+М~тМ,.. 

j-1/z ~ L [ ,c_;(:t1 -x~)-F;'(-oo)], j=1 •.. fv1~+H, 
lc=O 

(6.8) 

где разтчным членам (2.10-II, IЗ-14) и (J .9) в плотности (2.9) отве
чают функции 

· ~ <>О п-(ин1) С6.9) 

f;(x>=f f-il1«1(xp)"D(f) =-±E(x)~(O)+-L(-).b _(О}. 
!( D f Jlc п=-0 

Самому низкому возбуждению nри четных !V , очеви~но, соответст
вует симметричное расnоложение двух дырок на максимальном у~алении от 

начала координат: х 1 "' t{?1 = - Х.2. = - &t'tA,+H. Это соотв е тет вует имnу пьсу 
Р= n(SN-1) , которыll является целым кратным 2'11./N , необ-
ходимость чеrо однозначно сле.цует из nеремножения всех УАБ (1.5): в · 
nравой части nолучается е~иница, а· в левоlt, с учетом С1.7), eiPN 
для HallleГO НИЗIIего во зОуждения xi-+- 00 nри N ~оо, и, оставляя 

в (6.8) топь ко лидирую~ие члены, ' по лучик 

-'1-.=XJ.= .l. ~n(&SN)~ E-t = J!Т~, (6.IO) 
' 'Л 1i о 4$ 

с точностью ,цо nоnравок по 1/I,.,(N) , которые можно найти, ПОJIЬ-
зуясь разmжением (6.9). Лидирующий член, (6.10), о.цинаков .ця сингле
та и триnлета. Однако первая nоnравка дJiя синглета будет на 
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J1i2 . 
t..E = N L1 ( N) больше из-за вклада вхо.-ящеll в ( 2$ +-1) -струну . 
nромежуточной nары - половины (3.9). Полученные формулы для низшего 
возбуждения сnраведливы при произвольнам S и, как и другие пред
сказания схемы, могут быть сопоставлены с численными расчетами. 

Заканчивая данную работу, мы узнали о сходных результатах, полу
ченных Решетихиным и Фаддеевым 181 для уравнений, почти совnадающих с 
(1.5). 

Мы благодарны П.Б.Виrману, А.А.Вла~мирову и Л.А.Тахтаджяну за 
обсуждения и ценные замечания. 

Приложение. Некоторые полезные формулы 

Мы используем преобразование Фурье следующего вида: 
С>О 00 

l(f)= ftix e-'fj(x), J(X)= f f§ e i)(fj(f). 
-~ -~ 

Тогда имеют место тождества: 
00 с>о ' • OtO 

' .fJXf(X)u(x-X) = f ljfe'Кfj(p) ~(f), )dxo(x)=cr(O). 
- оо • ·- 00 -оо 

Некоторые частные фурье-интегралы : 

Jdx e-ip a;r. = Е.(а) e-l«tl 
._...., Х~+ fA.'1 J 

C>Od e i•t ~ 

J Щ!- =-
-00 2т. 1 смh (f/2) 2 спh. (1i ' • 

Для вещественных Х, tr:/=0 I=A 

{
1)а>О; 

Е (а)= OJ а= О ; 
-1,а:<О; 

сnраведлива формула 

(П.I) 

(П.2) 

(П.З) 

(П.4) 

fdX G(X)!-n( х -~+~:)= t;[t .(А)-Ца)]б(О) 
-оо . х- +' (П.5) 

JC>QdD{ -[IAI-il(A)xjf_ . -[JaJ- it(a)X]f,_,[ J} 
т -=+- е б[t.(A>t]-e <У t.(a.>r • о f . 

При вычислении возникающих интегралов исходной является формула 
3.54!.2 (страница 370) из таблиц 1!71, которую удобно записать в виде 

OQ (а+~тС\ J dp е-ар 1iл/t {lp) = _]___ tп[ Г 2С f J (П.б) 
-ьо ~ (с. р) "д а Г (а ; ! +с) · 
Интегрирование (П.б) по параметру а дает 
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о() • ' L ' [ r(tr.,.&-rc\~(A-l..-c\ 1 j #(e-Af-ёt1-f) .,W.(11f) :: fn .zc /t 1 -;и-/ 
о f ~ (с.р) Г(а-1 -rс-)Г(А-1-IтС) • 

. · 2с 2с 

В частности, nри 1~'1/2., С= 1 Юlеем из (П.7) 

r~ e-Af_eap = tn[Г(~/2.-t3/4)Г(A/2.+i/4) 1· 
0 f 2и»h(f/2.) Г.(а/z~1/4)Г(А/2.-t3/4) · 

(П.8) 

для преобраз ованиа выраж81 и11 с гамма.-Функцияwи используются тождества 

Г:,(f+Z) == Z Г-( z)1 . Г(z)Г(1-Z)=Я/~п (.ТС2), (П.9) .-
Из (П.б-7 ,9) nри 1 =-с можно поnу1111ть и совсем nростые интегралы: 

Joo.k(~-Af_e-"-~') = ln (а/А) 
рО 

f af e-at;: fja, 
о о f ' • (П.IО) 

.Рисунок. Струны и струнаподобные му лыиnлетw 

o:s мультиiiЛеты: 

~ ~ · S==i/2 5=1 . S==3/2: 
t:! ~ ti w 

/тО) 

2 :t-1-- 1 

o:s ~ ~ ~ . (к,&артет61) w- ·1.1 
- ~- ~ -IV) ц,. 11 '1• ~11 '11 1•1l }J f-

-1-~ 11 11 r •11 11 /~ 1 -
О 1 . 'l' n n 

Т 11 Re().) 

11 11 Н/1 11t'l 
-
1 

· ~ J1rr1111111 '-' . l 1-
~ w- 11 

w-
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