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у 2 и N /в квантовом случае N - целое число 171 1 являются пара­
метрами теории:знак минус под корнем в д~йствии /1/ показывает, 
что метрика ga~ соответствует псевдоевклидовой метрике. Варьируя 

деЙСТВИе /1/ ПО ПОЛЮ U(.; 1 ,.; 2), ПОЛУЧИМ следующее уравнение ДВИ­
жения: 

1 · а~ г-= -1 · N а~ -1 · 
- -да (g v-g U д дU) -- ( д (U д д U) =О, 

2у 2 fJ 877 а fJ 
/2/ 

а~ 1 аа' ~~' v 

г1де g = -_-f ! ga 'f.J, • Прежде чем переити к рассмотрению 
(-g) fJ 

гамильтоновой формулировки теории /1/ и обсуждению представления 

Лакса для матричного уравнения /2/ отметим симметрии, оставляю­
щие - действие S неизменным. Действие /1/ инвариантно относитель­
но пр~образований перепараметризации многообразия V и его гра­
ницы дV: 

-+ 

щ.;1,.;2,.;з) _. U(f1(.;),f2(.;), fз(.;)) 

/f
1

, r 2 , r 3 - произвольные несингулярные функции/, а также 

относительно глобальных преобразований 

-1 
U -+ Al. UA 11 , (Al. , Л R ~ G) , 

131 

/4/ 

образующих группу GL@G8 .Симметрия /3/ показывает, что система 

/1/ представляет собой пример вырожденной гамильтоновой си­
стемы, следовательно, на гамильтоновы переменные /которые мы 

будем вводить ниже/ необходимо наложить связи. 

Перейдем теперь к гамильтоновой формулировке теории /1/, 
для этого рассмотрим некоторую вспомогательную систему, дина­

мика которой описывается действием 

s = ~ ( ct 2.;r--f+ ~ f ct 2 .;(a~Tr(A(U)U- 1 д uu-1 д~U) = ( ct 2 ~i'. 
2у дv 2477 дV а av 

/5/ 

Здесь A(U) - "внешнее поле". Действие /5/ переходит в действие 
/1/, если потребовать выполнения равенства 

- дАаь -1 
д A(U) ь = --д U d = U д U d 
а а дU а с ас а с 

/6/ 

или 

-
дАаь 

дU cd 

cd 

-1 
о db U ас 171 

----~:-, 3 

t: - ~~ [ ·'" 



~ 

\1 

/а, Ь, с, d - матричные индексы поля U/. Мы не будем касаться 
здесь вопроса о существовании решения A(U) уравнений /6/ и /7/. 
Для нас достаточно будет рассматривать К как некий формальный 
символ, который поможет нам ввести симплектическую структуру 

в фазовом пространстве системы /1/. Рассмотрим гамильтонову 
формулировку системы, опиtываемой действием /5/. Отождествим 
переменную ~ 1 с временной переменной, тогда канонический импульс 

в рассматриваемом случае будет иметь вид 

р 
дf 

-.-
дд1 u 

-1 . -1 -1 · -1 
-g 12 u д 2 uu + g 22 u д i uu 1 

2у2 J-g 
А . . 

+ -cu-1 д uA:u - 1- A:u-1 д uu-1 ) • 
24rr 2 · 2 

+ 

!8! 

ВвеДем теперь новую переменную р,не зависящую от "внешнего 
поля" А: • 

- N -1 ~ 
р = pU - -[ U д 2 U , А ] 

2417 . 

-1 . -1 · 
1 -g12u д2U + g22u д1 u 

2~ д-
/9/ 

Удобно также ввести переменные 

1 -1 
а = р + --U д U 

2у2 2 

а а 1 -1 · а t а 
а (~l'~ 2 )T, b=P--2 U д 2'U=Ь (~1'~2)Т ·/10/ 

2у 

Легко проверить, учитывая определение /9/, что выполняются со~т­
ношения 

Tr(a2 ) = Tr(b 2) = ·о. /11/ 

Эти соотношения являются связями на канонические переменные 

и следуют из инвариантности действия вспомогательной системы от­

носительно локальных преобразований типа /3/. 
Введем в фазовом пространстве нашей вспомогательной системы 

симплектическую структуру согласно канонической скобке Пуассона. 

/~а промежуточном этапе мы считаем, чrо все функции Uаь<~1•~ 2) 
являются независимыми. В окончательных формулах будет осуществле­

на редукция к заданной группе Ли ~/ : 

1U а ь<~1 ~2 ), Р cd (~1 • ~2)1 =д(~ 2- ~2 )даd д с.Ь /12/ 

/в дальнейшем мы не будем,там, где это не приведет к недоразуме­
ниям, выписывать в формулах временную переменную ~ 1 /. ''Внешнее 

поле" К является функц11ей от поля U и поэтому скобки Пуассона 

1
- - :.. дАаь 
А,~ Ul = О, 1 Ааь , Pcd 1 = -· --. - легко вычисляются. 
4 дUd c 

Перейдем теперь к рассмотрению нашей основной системы, опи­

сываемой действием /1/. Все формулы, получающиеся в гамильтоно­

вом подходе для вспомогательной системы с действием /5/, авто­
матически переносятся на случай системы с действием /1/, если 

. -
дА аЬ -1 

согласно /б/ и /7/ подставить везде вместо~ величину Uado c ь· 
дUdc 

Так, для скобок Пуассона переменных /9/ и /10/ получаем с~е­
дующие выражения (U ~ G) : 

lp (~2) ~ р(~2)1 =д(~2-~~ )[Та~Т а N 1 
(р -в;-u- д 2 U) ~ ·1] , /13а/ 

!а(~ 
2

) ? а с~;) 1 = д(~2 -~;)[та~ т а ,((_]_ - &1а + (- .L + &}ь)~1]-
2 817 2 877 

. /13б/ 

--\-та~ т а д '(~2- ~2)' 
у 

1ьс~ 2) ~ ьс~2н а а 1 N2 3 N2 
= д(~ 2- ~ 2 )[Т Q Т , ((-- - Ш-)а + (- + .!:!L) Ь) ~ 1] + 

2 817 2 877 

1 а . а '(/: /:' ) + -Т QT д ~2 -~2 ' 
у2 

/13в/ 

la(~2) ~ Ь(~2)! = д(~ 2- ~2)[Та~ Т а ' ( ~ _N~2 )а~ 1 + ( ~ + ~~2) Ы~1], 
/13г/ 

алгебра /13б-г/ абсолютно совпадает с соответствующей алгеброй, 
возникающей в модели главного киральнога поля, в действие кото­

рой введено слагаемое Весса-Зумино / 1 , 7 / . 
Скобки Пуассона связей /111 между собой и с· переменными 

а(~) и Ь(~) также легко вычисляются: 

1 ~ Tra 2 (0, ~ ТrЬ 2 (~') 1 =О, 

1~ Tra 2(~), ;тrа2 (~ ' )1 = 2; 2 д'(~ -е')~ Tr (a(~a(~ ')), 

/13д/ 

/13е/ 

1..!..тrь2 Ю , ..!. Trb 2 (~ ') 1 = - -1-д'(~- е') ..!.тr(Ь( О Ь (е')), /13ж/ 
4 4 2у2 4 

l aC~ ) • .l.тra 2(~') 1 = --Lд '(~-е') а(е') + (.l.- ~)д(~- е')[а(~},Ь(~)].J.../ 1 3з/ 
4 2у2 2 817 2 5 



{Ь(,;), ..lтrь 2 (,;')\ = - -1-д'(,;- ,;') Ь(,;') '- (.:!_ + y
2
N )о(,;-е)[ а~ , Ь(,;")] _!, 

4 2у 2 2 877 2 
/13и/ 

2 
{а(,;),.!.тrь 2 (,;')1 =(..!...-У N)o(,;-,;')[a(,;}, Ь(,;)]..!., /13к/ 

4 2 8rт 2 

2 . 
t·ь(,;), .l.тra, 2(,;') 1 = (--

2
1-Lli)o(.; -,;'}[а(,;) , ь(,;)].!... /13л/ 

4 ' 877 2 

Уравнения движения /2/, /9/ в терминах гамильтоновых перемен­
ных а и Ь имеют вид 

.La = - 1- -L(ra) + (!: _2в) (f- g) [а, Ь] 
а.; 

1 
2у 2 а.; 2 2 877 2 ' 

/14а/ 

~ Ь = _L -.-L(gb) - (.!.. + Х.:.~) (f- g) [а, Ь] 
а.; 

1 
2у 2 а.; 2 2 877 2 

/14б/ 

и могут быть получены стандартным образом, dтправляясь от га­
мильтониана 

J((.;l) = (d,;2(~ ц.;1 ,.; 2) Tra 2 (.;1,.;2)-; g(.;l ,.;2)Trb 2(.;1,.;2 )). /15/ 

Функции r И g в формулах /14/, /15/ являются множителями Лаг­
ранжа, nричем уравнения /14/ получаются из уравнений /2/, /9/; 
если положить 

___ l_f = ~g12 1 g\2-Г. 
'--g = 

2у2 g22 2у 2 g22 

Отметим, что случай ~f = l, ~g = -1 /коr:-да уравнения /14/ 
2у 2у .. 

полностью совпадают с уравнениями, возникающими в модели главно­

го киральнога поля 1 1~ соответствует выбору калибровки 

gl2= 0 • gl1+g12= 0 · 

Система уравнений /14/ может , быть представлена в лаксовам 
виде 

· д а Ь [L,M]=[-- (- + -), 
а.;2 ll1 1L2 

_а __ <_!А_+ ~)-1-J = 0 , 
a.;I ll1 1-12 2у2 

6 

/16/ 

/17/ 

] 

l 

если на спектральные параметры 1-1 1 и /l2 наложить условие 

N 2 N 2 2 
j.L2(l- _У_) -j.Ll (1 +_У_)= -2 . /18/ 

477 4tт • у 

Отметим, что вся зависимость от выбора калибровки /BI.?tбop функций 
f и g 1 содержится только в М-операторе.- Таким образом, заtюны 
сохранения, построенные на основе L -оператора, будут калибро- . 
вечно-инвариантными. Рассмотрим . теперь вспомогательную , спектраль­

ную задачу 

ц.;2)ф(,; 2, /-11)= [-L-(_a_ +-ь-)]ф(.;2,1-11) = 0 • 
d,;2 ll1 • /l2 . 

/19/ 

Мы, для определенности, ограничимся случаем периодических 

граничных условий а(,; 2) = а(.;2 + 277) , ь(,;2 ) = Q(.; 2 +277). · Для реше­
ний ф(,;2 ,/-1 1 ) уравнения /19/ можно построить матрицу моно-

.;2+277 . 
дромии Т .;

2 
(j.L 1) такую, что 

.;2+277 
т.; 2 (1-11) ф <.; 2 '/ll ) = ф <.; 2 + 277 ' 1-11 ) ' 

д ·т.;2+277( )-[а(,;2) ь<.;2) т~2+277( )] 
-.-.; 1-11 - -- +--, .; /l1 ' 
а.;2 2 1-11 J-!2 2 

.; 2 +277 
при этом в силу соотношения /17/ величина Т(/-1 1 ) = Tr(T.; (1-11)) 
сохраняется во времени, то е сть 2 

д . 2 . . 2 
-Т(/-1 1 ) = {Т(/1 1 ), Tra (,; 2)1 = !Т(/-1 1 ) , Trb (,; 2 )1 = 0. /20/ 
а.; I , 

. ( 

Кроме того, интегралы движения, получающиеся из T(i-11) разложе-
ни ем в ряд Лора на около полюса 1-1 1 = О /или J.! 2 = 0/, образуют 
системы инволютивных интегралов движения, так как справедливо 

соотношение 

!Т(/-1 1 ). Т(Л 1 )\ = О V1-1 1 ,Л 1 . /21/ 

Последнее соотношение проверяется следующим образом. Введем 

вместо переменных а и Ь новые переменные А и В: 
" 

А = (1 + Ny ~а + (l - Ny 
2

) Ь, В = (1- Ny~)a +(l+~)b. 1221 
477 477 477 477 
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Эти переменные образуют алгебру Каца -Муди : 

IA (g 2) ~ А(.;~\ = 20 (g 2- g2)[ 'I а~ 'I а' А (g 2) ~ l] - ~ о '(g 2- .;2) 'I а~ 'I а , 

,lл (g2)~ вс.;;>l= 20(,;2 - .;;н та~'I а . вс.;2) ~ l], /23/ 

(B(g2 ) ~B(g2)\ = 20(g2 -,;2)[Ta~'Ia.-A~l +2BS1]+ ~8'(,; 2- .;;>т а ~'Iа. 

Оператор L из спектральной задачи /19/ в терминах переменных А 
и В будет иметь вид 

• 
д . 

L(g2) = - - (fl(ILl)A(g2) + f2(1L1)B(g 2)), 
а.; 2 1 

где 

f l (IL) 

_?_ (l + к) + 4jlк 
у2 . 

4j.tк(~+ IL(l +к)) 
у 

f 2(/L) 

2 (l - к) -yr 

41-t к (-2
2 

+ IL( l + к)) 
у 

/24/ 

к= Ny2 
~ 

/25/ 
Пользуясь техникой вычисления скобок Пуассона элементов 

матрицы монодромии внеультралокальном случае /8/ и учитывая гра­
ничные члены, мы получим, что равенство /21/ будет справедли вым, 
если будет выполнено условие на функции f 1(/L) и f 2 (IL) следующего 
вида 

(f1 (IL) f1 (Л ) - f 2(1L) f2 (Л)) (2 + ~ (f 1 (р.) + r1 (Л))) 

f 1 (Л) - f 1 (IL) 

/26/ 
[ 2(f2 (IL) f 2 (Л) + f2 (IL)f 1 (Л) + 2f2(1L) f2 (Л)) + Ji. (f1 (IL)f 1 (Л) - f2(1L)f2 (Л)) (f2

(1L) + f2(Л))] 
2" --- . 

rp) - r2 (IL) 

Соотношение /26/ действительно справедливо, в чем легко убедить­
ся, если заметить равенства /см. определение • /25/ функций f 1 

1 f 1(1L) f1 (Л) .4к (IL -Л) . )( 
И f2 ------- = , f 1 (л)-f1 (/L)= (l+к IL-Л) Х 

f 2(1L) f2 (Л) (- !т)(l - к) 
х (f1 (IL) f1 (Л)- f2 (IL) f 2 (Л)). у 

Итак, мы показали, что для рассматриваемой теории /1/ в га­
мильтоновом формализме удается построить вспомогательную спект­

ральную задачу /19/, абсолютно совпадающую со вспомогательной 
спектральной задачей, возникающей в теории главного киральнаго 
поля / 1/ 1 в действии имеется дополнительное слагаемое Весса­
Зумино/, и соответственно получ и ть производящий функционал для 

8 

• 

. 

двух бесконечных серий инвалютных законов сохранения. Отметим 

существенное отличие рассматриваемой теории от теории главного 

киральнаго поля. Это отличие связано с существованием в нашем 

слуЧае дополнительных соотношений /11/, которые являются связями 
на канонические переменные. 

3. Продемонстрируем теперь связь рассматриваемой модели с тео­

рией d-мерной релятивистской струны. Пусть в качестве группы 

G выбрана абелева группа следующего вида: G = D S U(l) ~ ... ~U(lL 

/D -группа дилатаций/, то есть любой элемент U GG мож~с} пред­
ставить в виде 

u = ехрХо(.;1 ,.;2).ехр ,1х1(.;1 ,.;2).expix"2c.;1 ,.;2) -···· ·expixd-1 c.;l ,.;2). /27/ 

Функции х 0 , ... , х d- 1 задают вектор в d -мерном гiсевдоевклидовом 
пространстве, которое мы будем отождествлять с пространством­

временем. В этом случае легко проверить, что 

g a{3(g l ,.;2) =а а XIL (g l' .;2 )a{3xiL(gl ,.;2)' /28/ 

1L 2 2 где xiLx =-х 0 + xi, а весс-зуминовское слагаемое в формуле /1/ 
тождественно равно нулю. Таким образом, для действия /1/ мы по­
луча~м выражение, совпадаЮщее с действием струны Намбу-Гото: 

S = -
1
- J d 

2
.; J- det 11 g r.J 11 • 

2у2 . al-' 

/29/ 

Здесь метрика gaf3 определяется по формуле /28/. Все формулы, 
полученные в п.2 настоящей работы, переносятся на случай струны 

подстановкой в них определения /27/. При этом, однако, спектраль­
ная задача /19/ становится тривиальной, а~(~ вырождается. 
Поэтому мы остановимся на другом способе перенесения результатов 

предыдущего пункта на случай динамики релятивистской струны. · 
Этот способ заключается в следующем. Заметим, что если в некото­

рой интегрируемой системе им~ется малый параметр m , то систе- • 
ма, получающаяся из первоначальной в нулевом порядке по m , 
будет также интегрируемой. Чтобы использовать это замечание в на­

шем случае, введем в теорию малый параметр m следующим обра­
зом /дл~ простоты будем рассматривать случай струны в d-мерном 
евклидсвом пространстве-времени/: 

U ... ехр(шха(,;1 ,,;2 )Та), у 2 ... у2ш 2 , N ... N/ш 3 , /30/ 

а • 
Число генераторов 'I должно равняться d. Подставляя переопре-
деленные величины /30/ в действие /1/ и удерживая нулевой поря­
док по ш, получим систему, динамические уравнения для которой 

можно представить в виде /17/. Действие для этой системы имеет 
.вид 

9 
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: 

2 1 J N аЬс а{З а · Ь · с s = r d ~ (-2 det 11 g д\\ + - t ( х да х д rзх ) 
2у al-' 24rr 

/31/ 

g д = д х д дх , 
al-' а /.1 1-' /.1 

Это хорошо известная моделр релятивистской струны, распространяю-
- / 9/ Fbc в аЬс щеися во внешнеt~ поле . = х t .отметим, что в случае модели 

/31/ отсутствуют квазиклассические соображения, на основании ко­
торых мы должны были бы считать N целым числом. 

~ заключение скажем несколько слов о квантовании модели, опи­

сываемой действием /1/. Как уже указывалось, появились работы / 1 • 2~ 
в которых излагаются проекты построения квантовой теории главно­

г о киральнога поля. Так как динамика поля рассматриваемой здесь 

модели отличается от динамики главного киральнаго поля лишь на­

личием связей /11/, то возникает возможность использовать по­

строе ния вышеуказанных работ и в нашем случае. Особенно это ка­

са ется работы 1 1 / ,так как рассматриваемый в ней подход с самого 
начала предполагает перейти в пространстве состояний над псевдо­

вакуумом к базису, который диа гонализует операторы 'Ir(a 2) и 
'Ir(b2). В настоящий момент упомянутая здесь возможность основа­
тельно проверяется. 

В заключ е ние мне хотелось бы поблагодарить А.А.Владимирова, 
С.Г.Горишне го, А.Б.Замолодчикова и В.Г.Кадышевского за про~в­
ленный интерес и полезные обсу)l(дения, которые велись на различных 
э тапах данной работы. 
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