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В настоящее время процедура квантования калибровочных полей 

достаточно хорошо определена и даже формализована для целей 

вычисления на ЭВМ. Однако нельзя еще сказ~ть, что существует 

полное физическое понимание проблемы квантования неабелевых 

калибровочных полей. Здесь имеется ряд трудностей, в частности, 

неоднозначность определения полей при фиксировании калибровки/1/, 
физическая интерпретация топологических свойств калибровочных 

полей в пространстве Минковского/2~ а также проблема устранения 
инфракрасных особенностей. 

В этой связи представляет интерес рассмотреть метод кванто­

вания калибровочных полей, где эти трудности квантования выявле­

ны наиболее отчетливо. Таким методом, по нашему мнению, может 

быть квантование калибровочных полей, в котором с самого начала 

устранены нефизические степени свободы путем использования урав­

нений движения. Применение такого метода квантования в модели 

Швингера привело к нетривиальной связи инфракрасных особеннос­

тей полей с их топологическими свойствами /3/ и к такому решению 
8 -вакуума, которое не нуждается в искусственном привлечении 

аксиальной аномалии/4/ . 
Основная цель данной работы состоит в построении самосогла­

сованной лоренц-инвариантной КЭД, в которой вместо калибровоч­

ных условий используются уравнения движения на временную ком­

поненту поля. По-видимому, впервые этот метод был предложен 

Полубариновым / 5/, который показал, что такая классическая теория 
содержит только физические /поперечные/ степени свободы. 

В разделе 1 мы рассматриваем последовательное квантование 
указанной выше теории для свободного электромагнитного поля. 

В разделе 11 мы показываем, как такая квантовая теория фор­

мулируется в случае взаимодействующих полей. 

I. СВО~ОДНОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ 

Изложим вначале здесь метод квантования на примере свободного 

электромагнитного поля с плотностью лагранжиана в виде 

f =- J. F 2 
4 p.v • (р, v = О, 1, 2, з .... 

где Fp.v=дp.Av -дvАр.. Перепишем лагранжиан /1/ в виде 

f=!.F 2 
2 iO 

- .L в2 
2 

/1/ 

/2/ 
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где 

Bi = cijk дi Ak, (i, j = 1, 2, 3). 13/ 

Выразим в лагранжиане /2/Ао через динамические переменные с по­
мощью уравнений Эйлера 

_дL = -д?АО + дi дОАi =О, 
ВАо 1 

/4/ 

где канонический импульс поля равен нулю, "о = 8~/(8д0 А0 ) =О. Ре­
шение уравнения /4/ Ао = 1/(д2)д; до А;, подставим в лагранжиан /2/, 
в результате получим 

~Ф = _!. Е~2-...!. в2. 
2 1 2 
ф 1 

где Е i = (8;i -д; -д2 д i ) до А i = П;iЕ i, 

лf = пii лi. 
1 п .. =(8 .. -д. -д. ). 

11 11 1 а2 1 

Величины В; и импульсы поля 

7Тф - д~ 
i - aAif 

1 

П;i доАi = ЕФ 

являются чисто поперечными по определению /3/ и /6/. 

/5/ 

/6/ 

171 

!81 

Таким образом, мы получили плотность лагранжиана /5/и импуль­
сы /8/ в терминах чисто поперечных полей. Калибровочное условие 
д; А~= О есть следствие определения /6/ и нигде не использова­
лось. В дальнейшем поперечные поля будем обозначать индексом 

/Ф/. 

Квантовые скобки Пуассона между потенциалами А f (у, t) и со­
пряженными импульсами "~~.Q нужно строить · с учетом проекцион-
ного оператора /7/. 

1 

ф -+ 
["i (х, t), 

ф-+ ф-+ ф-> ф-> ф -+ . 3-> ... 
К (У, t)] = [Е. (х, t), А. (у, t)] = [д0 А . (х, t), А . (У, t)] =-lП .. 8 (х -у), 

ф -+ 
J 1 1 1 1 11 • 191 
ф ... ] [71. (х, t), 

1 
" · (j , t) = О , 

J 

[А~ (х. t), л1> <"У. t)J = о . 
1 1 

/10/ 

Возник~nвение проекционного операторi П;i в квантовых скобках 

легко понять, есл~ перейти в импульсное пространство и разло­

жить опе раторы поля по двум поперечным ортам 

2 ":'и 
А . (k) = l аа (k) е. (k), 

1 a= l 1 

2 -+ а ... k. k . 
L е . е . = (8 . . - -L-1.) 

a= l 1 aJ 11 k2 . 

2 

\ 

Следует отметить, что коммутационное соотношение /9/ содержит 
аналог Швингеравекой коммутационной аномалии типа д; 83 (к-~. 
Соотношения /5/, /8/, /9/ и /10/ представляют основу для кван­
тования поля в физическом секторе. 

С помощью оператора плотности тензора энергии-импульса ~(х), 
спроектированного на физическое подпространство 

о 3 . 
Т0 (х) = l 77.Ф А~_ ~ф 

i=l 1 1 ' 

о 3 Ф алФ 
Tk (х) = l "· --L 

i=l 1 дхk ' 

получим выражения для десяти сохраняющихся величин: 

оператора энергии 

1 ф2 ф2 .... -+ 
H=P 0 =Jd3x:rr:J(x) = fd3x: 2 (E +В2)= ~ J d3x:[A i + (V x AФ)2J 

оператора импульса 

з о 3 зф ф'. 
Pk = f d" х Tk (х) = - ( d х l " · д А 

i= l 1 k 

опера тор углового момен та 

М о = f d3x [xf т0 (х) - xm TJ'(x) +" lf~ л<Р 1 = 
un m r r r t 1 

/1 11 

/12/ 

= fd3 x ~ (ху11~д лФ ;_хm7Т. до Афi)-(А.Фf лФm_ лФ mлФ") , 
/ 13/ 

i=l 1 m 1 r 

оператор буста 
' i k 2 

M0k = Jd
3

x [х0 Т~(х) - xk ~(х)] = Jd3 x [х0 ";ф дk лФ - ~ (11~ + В2 )1 . /14/ 

Простые, но громоздкие вычисления показывают , что вели ч и ны /11/­
/14/ сохраняют алгебру коммутаторов полной группы Пуанкаре в фи­
зическом секторе калибровочных полей. При этом операторы Р 0 , p i 
м0k, Mij подчиняются перестановочным соотношениям 

[Pk , Ру] = О, -i[Pk • М fm] = 8km Ру - 8kf pm • 

-i [М kf • Mmn] = 8km Myn - 8f'm Mkn -l\.n Mf'm + 8 fn Mkm' 

[рО' pk] = О, [рО ' М kf] = О, 

-i[Mok' Mf'm] = '\mMof - 8kfMom' -i[Mok • Ру ] =-8kyPo. 

Коммутатор для плотностей операторов энергий имеет вид 

-i[T 00 (х), 'f0 (у)] = -(Т~(х) + Т~(у)) д ... 8 3(х -у). 
/см. приложение/. 

/15/ 
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Важно подчеркнуть, что именно выражение для коммутатора /15/ 
с аномалией правой части ведет к коммутационным соотношениям 

-i [Р 0 , м~] = Pk, -i [М~, мF] = -Mkf. Швингер в работе /б/ уста­
навливает соотношение /15/ как постулат. В нашем подходе нет 

необходимости постулировать это условие, оно является следствием 
11Швингеровской аномалии11 в коммутаторе /9/. 

Рассмотрим трансформационные свойства полей. Можно показать 

что имеет место соотношение Гейзенберга 

[PIL ' At (х)] = -i д А~ (х) 
дxll 

Совершая бесконечно малый лоренц-поворот /генерируемый бустом/ 

моk;' можно увидеть' что производные от о -функции в проекцион­
ном операторе Пij играют главную роль в восстановлении попереч­

ной структуры операторов полей в новой системе координат. Эти 

операторы приобретают дополнительную калибровочную фун~цию 

Л (Е, у). В результате чего наша теория лоренц-коварианта и удов­

летворяет условию 

U(E )А~ (х) U- 1(E) =А~ (у) -д. A(l, у), 
1 1 1 

где 

U(l)=1- _!_l MOk 
2 Ok · 

d 3x 
Л(E,y)=-lokf 477\Х-У\ 

- операторная калибровочная функция. 

k 
доАФ 

/16/ 

Таким образом, существует преобразование, связывающие состоя­

ния полей в системах (х, у, z) и (х ', у', z '). 

II. ВЗАИНОДЕЙСТВУЩИЕ ПОЛЯ 

Обобщим рассмотренный выше метод квантования на случай вза­

имодействующих полей. Рассмотрим лагранжеву плотность для полей 

фотона и спинора 

1 2 - . -f = - Т F11v + ф (1д11 - еА11 ) yll ф + mфф. /17/ 

Канонический импульс поля Ао равен нулю, 

of 
7Т =---=о. 

одоАо 
/18/ 

Выражаем это поле через остальные переменные с помощью классИ­

ческих уравнений Эйлера 

вf =о. 
В.Ао 
4 

. 2 
J О - дi А о + д i д о А i = О· /19/ 

\ 

\ 

Решение уравнения /19/ А 0 = 1/(д 2) (дi до А i - jo) подставим в исход­
~ый лагранжиан /17/ и затем совершим калибровочное преобразова­

ние 

ф ф = ехр[-iЛ(х)] ф, А~= ехр[Щх)] · (А . + iд . ) . exp[-i.\(x)], 
1 1 1 

1 ... 
.\(х) = -

2 
д . А . + с(х). 

д 1 J 

1кончательно получаем плотность лагранжиана, выраженную в тер­

минах чисто поперечных полей 

2 
~<>Ф 1 Ф 1 2 -ф . ~ Ф Ф Ф 
J-. = 2 Е i - 2 В + ф (lo - m) ф - еф yi А; ф -

1 .Ф 1 .Ф 
2Joa2Jo 

где Er=ПiiEi' A~=ПikAk. 
Квантовые скобки Пуассона между динамическими переменными, 

как и в случае свободных полей, примем равными 

[ •ф ... ф ... 3... ... 
Ai (х, t), А i (у, t)] = -Шii о (х- у), 

Ф ·Ф ... ·Ф А . (у, t)] = [А . (х, t), А . (у, t)] = О, 
J 1 J 

ф ... 
[А i (х, t), 

ф-> 
!Фа (х, t), 

ф+ 3 ...... 
фf3 (у, t)l = oaf30 (х- у), 

ф ... 
IФ (х, t), 
а 

ф... ф+... ф+ ... 
фf3(y,t>I=IФa (x,t), Фf3 (y,t)I=O. 

Дополним набор перестановочных соотношений, требуя, чтобы одно­

временные коммутаторы между фотонным и спинорным полями также 

равнял~сь нулю: 

ф... ф ... 
[ф (х, t), А . (у, t)] = О, 

а 1 

ф... •ф ... 
[фа (х, t), А i (у, t)] = О • 

Гамильтониан определим с помощью тензора энергии-импульса 

в физическом секторе 

+ д 1 ф2 1 -н= р 0 = Jd3 x (фФ i- .рФ+-Е +- в 2 t ефФу . .рФ А . ). 
дt 2 2 1 

1 
/20/ 

Остальные сохраняющиеся ~еличины соответственно равны: 

оператор импульса 

Pi =-Jd3 x(iфФ+ дi .рФ +А~ дiAf>. 
оператор углового момента 

3 -ф . д . д 1 . . ф 
Mfm ={d xliф у0 (х 1 -д--х1 -д-+4[у 1 .уl])ф + 

xi xi 

+(xi "ф~ АФ -хi"Ф дiАФ)-(АФiАфi -Афi Афi), 

/21/ 

/22/ 
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оператор буста 

+ + д 
м 0" =-J d3 х {х0 (iфф дk фф +% АФ д"АФ) -х" [ФФ iдt ф ф+ 

/23/ 
1 ф 2 1 2] -ф ф ф 

+ 2(доА ) +2В -еф уk ф Ak 1. 

Эти величины /20/-/23/ также удовлетворяют алгебре полной груп­
пы преобразований Пуанкаре . 

В такой теории выполняется соотношение Гейзенбер га 

[P/l ' ф ф (х)] = -i дф ф (х) 
дxll 

ф 
ф дАj (х) 

[Pil , Ai (х ) ] =-i--

ч то так·же доказывается непосредс твенным вычисле нием . П ри бес ко­

нечно малом ~еобразова н ии Лоренца , генери руемом бустером м 0". 
поте н циалы Ai ~) испытывают г радиентное п реобра зование, которое 
восс танавливает поперечную калибровку в новой системе коорди на т. 

Аналогично уравнению /1 6/ , получаем 

3 ф 1 ф 1 д д АФ" _l_ =f--!1---!._. U(f) Ai (x) u- И = Ai(y)+foka2 i о · д2 4"lx-11 

Для спинорного поля ф(х) фазовое преобразование имеет вид 

k 
U(E) фф(х) u- 1 (f) = (1 - i(Ok - 1

- д . д0 Аф )S-
1 фф (у), 

д2 , ... .. 

- 1 1 [ о "J 
S = 8 -- У • У (Ok ' rs rs 8 

Q J;СУЖДЕНИЕ 

Н а примере электродинамики здес ь показано , ч то калибровочные 
поля можно квантовать без калибровочных условий . Роль последних 

выполняют уравнения движения на в ременную компоненту поля , кото­

рая не имеет канонического импуль са. При этом восс тановление 

релятивистской инвариантности теории происходит за счет Швинге­
ровских членов в исходном коммута торе физических полевых пере­

менных /9/ . Результаты квантования по этому методу для кЭд пft.ак­
тически совпадают с кулонавекой калибровкой, /см., например 7/ / . 
При попытках применения такого способа квантования для неабеле­
вой теории в классических уравнениях на временную компоненту 
возникает обратный оператор, который определен неоднозначно / 2/ . 
Эта неопределенность того же порядка, что и Грибовекая неодноз­
начность при решении калибровочных условий. Опыт квантования 

без калибровочных условий с выявлением конкретного механизма 
восстановления релятивистской инвариантности возможно будет по­

лезен для неабелевой теории. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Получим соотношение /15/ 

-i[T00 (х), Т 00 (у)] =-(Т~ (х) + Т~(у))дk 8 3(~ -у). 

Представим оператор плотности энергии в виде 

тоо (х) = } "iф2 + ~ в2 = ~ [А Ф2 + (V х ЛФ )2]. 

Подставим выражение /П.2/ в коммутатор /П. 1/, 

~ [\АФ\х> + <v х А.Ф <х>>2 1 , \АФ
2 

<У>+ <v х А.Ф <У>> 2 П = 

= ~ [АФ2 (х),АФ 2 (у)]+[АФ 2(х) , ( V х АФ (у))2 ] + [(V х АФ(х) 2 , А.Ф
2 

(у)]+ 

/П.1 1 

/П.2/ 

/П.3/ 

Первое и последнее слагаемые равны нулю. Рассмотрим второе сла­

гаемое 

2 
п = [А Ф <х>. Cv х А.Ф <У>>2 1 , 

' 

используя правило для коммутатора, 

[Ав, coJ = с [А , о1 в- [А, cJ ofi - iс[в , 61 + А[в. cJ о . 

перепишем I I в виде 

ф . ф фi . фi ·ф ф фi •ф i 
Il =V x Ai (y) [Ai (x),(Vx A (у)] А - [Ai (x),(V xAi (y))] . (V xA (у )).А (х) -

/П.4/ 

- А~ (х) . (V х АФ (у)) . [АФ i (х) , (V х Аф i (у))] + АФ(х)[АФ\х) , (V х АФ(у))] . (V хАФi (у )). 
1 1 1 1 

Учитывая 

( V x Ai(y)) =fo.. дk Ai = Во , [А~(х) , А~(у)]=-Ш .. 83 (~- у) , 
Lkl L 1 1 11 

t = t-', 

получим для пе рвого слагаемого в вы раже нии /П.4 / 

п 
1 

= -iАФ дk АФi д k 8 3(х- у ). 

7 



Аналогично вычисляются остальные слагаемые в /П.4/ 

о2 = о3 = о4 = -iСЬ лФ (х) аkлФi (х) аkвз(х _у). 

В результате получаем выражение для коммутатора II в /П.3/ 

. ф фj k 3 
Il=-4I(д0Ai(x))дkA (х)д 8 (х-у) 

и для коммутатора III в /П.3/ 

ш = [( v х лФ (х)) 2 , (д0 лФ (у))2 ] = -4i (д0 А~ (у)) дk Ai (у)д kв 3 (~- у). 

Окончательно подставляя /П.5/ и /П.6/ в /П.3/, получим 

2 2 
~ [IАф (X)+(V х Аф (х))2 1, IАф (y)+(V х Аф(у)) 2 0 = 

= -н.А1 (х) <\ .tJ (х)аkв 3 <х- У.>+ .А~ (у)<\ лi (у) аkв 3 (х- у))= 

= -i (Т~(х) + тk0(у)) д kв 3 (х- у), 

где Tl(x)=-A~(x)дkAqj (х). 
1 
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